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Beitrage zur Theorie der durch die Gauss’sche
Reihe F'(a, 3,7, x) darstellbaren Functionen.

Bernhard Riemann

[Aus dem siebenten Band der Abhandlungen der Kéniglichen
Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen. 1857.]

Die Gauss’sche Reihe F(«, 3,7, x), als Function ihres vierten Elements x
betrachtet, stellt diese Function nur dar, so lange der Modul von z die Einheit
nicht iiberschreitet. Um diese Function in ihrem ganzen Umfange, bei unbe-
schrinkter Verédnderlichkeit dieses ihres Arguments, zu untersuchen, bieten
die bisherigen Arbeiten iiber dieselbe zwei Wege dar. Man kann némlich ent-
weder von einer linedren Differentialgleichung, welcher sie geniigt, ausgehen,
oder von ihrem Ausdrucke durch bestimmte Integrale. Jeder dieser Wege
gewahrt eigenthiimliche Vortheile; jedoch ist bis jetzt, in der reichhaltigen
Abhandlung von Kummer im 15. Bande des mathematischen Journals von
Crelle und auch in den noch unveréffentlichten Untersuchungen von Gauss,
nur der erste betreten, wohl hauptséchlich deshalb, weil die Rechnung mit
bestimmten Integralen zwischen complexen Grenzen noch zu wenig ausgebil-
det war, oder doch nicht als einem grossen Leserkreise gelaufig vorausgesetzt
werden konnte.

In der folgenden Abhandlung habe ich diese Transcendente nach einer
neuen Methode behandelt, welche im Wesentlichen auf jede Function, die
einer linedren Differentialgleichung mit algebraischen Coefficienten geniigt,
anwendbar bleibt. Nach derselben lassen sich die frither zum Theil durch
ziemlich mithsame Rechnungen gefundenen Resultate fast unmittelbar aus
der Definition ableiten, und dies ist in dem hier vorliegenden Theile die-
ser Abhandlung geschehen, hauptséchlich in der Absicht fiir die vielfachen
Anwendungen dieser Function in physikalischen und astronomischen Unter-
suchungen eine bequeme Uebersicht iiber ihre moglichen Darstellungen zu
geben. Es ist nothig, einige allgemeine Vorbemerkungen iiber die Betrach-
tung einer Function bei unbeschrénkter Verdnderlichkeit ihres Arguments
voraufzuschicken.

Betrachtet nun den Werth der unabhéngig verénderliche Grosse © = y+21



zur leichteren Auffassung ihrer Veranderlichkeit als vertreten durch einen
Punkt einer unendlichen Ebene, dessen rechtwinklige Coordination y, z sind,
und denkt sich die Function w in einem Theile dieser Ebene gegeben, so

kann sie von dort aus nach einem leicht zu beweisenden Satze nur auf eine
w

Weise der Gleichung a—zj = za— geméss stetig fortgesetzt werden. Diese
Fortsetzung muss selbstredend niycht in blossen Linien geschehen, worauf eine
partielle Differentialgleichung nicht angewandt werden koénnte, sondern in
Flachenstreifen von endlicher Breite. Bei Functionen, welche, wie die hier
zu untersuchende, ,mehrwerthig” sind oder fiir denselben Werth von z je
nach dem Wege, auf welchem die Fortsetzung geschehen ist, mehrere Werthe
annehmen koénnen, giebt es gewisse Punkte der x-Ebene, um welche herum
sich die Function in eine andere fortsetzt, wie z. B. bei v/(z — a), log(z — a),
(x — a)*, wenn p keine ganze Zahl ist, der Punkt a. Wenn man von diesem
Punkte a aus sich eine beliebige Linie gezogen denkt, so kann der Werth der
Function in der Umgebung von a so gewéhlt werden, dass er sich ausserhalb
dieser Linie iiberall stetig dndert; sie nimmt aber dann zu beiden Seiten
dieser Linie verschiedene Werthe an, so dass die Fortsetztung der Function
iiber diese Linie hiniiber eine von der jenseits schon vorhandenen verschiedene
Function giebt.

Zur Erleichterung des Ausdrucks sollen die verschiedenen Fortsetzungen
Einer Function fiir denselben Theil der xz-Ebene ,Zweige* dieser Function
genannt werden und ein Werth von x, um welchen herum sich ein Zweig einer
Function in einen andern fortsetzt, ein ,,Verzweigungswerth*; fiir einen Werth,
in welchem keine Verzweigung stattfindet, heisst die Function ,einéndrig oder
monodrom®.

1.
Ich bezeichne durch
a b ¢
P a (B v =z
O/ ﬁ/ ,}//

eine Function von z, welche folgende Bedingungen erfiillt:

1) Sie ist fiir alle Werthe von z ausser a, b, ¢ eindndrig und endlich.

2) Zwischen je drei Zweigen dieser Function P’, P”, P" findet eine lineére
homogene Gleichung mit constanten Coefficienten Statt,

C/P/+C//P//+C///P/// — O
3) Die Function lésst sich in die Formen

Ca P + ¢ P, Cﬁp(ﬁ) + Cﬁ,p(ﬁ’)’ pr(v) + Cyp(v’)
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mit constanten c,, ¢y, ...,y setzen, so dass

/

Pz —a)™, PO)(z—a)™®

fiir x = a eindndrig bleiben und weder Null noch unendlich werden, und
ebenso PO (z—b)~#, PO (2 —b)~7 fiir z = bund PO (z—c)~7, PO (z—c)~
fiir z = ¢. In Betreff der sechs Grossen «, o/, .. .,~ wird vorausgesetzt, dass
keine der Differenzen o — o/, 3 — ', v — 7/ eine ganze Zahl und die Summe
aller, a + o' + B+ ' +v++ =1 sei.

Wie mannigfaltig die Functionen seien, welche diesen Bedingungen genii-
gen, bleibt vorlaufig unentschieden und wird sich im Laufe der Untersuchung
(Art. 4) ergeben. Zu grosserer Bequemlichkeit des Ausdrucks werde ich x
die Verénderliche, a, b, ¢ den ersten, zweiten, dritten Verzweigungswerth und
a, o' B, 5 v, 7 das erste, zweite, dritte Exponentenpaar der P-function
nennen.

2.
Zunéchst einige unmittelbare Folgerungen aus der Definition.
a b c
In der Function P<{ « [ ~ x« » konnen die drei ersten Verticalrei-
a/ /B/ ,}/

hen beliebig unter einander vertauscht werden, sowie auch « mit o/, 5 mit
(', v mit +'. Es ist ferner

a b c a b
P ao B v x p=PS a [ ~ o
a/ /B/ ,}/ a/ /B/ ,}/

wenn man fiir 2’ einen rationalen Ausdruck ersten Grades von x setzt, den
fir x = a, b, ¢ die Werthe o/, V/, ¢ annimmt.

0 oo 1
Fir P a (B ~v x ,, auf welche Function sich demzufolge alle P-
a/ /B/ ,y/
functionen mit denselben a, o/, ..., ~ zuriickfiihren lassen, werde ich zur Ab-
kiirzung auch blos P ( 3, g, 3, x) setzen.

In einer solchen Function konnen also von den Grossen «, o; 3, 35 v, v/
die Grossen jedes Paars unter sich, sowie auch die drei Grossenpaare belie-
big mit einander vertauscht werden, wenn man nur in der sich ergebenden
P-function als Verédnderliche einen rationalen Ausdruck ersten Grades von
x substituirt, welche fiir die zum ersten, zweiten, dritten Exponentenpaar
dieser Function gehorigen Werthe von x die Werthe 0, oo, 1 annimmt. Auf



diese Weise erhélt man die Function P 3 o ”YY/ x) ausgedriickt durch
P-functionen mit den Verénderlichen

1 1 1
v, l-z, -, 1--

und denselben Exponenten in anderer Ordnung.
Aus der Definition folgt ferner:

a b c r—a\? a b c
P a v «x ( b) =P¢ a+d6 [B—-0 v x p;
o B A T — o465 B -6 4

~
<

also auch

§(1 e a By ) at+d f-b—c v+e¢
x(l x>P(a/ 4 'y’x)_P(a’—i—é B —6—¢ 7/_’_8:%

Durch diese Umformung konnen zwei Exponenten verschiedener Paare belie-
big gegebene Werthe erhalten und als Werthe der Exponenten, da zwischen
ihnen die Bedingung o 4+ o/ + 6+ '+ v + 7' = 1 stattfindet, jedwede ande-
re eingefiihrt werden, fiir welche die drei Differenzen o« — o/,  — ', v — +/
dieselben sind. Aus diesem Grunde werde ich spéter zur Erleichterung der
Uebersicht durch

P(a—a,ﬁ—ﬁ’,’y—’y',x)

simmtliche in der Form 2°(1 —z) P ( 3’ g, :YY/ x) enthaltenen Functionen
bezeichnen.

3.

Es ist jetzt vor allen Dingen n6thig, den Verlauf der Function etwas ge-
nauer zu untersuchen. Zu diesem Ende denke man sich durch sdmmtliche
Verzweigungspunkte der Function eine in sich zuriicklaufende Linie [ gezo-
gen, welche die Gesammtheit der complexen Werthe in zwei Grossengebiete
scheidet. Innerhalb jedes von ihnen wird alsdann jeder Zweig der Function
stetig und von den iibrigen gesondert verlaufen; langs der gemeinschaftlichen
Grenzlinie aber werden zwischen den Zweigen des einen und des andern Ge-
biets in verschiedenen Begrenzungstheilen verschiedene Relationen stattfin-
den. Zu ihrer bequemeren Darstellung werde ich die mittels des Coeflicienten-

p, q
r, S
pt + qu, rt + su durch (5) (t,u) bezeichnen. Es moge ferner nach Analogie

systems S = aus den Grossen t, u gebildeten linedren Ausdriicke
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der von Gauss vorgeschlagenen Benennung ,positiv laterale Einheit® fiir 4
als ,positive” Seitenrichtung zu einer gegebenen Richtung diejenige bezeich-
net werden, welche zu ihr ebenso liegt, wie +i zu 1 (also bei der {iblichen
Darstellungsweise der complexen Grossen die linke). Demgeméss macht x
einen ,positiven Umlauf um einen Verzweigungswerth a“, wenn es sich durch
die ganze Begrenzung eines nur diesen und keinen andern Verzweigungswerth
enthaltenden Grossengebiets in einer gegen die Richtung von Innen nach Aus-
sen positiv liegenden Richtung bewegt. Es gehe nun die Linie [ der Reihe
nach durch die Punkte x = ¢, x = b, x = a, und in dem auf ihrer positiven
Seite liegenden Gebiete seien P’, P” zwei in keinem constanten Verhéltnisse
stehende Zweige der Function P. Jede andere Zweig P" lasst sich dann, da in
der vorausgesetztermassen stattfindenden Gleichung ¢ P'+ " P"+c"P" =0
¢” nicht verschwinden kann, linear und mit constanten Coefficienten in P’
und P” ausdriicken. Nimmt man nun an, dass P’, P” durch einen positi-
ven Umlauf der Grosse x um a in (A) (P, P”), um b in (B) (P', P”), um ¢
in (C) (P, P") iibergehe, so wird durch die Coeflicienten der Systeme (A),
(B), (C) die Periodicitéat der Function vollig bestimmt sein. Zwischen diesen
finden aber noch Relationen Statt. Wenn n&mlich = das negative Ufer der
Linie [ durchlauft, so miissen die Functionen P’, P” die vorigen Werthe wie-
der annehmen, da die durchlaufene Weg negativerseits die ganze Begrenzung
eines Grossengebiets bildet, innerhalb dessen diese Functionen allenthalben
eindndrig sind. Es ist dies aber dasselbe, als ob der Werth = sich von ei-
nem der Werthe ¢, b, a bis zum folgenden auf der positiven Seite fortbewegt,
dann aber jedesmal um diesen Werth positiv herum, wobei (P’, P”) der Rei-
he nach in (C) (P, P"), (C) (B) (P', P"), schliesslich in (C) (B) (A) (P’, P")
iibergeht. Es ist daher

) @ =g ),

welche Gleichung vier Bedingungsgleichungen zwischen den zwolf Coefficien-
ten von A, B, C' liefert.
Bei der Discussion dieser Bedingungsgleichungen beschrianke ich mich,

zur Fixirung der Vorstellungen, auf die Function P ( z, g, :YY/ x) , also auf
den Fall, wo a = 0, b = 0o, ¢ = 1, was die Allgemeinheit der Resultate
nicht beeintrichtigt, und wahle fiir die durch 1, oo, 0 zu ziehende Linie [ die
Linie der reellen Werthe, welche, um der Reihe nach durch ¢, b, a zu gehen,
von —oo nach +oo gerichtet sein muss. Innerhalb des auf der positiven Seite
dieser Linie liegenden Gebiets, welches die complexen Werthe mit positiv
imagindrem Gliede enthélt, sind dann die oben charakterisirten Bestandtheile
der Function P, die Gréssen P*, P, PP P% P P einindrige Functionen

b}



von x und sind bis auf constante Factoren, welche von der Wahl der Grossen
Cas Cofy - - -, Gy abhéngen, vollig bestimmt, wenn die Function P gegeben ist.
Die Functionen P, P® gehen durch einen positive Umlauf dieser Grosse
um 0 in P*e*2m P e 27 jiher und ebenso durch einen positiven Umlauf
dieser Grosse um oo die Functionen PP, P? in P8ef2m P8'ef 27 ynd durch
einen positiven Umlauf um 1 die Functionen P?, PY in PYev2™ P e 27,
Bezeichnet man den Werth, in welchem P durch einen positiven Umlauf von
x um 0 iibergeht, durch P’, so ist, wenn

/ ; / ; /
P = CaPa +Ca/Pa, Pl — CaeaQWzPa —|—Ca/€a 27rzPa )

Diese Ausdriicke haben eine von Null verschiedene Determinante, da n. V.
o — o keine ganze Zahl ist, und folglich kénnen P, P® auch umgekehrt
in P, P’ also auch in P?, P?; P7, P? lineér mit constanten Coefficienten

ausgedriickt werden. Setzt man nun

P = agP’+agP® =a,P"+a,PY,

o o I pB / 3 _ 1 py / v
P = agP’ +ay P’ =a P7+ o, P,

und zur Abkiirzung { afg ’ afi/ } = (b), { 047, oz7/ } = (¢) und die inver-
Oéﬁ, O[ﬁ/ v O[,y/
sen Substitutionen von (b) und (¢) bezw. = (b)~! und (¢)~?, so ergeben sich

fiir die Functionen (P*, P*') die Substitutionen

6012771" 0 6,3271'1" 0 3
W={ e} m=0{ T A e

1, 0
0, 1
terminante einer zusammengesetzten Substitution dem Producte aus den De-
terminanten ihrer Componenten gleich ist,

Aus der Gleichung (C) (B) (A) = ( folgt nun zunéchst, da die De-

1 = Det(A)Det(B)Det(C)
elota 8547 H) 2miDet (b) Det(b) ~* Det(c) Det(c) ™

oder, da Det(b) Det(b)~! = 1, Det(c) Det(c) ™! =1,
(2) a+ao + B+ 6 +v+~" = einer ganzen Zahl,

womit die obige Annahme, dass diese Exponentensumme = 1 sei, vereinbar
ist.



1, 0
0, 1
ben drei Bedingungen fiir (b) und (c), welche indess leichter auf folgendem
Wege gefunden werden.

Wenn z erst um 0 und dann um oo negativ herumgeht, so bildet der
durchlaufene Weg zugleich einen positiven Umlauf um 1. Der Werth, in
welchen P® dadurch iibergeht, ist daher

enthaltenen Relationen ge-

Die tibrigen drei in (C) (B) (A) = (

— 04767 27r'iP’y + Oéyevl 27r'iP7/ _ (Oélge_ﬁ 27riP’g + 04[6/6_’6/ 27TiP'6/)e_O‘ omi

Multiplicirt man diese Gleichung mit einem willkiirlichen Factor e=o™

und die Gleichung
a,P" +a,P" = azP? 4+ ay P

mit e°™ und subtrahirt, so ergiebt sich nach Abwerfung eines allgemeinen
Factors

Qy SiIl(O’ - '7)77- e’ P + .y Sin(a — 7/)71' e'ylﬂiPV/
= agsin(o+a+ B)re @B PE L o sin(o + o+ ) e~ @8I pe

Aus ganz dhnlichen Griinden hat man auch, wenn man iiberall o' fiir « setzt,
die Gleichung

Sin(a - 7)77— e’ P + Oé,/y/ Sin(o' — ’}//)71' ew’m'P’Y/

/
y
= agsin(o +a’+ f)m Y g sin(o + o' + 3w e~ +B)mi p&’

mit der willkiirlichen Grosse o. Befreit man beide Gleichungen von einer der
Functionen, z. B. P?', indem man ¢ demgeméss bestimmt, so kénnen sich

die resultirenden Gleichungen nur durch einen allgemeinen constanten Factor
B

o7 nicht constant ist. Diese Elimination von P giebt

unterscheiden, da
daher:

(3)

ay  agsin(fa+ B+ )re ™ agsin(a+ '+ )me
al B agsin(a/ + B + o/ )mwema'm N Wy sin(a/ 4 ' +')mw em/m

und die dhnliche Elimination von P”

—amt

3) ay _ agsin(fa+f+9)7 e ™ agsin(a+ [ +v)me
T = =

al, agsin(e/ + G+ y)mem@™ ol sin(of + § + y)wemom

welches die vier gesuchten Relationen sind. Aus ihnen ergeben sich die Ver-

ag g O

—’/6 , ’/6 , —, —=. Die Gleichheit der beiden aus der
/

al’ ap’ ol

héltnisse der Quotienten .



. . . o Qg . .
zweiten und vierten fliessenden Werthe von —f3 : f3 , erhellt leicht als eine
oy o«
8 B

Folge aus a+a'+ 3+ +v+~" = 1 mittelst der Identitit sin s = sin(1—s)7.
(6% g X (o]

Demnach sind von den Grossen —?, fi , —7, T

ap ap Al a

— durch eine von ihnen,

%

/

0/7, durch

z. B. —,ﬁ, die iibrigen bestimmt und die drei Grossen O[//g/, 0/7,
!

die fiinf Gréssen ag, aj, ag, a,, a,. Diese fiinf Grossen aber héingen von
den in P*, P, P?, P% PY P" wenn die Function P gegeben ist, noch
willkiirlichen Factoren oder vielmehr von deren Verhéltnissen ab, und kénnen
durch geeignete Bestimmung derselben jedwede endliche Werthe erhalten.

4.

Die soeben gemachte Bemerkung bahnt den Weg zu dem Satze, dass
in zwei P-Functionen mit gleichen Exponenten die denselben Exponenten
entsprechenden Bestandtheile sich nur durch einen constanten Factor unter-
scheiden.

In der That, ist P, eine Function mit denselben Exponenten wie P, so
kann man die fiinf Gréssen ag, ag/, a., oy und ai; bei beiden gleich annehmen
und dann miissen auch die Gréssen aj, af, of, bei beiden iibereinstimmen.
Man hat also gleichzeitig:

(P, PY) = (b) (PP, PP) = (c) (P", P

und
(Pe, Py = (0) (P, P) = (c) (P, P)

folglich

(PP — P¥ P) = Det(b)(P° P — PP PP) = Det(c)(P"P) — P" P}).
Von diesen drei Ausdriicken bleibt der erste, mit =% multiplicirt, of-
fenbar fir + = 0 eindndrig und endlich; ebenso der zweite, mit z°t% =
g~ =7 ="+ multiplicirt, fir £ = oo, der dritte, mit (1 — 2)~7~"" multi-
plicirt, fiir x = 1, und dasselbe gilt von allen drei Ausdriicken fiir alle von
0, 0o, 1 verschiedenen Werthe von x; es ist daher

’

(POPY — PY Pz (1 — z) 77

eine allenthalben stetig und einédndrige Function, also eine Constante. Sie ist
ferner = 0 fiir x = co und muss folglich allenthalben = 0 sein.



Hieraus folgt

Py py
pa — pe
2% PP asPl +apP?  Po
P8~ P agP8 + ag PP ~ pa
P P P +a,P PP

P P’ a,PY+a,PY P
(e}

Die Function —1a ist demnach einwerthig und muss iiberdies allenthalben
endlich, also, w. z. b. ist, constant sein, wenn noch bewiesen wird, dass P
und P nicht zugleich fiir einen von 0, 1, oo verschiedenen Werth von x
verschwinden kénnen.

Zu diesem Ende bemerke man, dass

apr , d P>
« . Pa

P
dx dx

dpr” ,dPP
Det(b) ( PP—— — PP —
et(®) ( dz dz )

apY ,dP”
= Det P —_pr=
et(c) ( dx dx ) ’

und folglich fiir = 0, oo, 1 unendlich klein von dem Ordnungen o + o' — 1,
B+ +1=2—a—do —v—7, v+~ —1 wird, iibrigens aber stetig und
einédndrig bliebt, so dass

ap* , d P> , ,
(Pa _ p~ ) e +1(1 o x)—'y—v +1

dx dx

eine allenthalben stetige und einéndrige Function bildet, folglich einen con-
stanten Werth hat. Dieser constante Werth dieser Function ist nothwendig
von Null verschieden, weil sonst log P* — log P = const., folglich a@ = o/
sein wiirde gegen die Voraussetzung; offenbar miisste sie gleich Null werden,
wenn fiir einen von 0, 1, co verschiedenen Werth von z P* und P* gleichzei-
dpP* dpP*
dx x
Functionen nicht unendlich werden koénnen.

Es werden daher P* und P* fiir keinen von 0, 1, oo verschiedenen Werth
von x gleichzeitig = 0, und es bleibt die einwerthige Function

tig verschwénden, da als Derivirte eindndrig und stetig bleibender

I L Y e
pa  pod ps ps py pY

allenthalben endlich, mithin constant, w. z. b. w.
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Aus dem eben bewiesenen Satze folgt, dass in zwei Zweige Einer P-
Function, deren Quotient nicht constant ist, jede andere P-function mit glei-
chen Exponenten sich linedr mit constanten Coefficienten ausdriicken lésst
und dass durch die Art. 1 geforderten Eigenschaften die zu definirende Func-
tion bis auf zwei linedr in ihr enthaltene Constanten vollig bestimmt ist.
Diese werden in jedem Falle leicht aus den Werthen der Function fiir spe-
cielle Werthe der Verénderlichen gefunden, am bequemsten, indem man die
Verdnderliche einem der Verzweigungswerthe gleich setzt.

Ob es immer eine jenen Bedingungen geniigende Function gebe, bleibt
freilich noch unentschieden, wird sich aber spéter durch die wirkliche Dar-
stellung der Function mittelst bestimmter Integrale und hypergeometrischer
Reihen erledigen und bedarf daher keiner besondern Untersuchung.

D.

Ausser den fiir jedwede Werthe der Exponenten moglichen Transforma-
tionen des Art. 2 ergeben sich aus der Definition noch leicht die beiden Trans-
formationen:

0 o 1 -1 oo 1
(A) PS O B v o p=Pg v 20 v
% ﬁ/ ’Y/ ’Y/ 25/ ,Y/

wo nach dem Fritheren 8+ '+~ ++' = % sein muss, und

0 oo 1 1 o o°
(B) PSO 0 vz p=P¢y v v Voo,
% % ,}/ ,}/ ,}/ ,}/
wo v+ = % und p eine imaginédre dritte Wurzel der Einheit bezeich-

net. Um sdmmtliche Functionen, welche sich mit Hiilfe dieser Transforma-
tionen auf einander zuriickfiithren lassen, bequem zu iibersehen, ist es zweck-
méssig, statt der Exponenten ihre Differenzen einzufithren und, wie oben
vorgeschlagen, durch P(a — o/, — (#',7 — 7/, z) simmtliche in der Form

o ﬁ/
a—dao, =0, v—°" die erste, zweite, dritte Exponentendifferenz genannt
werden mag.

Aus den Formeln im Art. 2 folgt dann, dass in der Function P(A, y, v, x)
die Grossen A, u, v beliebig in’s Entgegengesetzte verwandelt und beliebig
unter einander vertauscht werden konnen. Die Verdnderliche nimmt dabei
einen der 6 Werthe

2°(1 — z)°P ( a [ 3, x) enthaltenen Functionen zu bezeichnen, wobei




an, und zwar haben von den 48 auf diese Weise sich ergebenden P-functionen
je acht, welche durch blosse Zeichenédnderung der Grossen A, p, v aus einander
hervorgehen, dieselbe Verénderliche.

Von den in diesem Art. angegebenen Transformationen A und B ist die
erste anwendbar, wenn von den Exponentendifferenzen entweder eine gleich
% oder zwei einander gleich sind, die zweite, wenn von ihnen entweder zwei
= é oder alle drei einander gleich sind. Durch successive Anwendung dieser
Transformationen erhélt man daher durch einander ausgedriickt:

L.
P(u, V,%,.CL‘Q), P(u,2v,p,z1) und  P(v,2u,v,z3),
1
wobei /(1 —z3) =1 — 2y, / <1 — —> =1—2z3, also
X2
4xq(1 ) L ich ergiebt
Ty = 4x1(1 — x1) = ———— sich ergiebt.
2 1 1 45(1 — ) g
i Plavma), P(ngda), P(3mge)
VU, U, U, T UV, —, =, T —,2v, =, x
y oy Py L3 ) 7272727 9’ 72717
1,1 1 Vg VooV
P(g,]/,g,il‘4), P<§7§7§al‘5>7 P<§7§a§al‘6>7
1 ’ 1 3(0— 0*)ws(1 —
wenn 1 — — = <x3+g und folglich — = (0= &)zs(l = 73)
4 T3 + 0 4 (0% + x3)3
(0+23)°(0* +23)° (L —a3(1 —25))°
74l =) 272%(1 — x3)? 27x3(1 — x3)? crner ac
2y(1 — 22) L (1) 1
2yl —ay) =05 = ——— 2l — ) =9 — ———
4 4 b 41’6(1 — .1'6)7 3 3 2 41‘1(1 — 1'1)
I11.
P(v, V,%,l’g), P(v,2v,v, 1),
P(ia”)%al‘fﬂ)) P(i72yvial‘4)7

1

wenn s = i (2 — Ty — —) =dzy(1 — xy), xo = 4dx1(1 — 29).
)

Alle diese Function kénnen noch mittelst der allgemeinen Transformationen

umgeformt und dadurch ihre Exponentendifferenzen beliebig vertauscht und

mit beliebigen Vorzeichen versehen werden. Ausser den beiden Transcenden-

ten II. und III. lasst, wenn eine Exponentendifferenz willkiirlich bleiben soll,
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nur noch die Function P(v,3,3) = P(v,1,v) eine hiufigere Wiederholung

der Transformationen A und B zu, welche indess, da

P( 000 x) = const.z” + const.’,
v —v 1

auf ganz elementare Formeln fiihrt.
In der That ist die Transformation B nur anwendbar auf P(v,v, ) oder
P (%, v, é), also nur auf die Transcendente II.; die Transformation A aber ldsst
sich haufiger als in I. nur wiederholen, wenn entweder von den Gréssen pu, v
24, 2v eine gleich % gesetzt oder eine der Gleichunge p =v, up=2v, v =2pu
angenommen wird. Von diesen Annahmen fiihrt ;1 = 2v oder v = 2 auf die
1

Transcendente II., u = v, sowie 2u oder 2v = 3 auf die Transcendente IIL.,

endlich ;1 oder v = § auf die Function P(v, 1, 1).

Die Anzahl der verschiedenen Ausdriicke, welche man durch diese Trans-
formationen fiir jede der Transcendenten I-III. erhélt, ergiebt sich, wenn man
beriicksichtigt, dass in den obigen P-functionen als Veradnderliche alle Wur-
zeln der Gleichungen, durch welche sie bestimmt werden, zuléssig sind und
jede Wurzel zu einem Systeme von 6 Werthen gehort, welche mittelst der all-
gemeinen Transformation fiir einander als Verénderliche eingefiihrt werden
konnen.

Es fiihren aber im Falle I. die beiden Werthe von x; und x3, welche
zu einem gegebenen xy gehoren, auf dasselbe System von 6 Werthen, so
dass jede der Functionen I. durch P-functionen mit 6 . 3 = 18 verschiedenen
Veranderlichen ausgedriickt werden kann.

Im Falle II. fithren von den zu einem gegebenen Werthe von x5 gehorigen
Werthen die beiden Werthe von xg und x4, die 6 Werthe von z3 und von den
6 Werthen von x; je zwei zu demselben Systeme von 6 Werthen, wahrend
die drei Werthe von z5 zu drei verschiedenen Systemem von je 6 Werthen
fithren. Es liefern also x; und x5 je drei und x3, x4, x5, 6 je ein System von
6 Werthen, also alle zusammen 6 .10 = 60 Werthe, durch deren P-functionen
sich jede der Functionen II. ausdriicken lasst.

Im Falle III. endlich liefern 3, die beiden Werthe von x,, die beiden
Werthe von z4, und von den vier Werthen von z; je zwei ein System von
6 Werthen, so dass jede der Functionen III. durch P-functionen von 6.5 = 30
verschiedenen Verdnderlichen darstellbar ist.

In jeder P-function kénnen nun ohne Aenderung der Verdnderlichen mit-
telst der allgemeinen Transformationen der Exponentendifferenzen beliebige
Vorzeichen erhalten, und also kann, da keine dieser Exponentendifferenzen
= 0 ist, eine und dieselbe Function auf 8 verschiedene Arten als P-function
derselben Verédnderlichen dargestellt werden. Die Anzahl simmtliche Aus-
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driicke betrégt also im Falle I. 8.6 .3 = 144, im Falle II. 8 . 6 . 10 = 480, im
Falle II1. 8 . 6 . 5 = 240.

6.
Wenn man sdmmtliche Exponenten einer P-function um ganze Zahlen

dndert, so bleiben in den Gleichungen (3) Art. 3 die Grossen

sin(a + 3 ++)re o™ sin(a + 3 ++)me o™
sin(a/ + 8 +7)re ™" sin(o/ + '+ )we ™

)
sin(a + § +)me o™ sin(a + ' + )T e o™
sin(o/ + B+ y)re= ™ sin(a/ + [ + y)w e’
ungeéndert.
Sind daher in den Functionen P ( 04/ s , 7, x) , Py ( a,l ﬁ} ’Y} x) die
o By o B M
entsprechenden Exponenten a; und «, etc., um ganze Zahlen verschieden, so
kann man die acht Gréssen (ag)1, (3)1, (@p)1,... den acht Grossen ag,
a, Qg . .. gleich annehmen, da aus der Gleichheit der fiinf willkiirlichen die
Gleichheit der drei iibrigen folgt.
Nach der im Art. 4 angewandten Schlussweise folgt hieraus:

(PP — P P2 = Det(b)(PP Pt — PP PP") = Det(c)(PY P}t — P7 P);

und wenn man von den Grossen o + o) und oy + o/, 8+ 4] und 5y + [,
¥+ und 1 + 9" diejenigen Gréssen jedes Paars, welche um eine positive
ganze Zahl kleiner sind, als die andern, durch @, 3, 7 bezeichnet, so ist

(PP — P P )y 5(1 — )77

eine Function von x, welche eindndrig und endlich bleibt fir z = 0, x = 1
und alle iibrigen endlichen Werthe von z, fiir = oo aber unendlich wird
von der Ordnung —a — 7 — 3, folglich eine ganze Function F' vom Grade
—a—0-7.

Man bezeichne nun, wie frither, die Exponentendifferenzen o — o/, 5 — [,
v — ' durch A, u, v. In Betreff dieser ergiebt sich zunéchst: ihre Summe
andert sich um eine gerade Zahl, wenn sich simmtliche Exponenten um gan-
ze Zahlen éndern; denn sie iibertrifft die Summe sémmtlicher Exponenten,
welche unverédndert = 1 bleibt, um

—2(a’ + 5" +7),

welche Grosse sich dabei um eine gerade Zahl dndert. Sie kénnen sich aber
dabei um jedwede ganze Zahlen dndern, deren Summe gerade ist. Bezeichnet
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man ferner oy — o, B1 — 51, 71 — 71, durch Ay, pq, ¥4 und durch AN, Ap,
Av die absoluten Werthe der Differenzen A — Ay, i — p1, v — v1, so ist von
den Grossen o 4+ of und o + «; diejenige, welche um die positive Zahl A\
kleiner ist als die andere

ata)t+a +ar AN

2 27
also

A)\ ! !
—-a = 7_04—1—041—12—04—1—041 und ebenso
5. Au BB Bs

2 2
_ Av y+y+79 +m
B T R

Der Grad der ganzen Function F', welcher gleich der Summe dieser Grossen
ist, ergiebt sich daher

AN+ Ap+ Av 1
— 5 )
7.
Lo a [ v ar B om az B2 7o
Sind jetzt P( o B :c), P, ( o B A :c), I ( oh B A x)

drei Functionen, in welchen sich die entsprechenden Exponenten um ganze
Zahlen unterscheiden, so fliesst aus diesem Satze mittelst der identischen
Gleichung

P2 (PP — PR + PR (PSP — P P?)
+ P2 (PoPyt — PYPM) =0

die wichtige Satz, das zwischen ihren entsprechende Gliedern eine lineére
homogene Gleichung stattfindet, deren Coefficienten ganze Functionen von z
sind, und dass also

ysammtliche P-functionen, deren entsprechende Exponenten sich
um ganze Zahlen unterscheiden, sich in zwei beliebige von ih-
nen linedr mit rationalen Functionen von x als Coefficienten aus-
driicken lassen®.

Eine specielle Folge aus den Beweisgriinden dieses Satzes ist, dass sich
die zweite Differentialquotient einer P-function linedr mit rationalen Func-
tionen als Coefficienten in den ersten und die Function selbst ausdriicken
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ldsst, und also die Function einer linedren homogenen Differentialgleichung
zweiter Ordnung geniigt.

Beschrénkt man sich, um ihre Ableitung moglichst zu vereinfachen, auf
den Fall v = 0, auf welchen der allgemeine nach Art. 2 leicht zuriickgefiihrt
wird, und setzt P =y, P® =y, P =", so ergiebt sich, dass die Functionen

y/ dy” . y// dy’
dlog dlogz’
d2y/ y// _ de// y/
dlog 2 dlog 27"’
dy/ d2y// dy// d2y/

dlogz dlogz?  dlogz dlog 22
mit 2% (1—2)~""*2 multiplicirt, endlich und einéindrig bleiben fiir endliche
Werthe von = und unendlich von der ersten Ordnung werden fiir z = oo, und
dass iiberdies das erste dieser Producte fiir x = 1 unendlich klein von der
ersten Ordnung wird. Fiir

", "

y = const.yy’ + const.”y

findet daher eine Gleichung von der Form statt

2

d-y dy ) )
1— —(A+ B A~ By =0
( x)dlogx2 (A+ x)dlongr( r)y =0,

in welcher A, B, A’, B’, noch zu bestimmende Constanten bezeichnen.

Nach der Methode der unbestimmten Coefficienten lésst sich eine Losung
dieser Differentialgleichung nach um 1 steigenden oder fallenden Potenzen in
eine Reihe Y a,2™ entwickeln, und zwar wird der Exponent p des Anfangs-
gliedes im ersten Falle, wo er der niedrigste ist, durch die Gleichung

ppp— Ap+ A" =0,
und im zweiten, wo er der hochste ist, durch die Gleichung
pp+ B+ B =0,

bestimmt. Die Wurzeln der ersteren Gleichung miissen o und o/, die der
letztern —f3 und — (' sein und folglich ist

A=a+d, A =ad,
B=p+p, B =p5p,
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a (6 0

o B x) = y der Differentialgleichung

und es geniigt die Function P (

d?y
1)
( x>dlog x?

—(a+d + (B+0)x) + (ad! — BB'x)y = 0.

dlogx

Es bestimmen sich ferner die Coeflicienten aus einem von ihnen mittelst
der Recursionsformel

Apt1 (n+8)(n+5)
a, (n+l—a)n+1-a)

welcher
Const.

[I(n =) TI(n = ') [T(=n = 8) [T(=n = /)

Ap =

genigt.
Demnach bildet die Reihe

I,TL

y = Const. Z [1(n—a) [[(n—a) [[(—=n —B) [[(-n — 8')’

sowohl wenn die Exponenten von a oder o an um die Einheit steigen, als
auch wenn sie von — 3 oder —3" an um die Einheit fallen, eine Losung der Dif-
ferentialgleichung und zwar bezw. diejenigen particularen Losungen, welche
oben durch P*, P, P? PP bezeichnet worden sind.

Nach Gauss, welcher durch F'(a,b, ¢, z) eine Reihe bezeichnet, in welche
der Quotient das (n + 1) ten Gliedes in das folgende

B (n—ira)(n—irb)x
(n+1)(n+c)
und das erste Glied = 1 ist, ldsst sich dieses Resultat fiir den einfachsten

Fall, fiir « = 0, so ausdriicken

P ( (S, ﬁﬁ’ 3, x) = Const. F(8,3',1 — o/, x)

oder
o 0 a 0
F(a,b,c,x) =P (1—0 b c—a—bx)'

Aus demselben erhélt man auch leicht einen Ausdruck der P-function
durch eine bestimmtes Integral, indem man in dem allgemeinen Gliede der
Reihe fiir die II-functionen ein Fuler’sches Integral zweiter Gattung einfiihrt
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und dann die Ordnung der Summation und Integration vertauscht. Auf diese
Weise findet man, dass das Integral

(1 —x)7 / 3_“/_’g/_7,(1 — 5)—0/—[3—7(1 — xs)_o‘_’g/_7 ds

) . 1 ) ) . .
von einem der vier Werthe 0, 1, —, oo bis zu einem dieser vier Werthe auf
x

beliebigem Wege erstreckt eine Function P ( 3, g, 77, l‘), bildet und bei
passender Wahl dieser Grenzwerthe und des Weges von einem zum andern
jede der sechs Functionen P*, PP ... P darstellt. Es lisst sich aber auch
direct zeigen, dass das Integral die charakteristischen Eigenschaften einer
solchen Function besitzt. Es wird dies in der Folge geschehen, wo dieser Aus-
druck der P-function durch ein bestimmtes Integral zur Bestimmung der in
P> P*, ... noch willkiirlich gebliebenen Factoren benutzt werden soll; und
ich bemerke hier nur noch, dass es, um diesen Ausdruck allgemein anwend-
bar zu machen, einer Modification des Weges der Integration bedarf, wenn

die Function unter dem Integralzeichen fiir einen der Werthe 0, 1, —, co so

unendlich wird, dass sie die Integration bis an denselben nicht zulésst.
8.

Zufolge der im Art. 2 und dem vorigen erhaltenen Gleichungen

of @ B v et _vvpaf 0 BHat+y 0
P (0/ 3 ’y,x) = z%(1—2x)"P (o/—a B tatn ’y'—”ym

= Const.z®*(1 —2)"F(B+a+v,0 +a+vy,a—a +1,1)

fliesst aus jedem Ausdrucke einer Function durch eine P-function eine Ent-
wicklung derselben in eine hypergeometrische Reihe, welche nach steigenden
Potenzen der Verédnderlichen in dieser P-function fortschreitet. Nach Art. 5
giebt es 8 Darstellungen einer Function durch P-functionen mit derselben
Veranderlichen, welche durch Vertauschung zusammengehériger Exponenten
aus einander erhalten werden, also z. B. 8 Darstellungen mit der Verénder-
lichen x. Von diesen liefern aber je zwei, welche durch Vertauschung ihres
zweiten Paares, # und 3’ aus einander entstehen, dieselbe Entwicklung; man
erhélt also vier Entwicklungen nach steigenden Potenzen von z, von denen
zwei, welche durch Vertauschung von « und 4" aus einander erhalten werden,
die Function P®, die beiden andern die Function P darstellen. Diese vier
Entwicklungen convergiren, so lange der Modul von = < 1, und divergiren,
wenn er grosser als 1 ist, wiahrend die vier Reihen nach fallenden Potenzen
von z, welche P? und P? darstellen, sich umgekehrt verhalten. Fiir den Fall,
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wenn der Modul von z gleich 1 ist, folgt aus der Fourier’schen Reihe, dass die
Reihen zu convergiren aufhéren, wenn die Function fiir x = 1 unendlich von
einer hohern Ordnung als der ersten wird, aber convergent bleiben, wenn sie
nur unendlich von einer niedrigern Ordnung als 1 wird oder endlich bleibt.
Es convergirt also auch in diesem Falle nur die Hélfte der 8 Entwicklungen
nach Potenzen von z, so lange der reelle Theil von +" — ~ nicht zwischen —1
und +1 liegt, und sie convergiren simmtlich, sobald dieses stattfindet.

Demnach hat man zur Darstellung einer P-function in Allgemeinen 24
verschiedene hypergeometrische Reihen, welche nach steigenden oder fallen-
den Potenzen von drei verschiedenen Grossen fortschreiten, und von denen
fiir einen gegebenen Werth von x jedenfalls die Hélfte, also zwolf convergi-
ren. Im Falle I. Art. 5 sind alle diese Anzahlen mit 3, Im Falle II. mit 10, im
Falle III. mit 5 zu multipiciren. Am geeignetsten zur numerischen Rechnung
werden von diesen Reihen meistens diejenigen sein, deren viertes Element
den kleinsten Modul hat.

Was die Ausdriicke einer P-function durch bestimmte Integrale betrifft,
die sich durch die am Schlusse des vorigen Art. aus den Transformationen
des Art. 5 ableiten lassen, so sind diese Ausdriicke sammtlich von einander
verschieden. Man erhélt also im Allgemeinen 48, im Falle I. 144, im Falle II.
480, im Falle III. 240 bestimmte Integrale, welche dasselbe Glied einer P-
function darstellen und also zu einander ein von x unabhéngiges Verhéltniss
haben. Von diesen lassen sich je 24, welche durch eine gerade Anzahl von
Vertauschungen der Exponenten aus einander hervorgehen, auch in einander
transformiren durch eine solche Substitution ersten Grades, dass fiir irgend

1
drei von den Werthen 0, 1, co, — der Integrationsverénderlichen s die neue

Verénderliche die Werthe 0, 1, co annimmt. Die {ibrigen Gleichungen erfor-
dern, soweit ich sie untersucht habe, zu ihrer Bestédtigung durch Methoden
der Integralrechnung die Transformation von vielfachen Integralen.
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