Beitrage zur Algebra und Geometrie
Contributions to Algebra and Geometry
Volume 50 (2009), No. 2, 301-308.

Dérivations de I’Algebre U (B:)

L. Ben Yakoub A. Louly*

Université Abdelmalek Essaddi
Département de Mathématiques et Informatique
Faculté des Sciences de Tétouan
B.P. 2121 Tétouan, Maroc
e-mail: benyakoub@hotmail.com  e-mail: loulyadel@yahoo.fr

Resumée. Soit g l'algebre de Lie simple de type By sur un corps
algebriquement clos de caractéristique nulle k et ¢ un élément de k* non
racine de I'unité. L’objet de cet article est de déterminer toute 1’algebre
de Lie des dérivations de 'algebre enveloppante quantique U (g) de la
partie nilpotente positive.

Introduction

L’algebre enveloppante quantique, U, ; (g), de la partie nilpotente positive d'une
algebre de Lie simple g a été étudiée par plusieurs auteurs. Dans [4] et [5] Caldero a
déterminé son centre et I’ensemble de ses éléments normalisants, ainsi des résultats
partiels sur son groupe des automorphismes pour g quelconque, et il a déterminé
explicitement ce groupe pour g de type A,. Ce résultat est aussi démontré par
Alev et Dumas en [1].

Malliavin dans [8] et Kirkman et Small dans [7] ont donné une analyse détaillée
de Uf(sl(3)) du point de vue de la théorie des anneaux. Et puis, Malliavin
a donné dans [9] une description total du spectre premier de UJ(g) pour g de
type Bs. Ainsi Andruskiewitsch et Dumas ont donné dans [2] quelques résultats
exploratoires concernant le groupe des automorphismes de cette algebre.

D’autre part Malliavin et Ben Yakoub ont déterminé explicitement dans [3]
Ialgebre de Lie des dérivations de U (g) pour g de type As.

*Ce travail est partiellement supporté par le projet d’action intégrée MA /01/01.
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Alors, dans cet article, nous intéressons a 1’étude de l'algebre de Lie des
dérivations de UJ(g) pour g de type Bs.

La premiere partie de cet article est consacrée a I’étude préliminaire de Uq+ (9)
et de rappeler les résultats données par Andruskiewitsch et Dumas dans [2] con-
cernant une localisation de cette algebre, ainsi que son centre.

Dans la deuxieme partie, nous déterminons, premierement, ’algebre de Lie
des dérivations de la localisation de U; (g), donnée dans la premiere partie. Puis
nous donnons l'algebre de Lie des dérivations de U, (g).

1. Propriétés préliminaires

Dans toute la suite, k est un corps commutatif de caractéristique nulle algébrique-
ment clos, ¢ un élément non nul de k non racine de 'unité.

Soit U = U; (g) la k-algebre enveloppante quantique de la partie positive 7™
d’une algebre de Lie simple complexe g de type Bs.

Par définition U est l'algebre engendrée sur k par deux générateurs e; et ey
vérifiant les relations de Serre suivantes:
(S1)  efes + (¢* + g ?)erezer + eget =0

(S2)  eder — (¢* +1+q ?)eserer + (2 + 1+ q ?)eseres — ere3 =0

1.1. Expression de U comme extension de Ore itéré

On pose ys = e1,Y3 = €2, Y1 = Y2Us — ¢°Y3Y2 et 21 = Y3t — ¢*Y1Ys.
Alors on a le résultat suivant:

Proposition 1.1. U est l’extension de Ore itéré k|z1, y1][yz, ollys, 7, ], ot
o est Uautomorphism de K[z, 11| défini par o(z,) = 21 et o(y1) = ¢ %y1.
7 est Uautomorphism de K[z1, y1][y2, o] défini par 7(z1) = 21, 7(y1) = ¢*y1 et

T(y2) = q 2
d est la T-dérivation de K[z, y1][ya, 0] définie par §(z1) = 0,0(y1) = 21 et

6(y2) = — 1.

Par recurrence on trouve:

Proposition 1.2. Pour tout n € N on a:
L (a) yiys = ¢ "ysyn
b) yiye = ¢*"yayi-

(b)
2. (a) yitlyr = Ayt + Adzyn
( ) n+l _ q2(n+1)

b) ysyi Y ys + Alzyl?
ot AN = ST N% pour tout \ € k.
=0
n —2(n n — -2 n
3. (a) ysys ™ = q 2 yp Yy — g 2AL Ty

—2
(b) y5 2y = ¢ 2 Dyyit? — AL L yys T — 7200 28

n
. —2
\ q __ 2t A4
ou © =" ¢@Al .
=0

1=
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1.2. Une localisation de U

La sous-algebre de U engendré sur k par y; et ys, est le plan quantique (avec y,y2 =
¢*y2y1), que L'on notera kg2[y1,y2]. Son localisé suivant I'ensemble multiplicatif
S =k*{yiys/i,j € N}, est le tore quantique k2 [y, y3'].
Alors d’apres ([2] 3.1.4) on a:

Proposition 1.3. La localisation de U suivant [’ensemble multiplicatif S est [’ex-

tension de Ore itéré k2[yi", 3 [ys, 7, 9], que U'on notera V, ou l'on désigne encore

par T et 0 les prolongements canoniques de T et 0 a kg2 [y, yEl]. De plus on a

UcCV=kelyi" vl 2], ot
22 2 4
2=y +¢(1+q)ny2 + (" — 1)ynyys.
Corollaire 1.4. Les familles suivantes
{zlvlysys/ i,l eNet jk € Z} et {ziz3yys/ i,j €Net k1 €L}

sont des bases de P.B.W de V.

1.3. Centre de U et V

On désigne par N(A) 'ensemble des éléments normalisants et par Z(A) le centre
d’une k-algebre A.
Alors on a:

Proposition 1.5. N(U) = Z(U) = Z(V) = k|z1, 2]
Démonstration. ([2] Lemme 3.1). O

Remarque 1.6. V est une Z(V)-algebre de base {yiv}/i,j € Z}.

2. Dérivations

Dans tout ce qui suit, si A est une k-algebre, nous noterons Der(A) le Z(A)-
module des dérivations de A, Derint(A) le sous-module des dérivations intérieurs
_ Der(A)

et H' (A) " Derint(A)"

Une k-dérivation de A est dite Z(A)-dérivation, si elle est Z(A)-linéaire (i.e.
D(Z(A)) = 0).

On note par Derza)(A) l'ensemble des Z(A)-dérivations de A. C’est un
Z(A)-sous module de Der(A), contenant Derint(A).

2.1. Dérivations de V'

Il est facile de vérifier qu’il existe des dérivations de V:
D+, Dy, 61 et 09, définies par:

D;(y;) = dijy; Di(z;) =0 pouri,j=1,2.

5Z(y]) = O (51(2]) = (5,'3' pour ’L,j = 1, 2

On remarque que Dy et Dy sont des Z(V')-dérivations.
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Proposition 2.1. Deryw) (V) = Z(V)Dy ® Z(V)Dy ® Derint(V).

Démonstration. Méme preuve que ([6], théoréme 1), en remplacant C par Z(V'). O
2 2
Corollaire 2.2. Der(V) =@ Z(V)D; & @ Z(V)d; ® Derint(V).

i=1 i=1

Démonstration. Si D est une dérivation de V', alors D(Z(V)) C Z(V) donc
il existe a et b de Z(V') tels que la restriction de D sur Z(V') est ad; + bdy donc
Dy —ad;—bds est une Z(V')-dérivation de V', alors d’apres la proposition précédente
on trouve le résultat. U

Corollaire 2.3. H (V) ~ Z(V)*.

2.2. Dérivations de U

On sait que toute dérivation de U se prolonge uniquement en une dérivation de
V', alors on a Der(U) C Der(V). Donc, dans cette partie, nous utiliserons les
résultats de la section précédente pour déterminer Der(U).

I1 est facile de vérifier qu’il existe des dérivation de U définies par:

71(y1) =1 771(y2) =0 ,’Yl(y:i) = ys et 71(21) =2z

VQ(yl) = O ’72(y2) = Y2 7’72(93) = —Ys3 et ’)/2(21) = —2zi.

Lemme 2.4. Soit a,b € kpe[yi", v32][21] tel que pour unn € N on a:

¢"ayr — pra € P K[z1lyivd (resp. ¢ > byr — b € kpelyi, 437 [21]).

i,JEL
j=0
Alors . .
a € @ kllyiy) (resp b € P klz1yivd).
i,JEZL 1,JEL
7>0 i>0

Démonstration. 1. Soit a = Y ayyiy} avec ai; € k[z]

i.jEZ
alors
¢"ayr —ya =Y (" = Dayyi'yh € P klzlyivh
©,JEL ©,JEL

jZO
donc pour j < 0 on a (¢*"7) — 1)a;; = 0, or g n’est pas racine de l'unité alors
a;; = 0 pour j < 0 d’ou le résultat.

2. Méme démonstration pour la deuxieme. O

Théoréeme 2.5. Pour toute dérivation D de U on a: D est une dérivation intér-
teure de U si et seulement si D est une dérivation intérieure de V.
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Démonstration. 1l est évident que la condition est nécessaire. Supposons main-
tenant qu’il existe un élément P de V tel que D = adp comme on a D(U) C U
alors Py; — y; P € U pour tout i € {1,2,3}.

Supposons que P = 3" axyk avec ay, € kpe[yi!, v3][z1].

k=0
Alors d’apres Propositions 1.2 et 1.3 on a

n—1

Pyr — P =) [(*aryn — vraw) + Afapaz1)yf + (¢ anyn — yran)ys € U.
k=0
Alors .
" anyy — yray € @ kl21]y1ys
1,JEL
i5>0

et pour tout k € {0,1,...,n— 1}

¢ arys — yrak + Aags1z1 € GB k[z1]yiv)
ijez
Jj=0

d’ott d’apres le lemme précédent a, € @ k[z1]yiy) et par récurrence, en utilisant
oz
ZJJZGO ‘
le lemme précédent, on trouve a, € @ k[z|yiy) pour tout k € {1,2,...,n}.
s
ljJZEO
D’autre part

n—2
— -2 _
Py, — P = Z[(q Hary, — Yaay) — C]%Az Ap+1Y1 — 4 QGZCLk+221]y§+
k=0

—2
(g Van-1ys — y2an1) — DAL anyilys ™ + ¢ anys — Yot

Alors .
¢ anyy — v20, € D Klz]yivd,
ij€Z
i7>0
—2(n— n— -2 i,J
(2" Van1ys — yoan 1) — VAL any € @ klalyys
i,j€Z
i>0

—92 . .
et (q_%aklh - y2ak> - Q%AZ Ap+1Y1 — q_z@%akmh € @ k[zl]yiy% pour tout k&

i€z
4,520 '
de {1,2,....,n — 2} donc, d’apres le lemme précédent a,,a, 1 € @ k[z1]yiy) et
ij€L
i>0

par récurrence, en utilisant le lemme précédent, on trouve a € @ klzi]yiy) pour
0
o

tout k € {1,2,...,n}. D’ou le résultat. O



306 B. Yakoub, A. Louly: Dérivations de I'algebre U (B2)

Remarques.
(i) D’apres la preuve du théoréme, nous remarquons qu’un élément P de V' doit
étre un élément de U si et seulement adp(y;) € P pour tout i € {1,2}.

(ii) Sipour une algebre A on note ad : A — Der(A) 'homomorphisme du Z(A)-
modules qui a pour tout élément a de A, ad(a) est la dérivation intérieure
ad, de A.

Alors le diagramme suivant est commutatif

U —% Der(U)

V— Der(V)

ou 71 et 75 sont les injections canoniques.
Alors, (voir [10] p. 370), i3 induit un homomorphisme

iy : HY(U) — HY(V)
tel que le diagramme suivant:

0—=Z({U) —=U—% Der(U) 2~ H'(U) —=0
RN
Z(V)—=V —%Der(V)—=H' V) —=0

est commutatif.

Alors d’apres le théoreme précédent on déduit le résultat suivant:

Proposition 2.6. L’homorphisme i, : HYU)—=HY(V) défini ci-dessus est

un monomorphisme de Z(U)-modules.

On va maintenant donner le résultat principal de cet article:
Théoréme 2.7. Der(U) = @2 ,Z(U)v; ® Derint(U).

La démonstration de ce théoreme se base sur les résultats précédents et les deux
lemmes suivants:

Lemme 2.8. Pour tout n € N, il existe a,, 5, € k* et a,,b, € U tels que

25 = anyt" + yobn

= ﬁnz?yg + Y10y,

Démonstration. On remarque que z; = a+b = c+d avec a = y?, b = ya[¢*(1 +
¢*)z1 +@*(¢* = Dyiys], ¢ = (1 + ¢*)ziys et d = yifyn + (" — 1)yays).
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Or zy € Z(U) alors on peut facilement vérifier que ab = ba et c¢d = dc, donc
d’apres le formule du binéme on trouve

Donc si on pose a, = 1, b, = [¢*(1 + ¢*)z1 + ¢*(¢* — D)yiys] 2 (P)a"Fb" ! et
k=1
B =" (14+¢*)", an = [1 + (¢* — 1)yoys] > (7)) *d*~, on trouve le résultat. O
k=1

Lemme 2.9. Si D est une dérivation de U telle que

D(Z/l) = D(Z/2) =0.
Alors D = 0.

Démonstration. Supposons que P = D(y3), alors
(1) y2P = ¢*Pyy et (2) Py1 — ¢*yiP = D(z) € Z(U)

on a P €V alors, d’aprés Corollaire 1.4, P = 3 ayyiy} avec ay; € k[z1, ).
ijEL
Alors (1) et (2) donnent P = ay; ' + by, 'ys ' aveca =a_jget b=a_;_; ce
qui donne
b= yg(ylp — CL) < ]]{[Zl, 22]

n
Alors b = 0, sinon il existe ag, a1, . . ., a, € k[z1] non tous nuls tel que b = > a2}
k=0
donc, d’apres la formule (1) du lemme précédent on a

b= araryi* + ) arybr = 12(y1 P — a)

k=0 k=0
alors ar = 0 pour tout k € {0,1,...,n} ce qui est impossible.

Par suite a = y; P, donc de méme, on utilisera la formule (2) du méme lemme,
on trouve a = 0. Il

Preuve du théoréeme

Si D est une dérivation de U alors D € Der(V) donc, d’aprés Proposition 2.1, il
existe a,b € Z(V)=Z(U) et P € V tels que

D(y1) = ayy + adp(y1)
D(y2) = by + adp(ya).
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On aurait alors adp(y;) € U pour i = 1 ou 2, et par conséquence P € U d’apres
Remarque (i).
Donc la dérivation D' = D — a7y, — bys — adp est une dérivation de U vérifie:

D/(?Jl) = D/(?h) = 0.
Ce qui donne, d’apres le lemme 2.10, D' = 0. O
Corollaire 2.10. H(U) ~ Z(U)?.
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