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Comentarios sobre la definicién de

Autémata Celular

Neptali Romero

Resumen

La finalidad primordial de estas notas es la de presentar una extensiéon
del concepto de autémata celular proveniente de la Teoria de la Com-
putacién. Para los propdsitos del articulo, enmarcamos la extensién del
concepto de autéomata celular en la Teoria de los Sistemas Dindmicos; y
mds precisamente en los Sistemas Dindamicos Discretos sobre Reticulados,
apuntando hacia una visién un tanto globalizadora que incluya, entre otros

ejemplos, las denominadas Aplicaciones Acopladas sobre Reticulados.

1. Introduccion

La génesis de los autématas celulares es asignada a Stanislaw Ulam y John
von Neumann (década de los anos 40 del siglo XX). Ulam, a partir de un con-
junto de juegos para computadores, le propone a von Neumann el problema de
construir un “universo abstracto” para el estudio y andlisis de la reproduccion
automadtica, mecdnica o robdtica; ofreciendo de esta forma un marco tedrico
para el estudio de problemas provenientes de sistemas con comportamientos
complejos y descritos por reglas sencillas.

En el primer ejemplo de autémata celular propuesto por von Neumann,
el universo era un tablero infinito, cada celda del tablero asumia diferentes
estados dentro de un conjunto finito de valores, y la evolucion de los estados
en cada una de las celdas eran gobernadas por leyes simplificadas de la Fisica
que dependian de un niimero finito de pardmetros. A partir de alli el estudio y

desarrollo de los autématas celulares ha venido recibiendo una notable atencién
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por investigadores en diferentes dareas del conocimiento. Citamos, por ejemplo,
que en la Teoria de la Computacién promovié el impulso del procesamiento
paralelo y el procesamiento de imagenes; en la Biologia han sido empleados para
modelar problemas provenientes de la Genética; en la Fisica son usados para el
estudio, entre otros, de problemas de la dindmica de fluidos; y en Quimica para
el estudio de problemas de reacciones de difusién.

El primer ejemplo de von Neumann es un tanto complicado como para uti-
lizarlo en un articulo de divulgaciéon acerca de la definicion de autémata celular.
No obstante, existe un autémata celular que se hizo famoso en la década de
los setenta del siglo pasado; se trata de denominado Juego de la Vida, el cual
fue inventado por John Horton Conway, y mostrado como una curiosidad de
Matematica Recreativa en la seccién Mathematical Games de la revista Scien-
tific American, ver [6]. Este autémata celular estd modelado en Z?, cada célula
(punto del reticulado Z?) admite dos posibles estados: 0 = célula muerta y 1 =
célula viva. La evolucién de los estados de las células en Z?2 ocurre de manera
simultédnea; de manera que la evolucion del estado de cada célula depende del
estado de ella y de los estados de sus vecinas inmediatas. La siguiente figura

muestra la célula c y las células vecinas inmediatas que denotamos por v.

v v (Y
v C v
v v (Y

Figura 1: La evolucién del valor que posee ¢ depende de ese valor y del valor de las

células etiquetadas con v

La ley que gobierna este juego es como sigue:
Si una célula muerta tiene exactamente tres vecinas vivas, éstas se reproducen
y le dan vida. St una célula viva tiene dos o tres vecinas vivas, ella permanece
viva; pero si hay menos de dos vecinas vivas, muere por aislamiento. Si una
célula tiene mds de tres vecinas vivas, muere por superpoblacion si estaba viva,
y permanece muerta si ya lo estaba.

La figura a continuaciéon muestra como las células vecinas se reproducen para
darle vida a la célula ¢ que estaba muerta.

Mucha gente comenzo, y atun lo hacen, a jugar con este juego matematico
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1 0 0 ? ? ?
1 0 0 _— ? 1 ?
0 0 1 ? ? ?

Figura 2: Los signos de interrogacién que aparecen en los lugares ocupados por las
vecinas de ¢ indican la imposibilidad de asignarles un valor, no se conocen (en este

caso) los estados de las células en sus respectivas vecindades inmediatas.

de Conway con el objetivo de buscar configuraciones curiosas; por ejemplo,
configuraciones periédicas o preperiddicas. Versiones probabilisticas del juego de
la vida han sido creadas. También se demostré que el juego de la vida es equiva-
lente a una M&aquina de Turing, motivando asi el interés por la construcciéon
de méquinas de computo en paralelo. De hecho en la actualidad se continuan
construyendo maquinas de Turing soportadas sobre este autémata celular; ver
por ejemplo [15].

Para concluir esta nota histoérica, es necesario mencionar que en la década
de los ochenta del siglo XX, se destaca el trabajo de Stephen Wolfram sobre la
Teoria Computacional de los Autématas Celulares. Haciendo uso de las ideas
del primer ejemplo de von Neumann, Wolfram introduce variaciones sobre el
reticulado unidimensional Z. Cada punto, o célula, admitiendo dos valores: 0
y 1. La evolucién del estado de cada célula regido por una regla que dependia
de los estados de la propia célula y sus dos vecinas contiguas. Tal fue el entu-
siasmo de Wolfram que lo llev6 a considerar las 256 posibles reglas bajo tales
consideraciones; muchas de ellas conocidas en la actualidad por la numeraciéon
asignada por Wolfram. Muchas de estas reglas dan origen a dindmicas triviales;
sin embargo en otras mas interesantes, pueden observarse “fenémenos comple-
jos” en los sistemas dindmicos definidos mediantes tales reglas. Recientemente
Wolfram ha publicado un libro relacionado con la autématas celulares del cual

L. Gray, en [10], hace una resefa del trabajo allf expuesto.®

IN. del E. : Vedse también la resefia de A. Octavio sobre este libro de Wolfram en este
mismo nimero del Boletin
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2. La Definicion Clasica de Autémata Celular

Es una conviccion generalizada que el concepto de autémata celular proviene
de la Teor{a de la Computacién. Antes de mostrar tal definicién conviene senalar
los elementos mediante los cuales se expresa, y el contexto general donde los
autématas celulares se enmarcan.

Los autématas celulares constituyen una clase particular de sistemas dinami-
cos discretos sobre reticulados; estos son sistemas dindmicos que pueden expre-

sarse mediante una ecuacion en diferencia de orden uno:
Tnt1 = Fx,), n >0,

donde z,, = {2, (i) };eze (d entero positivo fijo), cada x, (i) estd en un espacio
métrico M;, llamado espacio de fase en el puntoi € Z%, y F es un endomorfismo
(mapa de transicion global) del producto topolégico M = [],;.,« M; (espacio
de configuraciones) que preserva tal estructura topoldgica, es decir, F(x) =
{F;(x)}icze donde F; : M — M;. De esta forma, un sistema dindmico discreto
sobre el reticulado Z% es la accién de N con la evolucién del sistema dada por
F; en el caso de ser F invertible la accién se extiende a Z.

Veamos cuales son los elementos necesarios para definir un autémata celular

en este marco general:

1. Z% es el reticulado; para cada i € Z¢, M; = A (métrica discreta) es un

conjunto finito, denominado alfabeto;

2. el espacio de configuraciones, X(A,d), es el conjunto de todas las suce-
siones d-infinitas con valores en A, es decir (A, d) = A%

3. una vecindad finita V del origen en Z<;
4. todas las posibles funciones de V en A, AY;y

5. una funcién f : AV — A que es la regla que rige la evolucién del autémata

celular; también es conocida como funcion bloque.

Es simple chequear que D(z,y) = 27% con i = inf{||n| : n € Z¢, x(n) #

y(n)}y
[In|| = méx{|n;| : 1 <i<d} si n=(ny, - ,nqg)

define una métrica compatible con la estructura producto; ademds, (X(A, d), D)

es un conjunto de Cantor: compacto, perfecto y totalmente disconexo.



COMENTARIOS SOBRE LA DEFINICION DE AUTOMATA CELULAR 63

A partir de los elementos mencionados tenemos, ver [12], [18] y [19]:

Definicién 1 El autémata celular sobre el reticulado Z¢ con alfabeto A y fun-
cion bloque f, es el mapa de transicion global F : ©(A,d) — (A, d) definido
por:

F(z)(n) = f(z[V +n),

para cada © € Y(A,d) y cada n € Z¢; donde x|V + n denota la funcién de V
en A dada por los valores que asume la sucesion x en el trasladado de V por el

vector d-dimensional n.

Observe que el nuevo estado de la célula ubicada en la posicién n de = €
(A, d), depende de los estados que tenga = en las células que conforman la
vecindad de n dada por V+n, justamente ese nuevo estado es el valor f(x|V+n).
Por esta razén los autématas celulares son considerados como sistemas dindmi-
cos espacialmente extendidos gobernados por interacciones locales. La funcién f
es la ley de interaccion local, la cual es uniforme en el sentido que actia sobre

vecindades homogéneas de cada célula.

Ejemplo 1 Tomemos como reticulado Z, A = {0,1} = Zo, V = {-1,0,1} y
fla—1,a0,a1) = a—1 + a1(mod 2) (regla 90 en la nomenclatura de Wolfram,).
Entonces para la configuracion

z=14{..,0,...,0,1,0...,0..}

la evolucidon temporal hasta el “tiempo n = 3”7 se muestra en la siguiente figura:

0o 0 0 0 1 0 0 0 0 (n = 0)
o 0 0o 1 0 1 0 0 0 (n=1)
o 0 1 0 0 0 1 0 0 (n=2)
0o 1 0 1 0 1 0 1 0 (n = 3)

Figura 3: La primera linea es la configuracién x, las restantes son las configuraciones

de los sucesivos iterados por F' de x hastan =3
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2.1. Aplicaciones Shifts y Autématas Celulares

En el espacio de configuraciones X(.A, d) existe un grupo de automorfismos
generado por las traslaciones en las coordenadas del reticulado Z%; éstas son

conocidas como aplicaciones shifts y son definidas, para todo i € {1,...,d}, por
oi(z)(n) = x(n + ¢;) paracada x € L(A,d) y n € Z%,

donde e; denota el i-ésimo vector canénico en R?. Luego es claro que o es
elemento de este grupo de traslaciones si, y sélo si, existe ¢ € Z¢ tal que
o(z)(n) = z(n + q) para todo x € X(A,d) y n € Z4.

Observacién 1 Las aplicaciones shifts o; : L(A,d) — (A, d) (i =1,...,d)
Juegan un papel importante para describir el comportamiento cadtico de las
orbitas en determinados conjuntos invariantes (conjuntos de Cantor) en cier-
tos sistemas dindmicos discretos T : X — X (X espacio métrico y T conti-
nua). De hecho, los shifts o; son cadticos, esto significa: el conjunto de puntos
periddicos son densos en X(A,d); existen puntos x € (A, d) tales que su drbita
({o¥(x) : k > 0}) es densa en B(A,d). Estas dos condiciones implican que cada
o; tiene la propiedad de sensitividad en las condiciones iniciales: existe 6 > 0
tal que para todo x € L(A,d) y e > 0, existeny € X(A,d) y k > 1 tales que
Dok @),k (y)) = 65 ver (1]

K2

Es simple verificar que cada traslacion ¢ es un autémata celular; ademas,
todo autémata celular F' definido en 3(A, d) conmuta con todos las traslaciones
o. Més atin, como consecuencia de algunos resultados en [11] se tiene el siguiente
teorema que permite caracterizar los autématas celulares en términos de las

aplicaciones shifts en Z?.

Teorema 1 (Curtis-Hedlund-Lyndon) Toda F : X(A,d) — 3(A,d) con-
tinua que conmuta con las aplicaciones shifts o; (i =1,...,d) es un autdmata

celular.

3. Extensién de la definicion de Automata Celular

Tomando como soporte el Teorema de Curtis-Hedlund-Lyndon se extendera,
en esta seccién, el concepto de autémata celular a un contexto més abstracto,
manteniendo como marco los sistemas dinamicos discretos sobre reticulados.
Para ello consideremos:
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1. un reticulado R: conjunto con estructura discreta (topologia discreta),
2. un alfabeto A: espacio métrico cualquiera,
3. el espacio de configuraciones es el espacio producto
AR = J] A ={2: R — A},
reER

donde A, = A para todor € R; y

4. un subgrupo G del grupo de permutaciones (aplicaciones biyectivas) de
R.

Correspondiente a cada g € G se define el g-shift o, : A® — AR como
o4(x)(r) = 2(g(r)) = (xog)(r), paratodo z € AR yreR.
Con estos elementos tenemos entonces:

Definicién 2 Dados R, A y G, decimos que F : AT — AR, continua y preser-
vando la estructura producto, es un (R, A, G)-automata si conmuta con o4 para
todo g € G.

Debe observarse que si el grupo G de permutaciones en R es conmutativo,
entonces cada 04 (g € G) es un (R, A, G)-autémata.

Antes de mostrar algunos casos particulares de (R, .4, G)-autématas veamos
cémo construir éstos mediante funciones bloques, tal y como fueron concebidos
los autéomatas celulares en la Teoria de la Computacién.

Definicién 3 Un subgrupo G del grupo de permutaciones de R se dice transi-

tivo y libre de puntos fijos, si para cada r1,ro € R existe una unica g € G tal

que g(r1) = ra.

Proposicién 1 Sean R un reticulado, A un alfabeto y G un subgrupo transitivo
y libre de puntos fijos en R. Cualesquiera sean ro € R, B={r1,--- ,rn} CR
y ¢ : A" — A continua, el endomorfismo F : A® — AR definido, para cada

re AR yr e R, por

F(z)(r) = ¢(x(g(r1)), -+, x(g(r2))),

donde g € G es la dnica permutacion que g(ro) =r, es un (R, A, G)-autdmata.

La funcion ¢ es la funcion bloque del autémata.
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Demostracion : Claramente la aplicacién F' asi definida es continua. Mostremos
que conmuta con cada g-shift de A®. Fijemos r € R arbitrario y tomemos el

tinico h en G tal que h(rg) = r. Para cualquier g € G y cada x € A" se tiene:

(Froag)(x)(r)

Fog(2))(r) = F(zog)(r)
P((zog)(h(r1)), -, (x o g)(h(rn))).

Por otro lado, como h(rg) = r, entonces (g o h)(r9) = g(r). Luego es claro que

(09 0 F)(2)(r) og(F(x))(r) = F(x)(g(r))
¢(x((g o h)(r1)),---z((g ©h)(ra)))
= (Foag)(x)(r),

lo cual demuestra que F es un (R, A, G)-autémata. m

Observe que si F' es un (R, A, G)-autémata definido mediante una funcién
bloque ¢ como en la proposicién anterior, entonces la evolucién del estado en
cada punto del reticulado r de cualquier configuracién x (x(r) — F(z)(r)), de-
pende sélo de un nimero finito de estados (siempre el mismo e independientes de
z 'y r) de la configuracién x en determinados puntos de R tnicamente definidos
por r. En otras palabras, en este caso la transicion global de estados esta defini-
da mediante la interaccion local de los estados de cada célula y sus vecinos en
una vecindad uniforme. Esto no significa que todo (R, A, G)-autémata pueda
ser expresado de tal forma. De hecho el siguiente ejemplo muestra un (R, A, G)-
autéomata en el que la evolucion del estado en cada punto del reticulado depende
de todos los estados de la configuracion.

Ejemplo 2 Tomemos A =R, R =7 y G el grupo generado por la permutacion
g(n) =n+1 de Z; es simple verificar que G es transitivo y libre de puntos fijos
en Z. Es claro que el shift asociado a g es dado por o(x)(n) = z(n +1). Sea
Fy : RZ — R tal que para cada v = {x(n) : n € Z} € RZ se tiene

z(n)
Fofw) = 37 —2 ool
Z 1+ [z(n)]
entonces F' : RZ — RZ definida, para cada x = {x(n) :n € Z} e RZ y k € Z,

por

F(z)(k) = Fy(o*(z)) = Z MQ—W
nez 1+ |o*()(n)] ’
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es un (R, A,G)-autémata (F oo = oo F) que no puede expresarse mediante

una funcion bloque.

4. Algunos Casos Particulares de (R, A, G)-Autématas

En esta seccién presentaremos algunos ejemplos de (R, A, G)-autématas que
aparecen en diferentes contextos. Se han anexado, gracias a comunicaciones
orales con S. Marcantognini y C. A. Di Prisco, un ejemplo relativo a operadores
de Toeplitz, y una caracterizacién de ciertos (R, A, G)-autématas usando no-
ciones del concepto de barreras de la Teoria de Conjuntos, lo cual extiende el
teorema 1 de Curtis-Hedlund-Lyndon para (R, A, G)-autématas con R = Z% y
A discreto.

4.1. Autématas Celulares

Los autématas celulares de la definicién 1 son obviamente (R,.A, G)-auté-
matas; basta tomar R = Z%, A es un conjunto finito y G es el grupo de las

traslaciones en Z%, el cual es transitivo y libre de puntos fijos.

4.2. Sistemas Dinamicos Discretos

Todo sistema dinamico discreto en un espacio métrico X, f: X — X, es un
(R, A, G)-autémata. Basta elegir R un conjunto unitario, 4 = X y G el grupo
trivial.

4.3. (2%, A, G)-autématas

Consideremos el caso particular de (Z4, A, G)-autématas donde G es el grupo
de traslaciones en Z<.

El siguiente resultado provee una propiedad general de cualquiera de estos
autématas. Aunque simple de verificar es interesante, pues muestra que todo

(74, A, G)-autémata se expresa mediante una funcién de AZ" en A.

Proposicién 2 Si F es un (Z%, A, G)-autémata, existe Fy : AZ" A tal que
para todo x € AX" yn = (n1,...,nq) € Z* vale

F(a)(n) = (Fyo ol o...0 %) (a),

donde o; es la traslacion en el vector cancnico e; coni=1,...,d.
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Demostracién : Es claro que para cada n € Z? existe F), : ALY 5 A tal
que para todo z € AL’ F(z) = {F,(z)}neza.- Dado que F' conmuta con cada
o, entonces es simple verificar que para todo i = 1,...,d y n € Z% se tiene
Frte, = F 0 0;. Luego, como las traslaciones conmutan entre si, el resultado
sigue. m

Para cualquier espacio métrico A, el conjunto AZ" dotado de la topologia
producto admite como una métrica que describe tal topologiaa D : AL A2

[0,400) con D(z,y) =0siz=y,y
D(x,y) =2, donde i= infd{||n|| :z(n) £y(n)},
ner

donde ||n|| = méx{|n;| : i =1,...,d} si n = (n1,...,nq). Por otro lado, fijados
un entero no negativo k y una coleccién A de (2k + 1)? valores a, en A (no

necesariamente distintos), se define el cilindro
Ck,A)={z € AE" z(n) = an, paratodo ||n| <k}

Es bien conocido que cada cilindro es abierto y cerrado; ademas, la coleccién de
o1 , d
todos los cilindros es una base para la topologfa producto en A%,

La extensién mas simple del teorema de Curtis-Hedlund-Lyndon, por ejem-
plo con A compacto, es la que a continuacién mostramos. Se incluye una de-

mostracién por su sencillez.

Teorema 2 Sean R = Z%, A es un espacio métrico y G es el grupo de las
traslaciones de Z. Si F es un (R, A, G)-autémata uniformente continuo, en-

tonces F' se expresa mediante una funcion bloqgue como en la proposicion 1.

Demostracién : Sabemos que existe Fj : A Atal que para cada x € A2
yn=(n,...,ng) vale F(z)(n) = (Fyooy' o...00,%)(z).
Dado que F es uniformente continua, existe k > 1 tal que, para todo z,y €
ALY
D(z,y) < 27% implica D(F(z), F(y)) < 1.

Esto es claramente equivalente a:
Fy(x) = Fo(y), siempre que z(n) =y(n) con ||n| <k.

. . d
Consideremos ahora el conjunto AZ*+1 cuyos elementos los entendemos

como arreglos d-dimensionales w = {w(n) € A : ||n|| < k,n € Z4}. Definimos
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entonces la funcién f : AC+D* — A por
f(w) = Fy(x) para cualquier x € AZ" con z(n) = w(n) para todo |n| < k.

Note que por la continuidad uniforme de F', f esta bien definida, es continua y
también la funcién bloque que describe al autémata. m

A continuacién mostraremos otra extensién del teorema 1 para (Z%, A, G)-
autématas, con A discreto y G el grupo de las traslaciones en Z¢. Esta extension
sigue muy de cerca la caracterizaciéon de funciones continuas en otro contexto,
quizés un tanto més reducido, ver [9]; pero que permite extender la nocién de
funciones bloques empleando el concepto de barreras proveniente de la Teoria
de Conjuntos.

Para cada entero no negativo k, denotamos por D(k) al conjunto de todo
n € Z% tal que ||n|| < k. Sea Fy. el conjunto de funciones f : D(k) — A, y sea

F la unién de los Fy con k > 0. En F tenemos el orden parcial dado por:

ng si dom(f) Cdom(g) Yy g9 |dom(f): fa

donde dom(f) denota el dominio de f, ¥ g |4om(s) €s la restriccion de g al
dominio de f. Una anticadena en F respecto de C es cualquier coleccién de

elementos no comparables (segin C) de F.

Definicién 4 (cf. [8], [9]) Una barrera para AZ" es una coleccion B C F tal

que:
(i) B es una anticadena respecto de C, y
(i1) para cada x € AZd, existe una unica f € B tal que x |gom(p)= f-

La nocién de barrera en AZ est4 claramente relacionada con cierta coleccién
de cilindros de AZ’. De hecho, para cada barrera B de AZ" existe una tnica
coleccién de cilindros C en AZ° que describe a B. En efecto, para cada f : D(k) —
A € B, sea C(k, f(D(k))) el cilindro en A% formado por todos los z € A%
tales que z(n) = f(n) para todo ||n|]| < k. Si C es tal coleccién de cilindros,
entonces es obvio que dos cilindros cualesquiera en C son disjuntos; ademds,
para cada x € AZ" existe un tnico C € C que contiene a x. Reciprocamente, si
C es una coleccién de cilindros en AZ” tal que: la interseccién de dos cilindros
cualesquiera es vacia, y para cada z € AZ" existe un tnico C € C con z € C ,
entonces C determina una barrera B en AZ". Esto es, la definicién anterior ha

podido expresarse en términos de cilindros.
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Teorema 3 Dado un espacio métrico discreto A y el grupo G de traslaciones

en Z%. Entonces:

(i) Para cualquier barrera B en AZ* y cualquier ¢ : B — A, la aplicacion
F: AL — A2 definida, para cada © € AL" yn = (n1,...,nq) € Z4, por

F(x)(n) = ¢(fen), con fon= (07" 0...00,")(x) |dom(fz,n) (1)
es un (Z, A, G)-autémata.

(ii) Para cada (Z%, A, G)-autémata F : AZ s AZ existe una barrera B y
una funcion ¢ : B — A, de manera que F es expresado como en (1). La

funcion ¢ se conoce como funcién bloque generalizada.

Demostracion : (i) Primero veamos que F' conmuta con las aplicaciones shifts
o; (i = 1,...,d), y luego que es continua. Es claro que (F o 0;)(z)(n) =
(fo.(2)n), donde f, (2), es la tnica funcién en B tal que

(07" 0... 00y )(0i(2)) ldom(fn, ey )= foi(x)n-

Por otro lado, (0,0 F)(z)(n) = 0;(F(x))(n) = F(x)(n+e;) = ¢(fz nte; ), donde

fz.nte,; €s la inica funcién de B tal que

ni -1 ni+1 Ti41 ng —
(01t ooy ool 0oyl o 00 )(@) ldom(fy nie))= fonte:-
d . .
Pero, como para cada z € A i =1,...,dyn= (n1,...,nq) € 74 se tiene

que

(o7t o...0o0y")(oi(x)) = (07" 0. .a?_ﬁl o a?”‘l o a?:{l ccooy)(x),

entonces fs;(z),;n = [z.n+e;, Por la definicién de barrera; luego F' conmuta con
cada traslacién en AZ",

Ahora para mostrar la continuidad de F es suficiente verificar que la funcién
Fy es continua, ver proposicién 2. En efecto, es claro que Fj : AL 5 Aes dada
por Fy(x) = ¢(fr0); como A es discreto, la continuidad sigue si Fy *({a}) es

abierto para cada a € A. Esto tltimo es cierto pues

Fy'({fa) ={z e A2 i Ry@)=a}= | C(feo)

z€Fy ' ({a})

donde C(fz,0) es el cilindro asociado a fr o € B.
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(ii) Sabemos que para cada x € A2 yn=(ny,...,ng) € Z* se tiene
F(z)(n) = (Foooy* o...005")(x),

entonces la discretitud de A y la continuidad de F implican que Fj; *({a}) es
una unién disjunta de cilindros en AZ* . Denotemos esta coleccién por Cg; note
que Fy(C) = a para todo C' € C,. Para cada cilindro C € C,, sea f : D(k) — A
(para algin k que depende de C) la funcién asociada a C; y sea B, la coleccién
de todas estas funciones. Luego, los elementos de B, no son comparables, y
para cada = € AZ* tal que Fy(z) = a, existe una unica funcién f en B, con
T |dgom(f)= f. De esta forma, B, la unién de todos los B, con a € A, es una
barrera en AZ". Finalmente, ¢ : B — A definida por ¢(f) = a siempre que el
cilindro C asociado a f sea tal que Fy(C') = a, describe a la funcién Fy; esto es,
Fo(z) = ¢(fz,0) para todo x € A% Esto implica la segunda parte del teorema.
]

4.4. Aplicaciones Acopladas en Reticulados.

Son modelos de sistemas dinamicos discretos extendidos, que a partir de
los afios 80, ver [13] y [14], han venido ganando considerable atencién por su
conveniente implementacién computacional en problemas de la Fisica Tedrica;
y también por su rigurosidad en las herramientas matematicas empleadas para
el estudio de la evolucién temporal y espacial de su dindmica; asi lo revela el
elevado ntimero de publicaciones sobre el tema.

Una aplicacién acoplada sobre el reticulado Z? y medio p-dimensional I C
RP es cualquier endomorfismo F : [ z¢ _, e que es definido por una misma
interaccion local en cada componente tal y como fueron definidos inicialmente
los autématas celulares; ver definicion 1. Explicitamente, fijados V un conjunto
finito de Z* y f : IV — I continua, se define F' de manera que para cada
x={x(j):j ez e I% y j € Z% se tiene

F(x)(j) = f(@ |v45), (2)

donde z |y4; denota la funcién de V en I dada por k — z(j + k).
En términos de un sistema de infinitas ecuaciones en diferencias de orden
uno, tal y como se expresan, en algunos casos, las aplicaciones acopladas sobre

reticulados, se tiene de (2) que

zj(n+1) = f(z(n) |v4;) con j € Z4, (3)
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donde n > 0 es el tiempo (discreto) del sistema.

Observe que a diferencia de los autématas celulares, las aplicaciones acopladas
sobre reticulados tienen, en general, el alfabeto no numerable. Es simple veri-
ficar que F es un caso particular de un (Z?, I, G)-autémata donde G es el grupo
de las traslaciones en Z%; esto es, F' conmuta con las aplicaciones shifts de I z*,

Una interesante disertacién sobre el concepto de aplicaciones acopladas sobre

reticulados se encuentra en [5].

4.5. Aplicaciones Acopladas en Reticulados con condiciones

periédicas de frontera.

Estos son sistemas dinamicos discretos extendidos en el que también la fun-
cién de transicién global del sistema se expresa mediante una interaccién local en
vecindades uniformes; pero ahora el reticulado en lugar de ser Z¢, es un producto
de d reticulados finitos, digamos R = Zg, X ... x Zy,, donde Zy = {0,...,¢{—1}
es el grupo aditivo de los enteros no negativos (mod ¢). Esto corresponde a
colocar condiciones periédicas de frontera en el sistema de ecuaciones en dife-
rencia (3) empleadas para definir las aplicaciones acopladas sobre reticulados;
lo que reduce el sistema de infinitas ecuaciones en diferencia a un sistema con
un numero finito de éstas.

La definicién sigue como antes: fijados V.C R, I C RP y f: IV — I una
funcién continua, entonces la correspondiente aplicacién acoplada en R es el
endomorfismo F : I® — I dado, para cada z € I® y (j1,...,j4) € R, por

F(x)(us---5da) = f(& veu,...j0)s U1---5Ja) €R, (4)

siendo = |yg(j, .. la funcién de V en I tal que a cada (k1,...,kq) € V le

»Jd)
hace corresponder el valor x(j1 @1 k1, . . ., ja Pa kq), donde ®; denota la adicién
en Zy,. En términos de un sistema de ecuaciones en diferencia, F' se expresa

mediante el sistema de finitas ecuaciones en diferencias:

Ty, 0+ 1) = f(@(n) vei...jo) Ui,---.Ja) ER y n >0,

donde x(n) |vg(,,....;,) tiene la misma interpretacién anterior.
Veamos como estos endomorfismos son un caso particular de (R,I,Go)-
autématas, donde Gy es el grupo transitivo y libre de puntos fijos de per-

mutaciones en R construido como sigue. Para cada k = 1,...,d, sea ¢* la



COMENTARIOS SOBRE LA DEFINICION DE AUTOMATA CELULAR 73

permutacién en Z,, dada por

0 1 ... lp—2 /4,—1

k k k &

= , es decir n)=mn® 1.

g <12... -1 0 ) g :
Entonces gx = i1 X ... X ig—1 X g% X ig41 X ... X g, con i; la identidad en

Zy;, define una permutacién en R; cuya traslacién asociada es oy, : I? - I®

definida, para cada = € I® y (j1,...,j4) € R, por

ox(®)(J1s- - Jda) = ®(J1, -5 Jk—1,Jk Pr L, Jkt1, - - -, Ja)- (5)

Se verifica que el grupo Gy generado por {gi,...,g4} es transitivo y libre de
puntos fijos, y ademés que el endomorfismo F' dado por (4) conmuta con oy

para todo k =1,...,d, ver proposicién 1.

A continuacién se comenta una interesante propiedad de los (R, I, é)—auté—
matas, donde R e I son como arriba y GG es un grupo transitivo y libre generado
de manera similar al grupo Gy anterior; G es cualquier grupo generado por

permutaciones
Bie =1 X ... X dp_1 X hF X ipq1 X ... X ig (k=1,...,d),

donde h* es cualquier permutacién transitiva en Zy, , es decir, h¥ es un ¢4-ciclo,

o equivalentemente, Zy, es la tinica drbita periédica de h*. Entonces:

Proposicién 3 Para todo (R, I,Gy)-autémata F y (R, 1, é)-auto’mata H, con
Go y G como arriba, existe T : I™® — I® (lineal en sus coordenadas) tal que
H =T !0 FoT. Consecuentemente, los sistemas dindmicos discretos dados

por F' y H tienen la misma estructura de orbitas.

Demostracion : La demostracion sigue inmediatamente a partir de la siguiente
propiedad algebraica: para cualquier par de f-ciclos 7,72 de Zy, existe una

permutacién 7 en Z, tal que 71 = n~!

Tom. A

Debido a este resultado las aplicaciones acopladas sobre reticulados con
condiciones periédicas de frontera se acostumbra a denominarse autématas celu-
lares reales circulares, o mas simplemente automatas celulares reales, ver por
ejemplo [17]. Conviene decir que para estos (R, I, é)—autématas existe una des-

composicion semejante a la expresada en la proposicién 2.

Es frecuente encontrar en la literatura matemaética los autdomatas celulares

reales como modelos discretos intermediarios entre los autématas celulares y
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las ecuaciones diferenciales parciales. Como es conocido, las ecuaciones difer-
enciales parciales son usualmente empleadas para describir fenémenos en sis-
temas dindmicos espacio-temporales; sin embargo, el estudio analitico de sus
soluciones presenta grandes dificultades metodoldgicas en sistemas con compor-
tamiento complejo. Basicamente, los resultados en esta area estan restringidos a
encontrar algunas soluciones simples y estudiar su estabilidad o la estimacién de
la dimension de sus atractores. Por otra parte, la simulaciéon computacional ha
sido usada como una efectiva y poderosa herramienta para estudiar formas dis-
cretas de estos sistemas complejos. Esta es una de las principales motivaciones
para el empleo de los autématas celulares reales.

Estos sistemas dindmicos expresados mediante un sistema de ecuaciones en
diferencia con condiciones peridédicas de frontera, pueden encontrarse en el es-
tudio de fenémenos dinamicos en diferentes contextos, por ejemplo: aparecen en
[2] para modelar competencia entre diferentes empresas en el marco de modelos
econdmicos; en [7] se estudia la hiperbolicidad de autématas celulares reales
cuadraticos mostrandose la abertura y densidad de los mismos; H. L. Smith,
ver [16], emplea estos sistemas dindmicos para estudiar aplicaciones competi-
tivas con comportamiento cadtico en el marco de modelos poblacionales; y en
[17] los autématas celulares reales son usados para describir fenémenos de bi-
furcacién de aplicaciones logisticas acopladas con una influencia lineal de sus

vecinos inmediatos.

4.6. Operadores de Toeplitz

En el contexto de la Teoria de Operadores en el Anélisis Matemético aparece
un interesante ejemplo de (R, .4, G)-autématas; se trata de los denominados
operadores de Toeplitz. En realidad estos operadores no estan definidos sobre
todo el espacio de configuraciones A, y si en subconjuntos de éste; por ejemplo
en el espacio de Hilbert ¢2(Z) cuando A=Cy R = Z.

Denotemos por T el circulo unitario de C. Dada una funcién a € L>°(T), sea
{an}nez la sucesion de sus coeficientes de Fourier:

1 27 . .
a(e®)e="0dp.

Ap = —
" 2 0

Es bien conocido, ver [3] o [4], que para toda funcién a € L>(T), el operador
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T, : (*(Z) — ¢*(Z) definido, para cada = = {zy, }nez € (*(Z), por

+o0
To(z) =y = {Yn}tnez, con y, = Z An—kTk;
k=—o0

es acotado. T, se conoce como el operador de Toeplitz asociado a a, y la matriz
(aj_k);:l(c)ifoo se llama matriz de Toeplitz. Es simple verificar que ¢?(Z) es in-
variante por la aplicacién shift: o(z)(n) = z(n + 1) con z = {zy }nez € (2(Z) y
n € Z; ademés, T, conmuta con o. Esto es, £2(Z) es un subshift de C* y T, es
un (Z, C, G)-autémata restricto a £2(Z), donde G es el grupo de las traslaciones
en Z.

Agradecimientos: Me gustaria agradecer a C. A. Di Prisco por sus comentarios
sobre el tema. Es necesario mencionar también que el concepto extendido de
autémata celular, y algunos tépicos abordados, provienen de las discusiones con
los colegas J. Delgado, A. Rovella, F. Vilamajé y R. Vivas; todos con inquietudes
intelectuales en el entorno de los autématas celulares reales y la dindmica de

endomorfismos.
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