Solvabilité d'un probléme aux limites
semi-linéaire autour de la premiere valeur
propre

A.R. El Amrouss M. Moussaoui

Abstract

This paper deals with the existence of solutions for a semilinear second or-
der differential equation in some new conditions of nonresonance with respect
to the first eigenvalue of the associated linear differentiel operator z — —x”.

1 Introduction

Dans cet article on s’intéresse a l’existence des solutions du probleme suivant

—u" = f(u) + h(z) dans |a,b[, u(a)=u(b)=0 (1)

ou f : R — R est une fonction continue et h : [a, b] — R est Lebesgue intégrable. Soit
A1 > 0 la premiere valeur propre de l'opérateur différentiel u — —u” sur H}(a,b).

Les résultats d’existence du probleme (1) sous la premiere valeur propre ont fait
I’objet de plusieurs travaux. Citons par exemple les références suivantes : A.Hammer-
stein  [5], D.G.DeFigueredo -J.P.Gossez [1], M.L.C.Fernandes-P.Omari-F.Zanolin
[4], J.Mawhin [6].
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Dans [4] Fernandes, Omari et Zanolin ont prouvé un résultat d’existence en
supposant que h € L>(a,b) et que le potentiel associé F(s) = [y f(t) dt satisfait la
condition

2F
l;g i&f% <M (2)
2F
L’inégalité liminf, .4 & < liminf,_ 4 # suggere la question si on peut
s s
étendre le résultat ci-dessus de [4] en remplagant la condition (2) par :
lim infﬁ <\ (3)

s—£o00 S

Dans [7], Njoku a montré par un exemple que (3) ne suffit pas pour I'existence des
solutions du probleme (1).

Dans ce travail, nous étudions sous quelles conditions nous avons non- résonance
du probleme (1) (c’est a dire solvabilité de (1) pour tout h donné ) lorsque la
condition (3) est satisfaite sans que la condition (2) le soit. En utilisant la méthode
de Leray-Schauder, nous prouvons que le probleme (1) admet au moins une solution
pour tout h € L lorsque

; o f(s) 2
(f+) lim inf == < —A
ot f(s) = Sup(o 4 f si s > 0 et f(s) = inf o) f sis <O0.
Ensuite, nous montrons que si f est positive et i de valeur moyenne positive, la
condition (f+) impose I'existence d'une solution positive de (1).
Enfin, nous prouvons que la condition (fi) peut étre améliorée en
S
lim inf M <\
s—Fo0 S
si I’on suppose en outre que f est continue, impaire, f(s) — oo quand s — 0o, et
f(s)

limsup —= < As.
S

§—00

2 Theoremes d’existence

Théoreme 2.1 Supposons (f+). Alors (1) admet au moins une solution pour tout
he L™(a,b).
REMARQUE 1:

1. on vérifie aisément que :

lim inf & < lim inf & < lim sup &
s—E00 S s—F00 S s—+o0 S

2. Puisque f est continue alors f est aussi continue. On vérifie aisément que

lim sup & = lim sup &
5—00 S 5—00 S

et f est croissante.
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3. Si f vérifie la condition

Il existe une suite (s,), croissante tendant vers +o0o

(resp. décroissante tendant vers —oo), f(s,) < f(s) Vs € [0, s,]
(E){ (vesp. f(s) > f(sn)
f(sn) f(s) f(s)

Vs €]sn, 0]) et — liminf, o, —= (resp. liminf,_,_ T)
Sn S
alors
lim inf J(s) = lim inf Js) (resp. liminf J(s) = lim inf ﬁ)
§—+00 S §—+00 S §——00 S §——00 S

En particulier si f est croissante au voisinage de I'infini alors f satisfait la condition
(E).
Corollaire 2.1 Supposons que f vérifie la condition (E) et

f(s)

2
liminf ——= < —);

s—Fo0 S T

Alors (1) admet au moins une solution pour tout h dans L*(a,b).

Preuve du théoréme 2.1 :
Considérons la famille de problemes suivants :

—u”" = X f(u) + h(x)) dans ]a,b], u(a)=u(b) =0 (4)

avec A €]0, 1].

Lemme 2.1 Supposons qu’il existe deux constantes S, T > 0 telles que maxu(.) # S
et minu(.) # =T pour toute solution u(.) de (4) avec X\ est dans [0.1], alors (1) est
solvable .

La preuve de ce résultat est basée sur la théorie du degré de Leray- Schauder, elle
consiste a construire un ouvert borné O dans C([a,b]) avec 0 € O dont la frontiere
ne contient aucune solution de (4) avec A €]0.1].

Pour la preuve de ce lemme voir [4] est ses références.

Le théoreme résulte des trois propositions ci-dessous :

Proposition 2.1 On suppose (fi) et [ est borné inférieurement dans RT et borné
supérieurement dans R™.
Alors (1) admet au moins une solution pour tout h dans L.

Preuve :
Pour la preuve de cette proposition on distingue quatre cas
2F(s)
52
2F(s)

s2

< )\

i) liminf, 1

ll) lim infs_)ioo 2 )\1
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2
iii) liminfy —) < A1 et liminf, _

F(s
52
F
§S> > M\ et liminf,__

[\)

F(s)
215(5)

52

v

M
2

iv) liminf,, | <)\

S
pour i) le probleme est résolu dans [4].

Maintenant nous allons montrer la proposition 2.1 dans le cas ii). Puisque f est
borné inférieurement dans R, il existe ¢ € R tel que ¢ < f(¢) pour tout t € R.
Posons f(s) = f(s) — ¢ et h(z) = h(z) + ¢

On vérifie aisément que u(.) est une solution de (4) si et seulement si u(.) est solution
du probleme :

~ ~

—u" = X(f(u) + h(x)) dans ]a,b], u(a)=u(b)=0

Donc sans perte de généralité on peut supposer que f > 0 sur R*.
Posons H(z) = [ h(s)ds et soit u(.) une solution de (4) dans Cfa,b] avec A €
10, 1], u(.) € W2(a,b) résulte de la régularité-LP.

Notons par
¥ =min{z € [a,b] : u(z) = maxu(.)} et u* = u(x™)
a =max{x € [a,2"] : u(x) =0}
B =min{z € [z*,0] : u(z) = 0}
Posons
y(.) =u'(.) + AH() (5)
D’ou
y'(x) = =Af(u(z)) (6)

Or d’apres la définition de « et 3 nous avons u(.) > 0 sur [, (], et par suite y(.) est
strictement décroissante sur [a, [3].
Pour tout = € [, 3] on a :

—AfWU==—A;m%f®)SyT$) (7)
apres intégration de (7) sur [, f] il vient que :

—Af(W) (B —a) <y(B) —yla)

Ensuite, il suit :
y(a) —y(B)
A (u)
Par suite nous allons minorer la quantité y(«)—y(3) ; pour cela multiplions 1’équation
(6) par y(z) et intégrons sur [«, z*|, nous obtenons

<pf-a (8)

[ v@wyde =X [y @B dr = -AF)

o
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d’o )
Y@ —y(0) =2\ [ y(@)H(z)de = —2AF () (9)

o

De (5) On vérifie facilement que
[y(2")] < AllH || (10)

D’autre part, du fait que y est décroissante sur [, z*] et (10) il découle :
/a Y (x)H(x)de < y(a)||H| o + M H||Z (11)

et en vertu de (9), nous obtenons :
2AF(u") < y(a)” +2M(y(a) [ Hll + A HIIZ)
< () + A[H|x)* + N[ HII

Comme u(a) = u(f) = 0 et u(.) > 0 sur [«, 5], nous avons u'(a) > 0 et u/(5) < 0,
et il suit

2MF (u*) ly(a)] + 2X[[H
[ ()] + 3A|[ H oo
u' (@) + 3| Hl|oo

< yla) +4A[|Hl|o

<
<

D’ou il existe ¢; > 0 tel que

\2AF (u*) — Aer < y(a)

De méme on montre qu’il existe ¢; > 0 tel que

V2AE (ut) — Aer < —y(B)

21/2XF (u*) — 2Ae1 < y(a) —y(B) (12)

De I'inégalité (8) et (9), nous obtenons pour tout A\ €]0.1]

24/20F (u*) — 2\cy <b-a (19
Af () N

Finalement nous avons

Soit (sy,), une suite telle que s,, — 00, quand n — oo, et

n 2
lim M =p< -\
n—oo g, T
Supposons qu’il existe u,(.) une suite de solutions de (4) avec A = p,, €]0.1] telle
que u, = Sp.
Or d’apres (13) nous avons

2\/ QMnF(Sn> - 2:“7161 <

~ S Pn — Qp
an(3n>
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ou encore
2 QF(Sn) — 201 < 14
f(sn) - ﬁn —On ( )
2F (s,
En faisant tendre n vers oo, comme liminf, . (28 ) >\ = (bL)2 il vient
s2 —a

7r VA

b—a:—<2—1§ lim G, — a,
A /)\1 p n—00
Donc pour n > ng, b —a < 3, — a, < b — a, ce qui est absurde.
D’out pour un N > ng on a maxu(.) # sy = .S pour toute solution u(.) de (4) avec
A €]0.1].

D’une maniere analogue on prouve 'existence d'un T tel que minu(.) # —T.

Pour le cas iii), puisque on a f est borné inférieurement dans R™ et borné supérieure-
2F(s)
52
proposition 2.1 du [4], il existe S > 0 tel que maxu(.) # S pour toute u(.) solution
de (4) avec A € [0.1], et lexistence d'un T' tel que minwu(.) # —7 découle de ii).
De la méme maniere que dans iii), on prouve la proposition 2.1 dans le cas iv).
Finalement, le résultat découle du lemme 2.1. [ |

ment dans R~ et liminf, | < A1 alors d'une maniere similaire que dans la

Proposition 2.2 Supposons (f_), f est non bornée inférieurement dans Rt et f
est bornée supérieurement dans R~
Alors (1) admet au moins une solution pour tout h dans L.

Preuve :

Soit 51 > 0 tel que f(s1) < —||h||o, €t posons f(s) = f(s) pour s < sq, f(s) = f(s1)
pour s > $i.

Considérons le probleme :

—u" = f(u) + h(z) dansa,b], u(a)=u(b)=0 (15)

On constate que la fonction f (ot f(s) = sup[o’s]f sis > 0et f(s) = inf[s,o]f si
s < 0) satisfait aux hypotheses de laproposition 2.1, alors I’existence d’une solution
u(.) de (15) découle de la proposition 2.1.

Dans la suite, pour montrer que (1) est solvable, il suffit de montrer que u(z) < s
pour tout z dans [a,b].

Supposons par I’absudre que cette inégalité est non verifiée alors max u(.) > s; et
max u(.) = u(z*) pour z* €|a,b], d’ou v/(z*) = 0, et ainsi on peut trouver £,§ > 0
tels que

fu(x)) < =||h]jeo — 6 pour tout x €la* — ¢, 2*] = L.
Pour chaque = € I. on peut écrire

0 <u(z") —u(z) =u(z*)(a* —z)— [T u({t)(t —x)dt

= [ [ (ult) + R (t — ) dt
<5 [F(t—ax)dt <O.
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d’ott une contradiction. Ce qui est acheve la preuve. [ |

Proposition 2.3 Supposons (f+) et f est non bornée supérieurement dans R™.
Alors (1) admet au moins une solution pour tout h dans L.

Preuve
Pour la preuve de cette proposition, on distingue deux cas :

1. si f est bornée inférieurement dans R*, dans ce cas nous suivons les mémes
lignes que dans la preuve précédente.

2. si f est non bornée inférieurement dans R*, alors f(s) < —||h|le et f(s) >
|h]|co pour certains s; > 0 et s < 0.

~ ~

Posons f(s) = f(s) pour s; < s < sa, f(s) = f(s1) pour s > s1, f(s) = f(s3) pour
s < s9, et considérons le probleme

A

—u" = (f(u) + h(.)) dans]a,b], u(a)=u(b)=0.

Comme dans la preuve de la proposition 2.2, nous montrons aisément que s; <
u(z) < s9 dans [a,b], et alors u est une solution de (1).

Théoreme 2.2 Soit f : R — RT continue et h dans L*=[(a,b), RT] tel que [ h(zx)dx >
0. De plus si on a : )
2
lim inf® <=\ (16)

§——+00 S s
Alors (1) admet au moins une solution u positive (u > 0 sur Ja,b/).
Preuve
En suivant les mémes lignes de la preuve de la proposition 2.2 on prouve 1’existence
d’une constante S > 0 telle que maxu(.) # S pour toute u(.) solution de (4).
Or d’apres le principe du maximum, toute solution u(.) de (4) est positive, d’ou
I'existence d’une constante 7" > 0 telle que minwu(.) # —7'. Par suite, l'existence
d’une solution du probleme (1) découle du lemme 2.1 et u(.) > 0 sur ]a,b[ résulte
du principe du maximum. [

Théoreme 2.3 Supposons f continue, impaire, f(s) — oo si s — 00,

lim inf& <\ et lim sup & < Ao
S

8§00 S §—00
Alors (1) admet au moins une solution.
Pour la preuve du théoreme 2.3 nous avons besoin du lemme suivant :
Lemme 2.2 Si

f(s)

2F(s) 2F(s)

lim inf —= < lim inf et lim inf > 0,
5—00 S §—00 S §—00 S
alors . .
lim inf # < lim sup ﬁ

§—00 S §—00 82
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Preuve o
.. f .. S . .
Posons lim inf,_, %‘9) = ¢ et liminf, .o # = ~. Il existe une suite (s)), telle
N S
s, . x . . s o .
que L/”) — 0, et puisque [ est continue et limsup,_, M > ~ il existe une suite
S ]

(sn) telle que f(s,) = 018n avec 0 €]9,v[. D’autre part, soit (t,), telle que t,, < s,
et yt, = 015, et comme f est croissante il vient :

f(t) <Aty = disn, YVt € [tn, sn)
Or f(t) < ~t, = 918, pour tout t € [t,, s,], d’ott nous obtenons :

Fsn) = F(tn) + Ji,0 f(2) dt
g

< F(t) + (2 - )2
01
par suite il vient
s2F(s,) _ F(ty) 7y
n n < n o
Zz =z TG Y
ou encore 2F(s)) ()
1 (sn tn gl
< ——1
72 =g G
ainsi 5 (t)
8 8 : n
2—5%—’7(5_1— )SIILILS;IP >
3
Puisque 2%% - fy((sll —-1) = % %(511 —1)? et comme v > 0 alors
2F
v < limsup ﬁ
5—00 S
Ce qui acheve la preuve. [ |

Preuve du théoréme 2.3 :
Puisque f est impaire on a deux cas a distinguer :

2F
1¢" cas : Sion a liminfs o # < A1, ce cas est résolu dans [4].
S
X . o 2F(s) . .
2°m¢ cas 1 Sion a liminfs .o ——= > Ay, alors d’apres le lemme 2.2 et le fait que
S

f est impaire nous avons :

F
lim sup ()

§—00 82

f(s)

En tenant compte du (18), limsup,_, ., — < A2 et sign(s)f(s) — oo, quand
s

> A (17)

|s| — oo, alors le théoréme découle du résultat ci-dessous.
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Théoreme 2.4 Supposons sign(s) f ( ) — 00, quand |s| — oo,
2F (S) flo)

Alors (1) admet au moins une solutwn pour tout h dans L.

/(s)

limsup,_, > A1, limsup, . ——= < A et limsup,_, Y < Ay

(pour plus de détails voir théoreme 2.1 [2], ou [3]). ]

Corollaire 2.2 Supposons que f est continue, impaire et vérifie la condition (E),

lim inf & < A1 etlimsup & < A9
S

8§00 S $—00

Alors (1) admet au moins une solution pour tout h dans L™ (a,b).

Preuve : o
S
Notons que si liminfs_ # > A\ et f satisfait a (E); alors f(s) — oo quand
S -

s — o00. En effet, d’apres la remarque 1 on a liminf, & = liminf,_ &

- ) S
S F(s

et d’autre part on vérifie facilement que liminf, . M > liminf,_ o (2 ), d’ou

s S
A
liminf,_ & > 2L En suivant les mémes lignes de la preuve du théoreme 2.3 le
s
corollaire découle. |
3 Exemple

Nous allons donner un exemple ou le théoreme 2.1 s’applique et le résultat de [4]
ne s’applique pas.
Considérons le probleme :

—u" = f(u(x))+ h(z) dans ]0,7[, u(0)=wu(r)=0

Soient r1,t; deux constantes positives et soient (¢,),>1, (dn)n>1 €t (gn)n>1 trois suites
2

croissantes telles que 12 = d,, = pg, avec p satisfait & 2 <p< —.
7r

Soit (rn)n>1 une suite croissante construite de telle sorte que la droite joignant
les points (7,,7,) et (t,,t2) est parallele & celle joignant les points (g, pq,) et

(P15 Tt ] ]
Soient (d))n>1 et (d";,)n>1 deux suites telles que d, = d,, + onld. etd! =d, + onld.
Soit f : R — R tel que f(x) = f(0) sur R™, f(0) =0, f(rn) = rn, f(tn) =2, f(d,) =
d, £(d),) = = \[d},, F(d) = dy et f(gn) = pgn.

On connecte les valeurs aux points ry,t,,d,, d,,d. et g, d'une maniere linéaire
comme le décrit la figure ci - dessous
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)\18

pS

Apres un calcul élementaire on vérifie que :

2F
timinf 22 S 1 pimint L8 g
§—00 S §—00 S
f 2
lim inf & =p< =
§—00 S T
et 7
lim sup # = lim sup & = 00
5—00 S 5—00 S

Nous remercions Mr J.P.Gossez pour diverses remarques liées a notre étude.
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