Fonctions e-Régulieres

Madeleine BAUER

Introduction

La photographie, la télévision et les images de synthese nous ont amenés a
considérer comme naturelles et conformes au modele les discrétisations d’objets
continus pour peu que l'objet ne soit pas trop irrégulier et la discrétisation pas
trop grossiere (grain de photo assez fin, écran de haute résolution).

Ici 'objet sera une fonction et la discrétisation se fera a une échelle infinitésimale ;
I’on montrera que le mot “pas trop irrégulier” peut étre considéré la plupart du
temps comme synonyme de “localement bilipschitzienne” et que I'usage des adjectifs
“naturelles et conformes” n’est pas abusif pour les propriétés étudiées car il y a un
aller retour “discret «—— continu” sans perte d’information.

Pour les fonctions de R dans R la discrétisation via une tabulation est une
pratique ancienne (tables de logarithmes de J. Neper en 1614) et moderne (qu’y-
a-t-il d’autre dans une calculette que des tables de fonctions usuelles ou plutot des
algorithmes permettant de générer ces tables? ). La discrétisation de fonctions de
R™ dans R™ avec n > 2 est beaucoup moins pratiquée et normalisée, ¢’est pourquoi,
apres avoir précisé le sens du mot e-réguliere et mis en place quelques outils (lemmes)
nous commencerons par montrer que l’aller retour “discret «— continu” se fait
bien pour les fonctions de R dans R : par exemple, d'un théoreme des fonctions
implicites discret découle le théoreme classique (continu) et vice-versa.

Déja dans cette premiere partie I’Analyse Non Standard se révele étre un outil
commode car, pour peu que le pas de la tabulation soit infiniment petit, le passage
a I'ombre permet d’associer de fagon canonique table (pointillé) et graphe (arc de
courbe continu).

Dans la deuxieme partie nous verrons que, pour les fonctions standard de
R™ dans R™ avec n > 2, les mots “e-réguliere” et “localement bilipschitzienne” sont
synonymes mais un contre-exemple montrera que, méme pour la restriction d’une
fonction C* a un disque fermé, il n’est pas possible de remplacer localement par
globalement contrairement au cas de la dimension 1.
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Mais cette deuxieme partie montrant qu’il suffit d’étudier le comportement
d’une fonction a une échelle (pas de la tabulation) infinitésimale fixée ne correspond
pas totalement a l’objectif de départ : étant donnée une fonction discrete c’est-a-
dire une application qui, a un premier nuage de points de R™ ou de Z", associe un
deuxieme nuage de points de R™ ou de Z", trouver des conditions sur ces nuages
qui soient équivalentes a des propriétés continues d’une fonction approchée par la
fonction discrete donnée.

Quelques exemples de propriétés “discret «—— continu” figurent dans la troisi-
eme partie, le passage continu discret se faisant via une approximation PL (affine
par morceaux) de la fonction continue, le passage discret continu se faisant en
prenant ’ombre de la fonction PL associée a la fonction discrete. Le choix d’utiliser
comme intermédiaire une fonction PL est essentiellement motivé par I'abondance
de résultats connus sur ce type de fonctions. Plutdt que de passer a la limite (faire
tendre le pas de la tabulation vers 0) pour (re)trouver une (la) fonction continue
(de départ) nous utilisons le passage a l'ombre pour sa simplicité et sa robustesse
(la fonction discrete n’a pas besoin d’avoir été créée par tabulation).

Au passage nous donnerons un critere d’homéomorphie locale pour les applications
PL que nous comparerons a celui de figurant dans “On Quasi-Isometric Mapping”
de F. John dont nous utilisons les résultats.

Pour finir, nous donnerons une démonstration du théoreme de Liouville sur
les applications conformes.

Notre hypothese est “I’application f est, a une échelle infinitésimale, presque une
similitude”,
et notre conclusion :

— dans le cas de la norme euclidienne (cas de Liouville classique)

“I’application f est une application de Moebius si la dimension de ’espace ambiant
est supérieure ou égale a 3;”

— dans le cas de lanorme |z |1 = > | z; | ou | # |oo = sup | z; |
(les normes du calcul numérique dont ’équivalent discret existe de fagon naturelle)
“I’application f est une application affine”.
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1 Préliminaires, Fonctions de R? dans RY.

Notations. — Pour comparer des nombres d’ordres de grandeur différents, nous
utiliserons les notations suivantes :

a = (3 si le rapport a/3 est infiniment petit, c’est a dire inférieur en valeur
absolue a tout standard positif,

a = L s le rapport o/ est limité, c’est a dire inférieur en valeur absolue a un
standard,

a = Qf si le rapport a/ est appréciable, c’est a dire limité et non infiniment
petit.

Convention. Dans toute la suite € désigne un réel infiniment petit positif
fixe.

La définition suivante se rapproche des diverses présentations de la notion de
fonction quasi-conforme en évitant, grace au choix d’un e infinitésimal fixé, I'utili-
sation de limites.

Définition 1. — Une fonction f d’un domaine D de R" a valeurs dans R" est
dite e-réguliére si

Viz,y) e Dx D [z—y|l=Qc = |[f(z)— f(y)|=Qe

Si f est une application bilipschitzienne de constantes de Lipschitz standard |,
elle est e-réguliere, c’est par exemple le cas d'une fonction standard f de classe C!
sur un intervalle [a, b] dont la dérivée ne s’annule pas.

Rappelons que f bilipschitzienne signifie qu’il existe deux constantes positives ¢
et C telles que :

V(r,y) €U xT  clo—y| <|f(x) = f(y)] < Clo —yl.
Lemme 1. — Soit U ’adhérence d’un ouvert U convexe borné de RP et f une
fonction standard de U dans RY. Si
V(z,y) eUxU |z—y|=Le =] f(z)- fly) |= Le
alors f est lipschitzienne .

Démonstration

Montrons d’abord que f est S-continue, c’est-a-dire que, si les points z, y de

U ont méme ombre, °z = °y, alors leurs images par f ont aussi méme ombre,
o _ 0
flx) =fy).

C’est vrai, par définition méme, si | z —y |= Le.

Montrons qu’on a encore ce résultat si [2=v est infiniment grand.

Comme U est convexe le segment [z, y] est contenu dans U.
Désignons par zi, ..., x, une subdivision uniforme du segment |z, y] de pas
Az = @e. Par hypothese les pas Af, =| f(ziz1) — f(x;) | sont de la forme Le.
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Le plus grand Af des Af, étant le la forme Le le rapport C' = % = % = £ est
limité et l'on a :
| flz) = fy) |<(°C+1) [z —y |
ce qui, en prenant la partie standard, nous donne le résultat annoncé °f(z) = °f(y).
La fonction f est donc bien S-continue, ce qui entraine qu’elle est continue car
elle est standard.

Nous allons maintenant montrer que f est lipschitzienne en nous servant d’un
pavage de R? par des cubes de coté e.

Le domaine U étant borné, il n’existe
qu’un nombre fini de tels pavés rencontrant
U .

A un pavé D, situé a U'intérieur de U
, on associe le diametre Af_ de son image
f(Da), ce diametre est de la forme £ € car
la fonction f continue vérifie I’hypothese
du lemme. Le plus grand Af de ces
diametres est aussi de la forme £fe.

Soient 1,y deux points standard
distincts de U . On désigne par 2z’ et 3/
les sommets des pavés intérieurs les plus
proches de x et de y et par zi,...,z,
les points d’intersection du segment [z’, y/]
avec les hyperplans d’équation z, = 'y +
le | € Z. Le nombre w est majoré par | 41 | + ...+ | i, | en posant
z_y) = (Eil, ,Eip).

Si I'on pose zp = 2/, comme deux points consécutifs z; et z;,1 appartiennent au
méme pavé, on a

| f@) = F@) | ST FGi) = fE) 1< (i + .+ iy DAS
< BT BAf = Ly | A

ce qui nous donne en passant a I’ombre

| f) — f@) [ <]y —a|°(vp

b
L

Af
- )

Comme %ﬁ £ la fonction f est lipschitzienne, de constante de Lipschitz standard

C = yp°(&).

Lemme 2. — Soit U I’adhérence d’un ouvert U convexe borné de R" et f une
fonction standard de U dans R™. Si f est a la fois un homéomorphisme local et e-
réguliére, alors elle est localement (au voisinage de tout point de U) bilipschitzienne.

Démonstration

Comme f est standard, il suffit de le montrer au voisinage des points standard
de U.
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Soit donc a un point standard de U. Il existe une boule fermée standard B (a, 7")
contenue dans U telle que la restriction de f a cette boule soit un homéomor-

phisme sur son image W, soit g son inverse. Comme f(B (a, T)) est un ouvert

standard, il existe une boule B( f(a), p) standard dont l'adhérence est contenue
dans f(B(a, T)), soit V' = g(B(f(a), p))

Le lemme 1 implique f est lipschitzienne de B(a, 7") sur W, de constante de
Lipschitz standard C'.
Nous allons montrer par ’absurde que ¢ est une application e-réguliere de

B( f(a), p) sur V, ce qui avec le lemme 1 implique que g est lipschitzienne et donc
que f est bilipschitzienne de V' sur B( f(a), p).

” |_

Soient deux points Yy, y” de B( f(a), p) vérifiant | ¢y —y @ € et posons

¥ =g(y) 2" =g(y"). L'inégalité
v =y | =] f@)—f(x") | < C|2—2” | avec C standard

implique que le rapport Jm/;fl— est, soit appréciable, soit infiniment grand.
Montrons que le deuxieme cas ne peut se produire.

Posons y(t) = y' + t(y” — y) et
x(t) = g(y(t)). Soit w la partie entiere de
W/;ﬂ et 6 =| ¥ —y” | . On définit
[y =y |

par récurence une suite de points de [0, 1]
O=th <t < ... <typ1 <ty, <1
en posant

t =inf{t; <t <1 | a(t)—a(t) |= o).

Cette suite est bien définie car la longueur
de l'arc de courbe xz(t) est supérieure ou
égale a celle du segment [z/, 2] joignant
ses extrémités. Comme f est e-réguliere et que la distance entre deux points
consécutifs x(t;) et x(t;11) est § = Qe, la distance entre les points y(t;) et y(tit1)
est 1,0 = Qe. Les ~; sont appréciables, le plus petit v est appréciable ce qui nous
donne

wyd < | ylty) —y0) | <[ y() —y0) =9,

/ ’”
ce qui est contradictoire si le rapport | —Ex | est infiniment grand car alors w
est aussi infiniment grand.
L’application g est donc e-réguliere.
Proposition 1. — Si la fonction standard f d’un intervalle |a, b] de R dans R

est e-réguliére, alors elle est bilipschitzienne.
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Démonstration

Comme un intervalle est convexe, il suffit de montrer que f est un homéomor-
phisme puisqu’avec les deux lemmes précédents cela implique que f et sa fonction
réciproque sont lipschitziennes, ce qui entraine que f est bilipschitzienne.

Montrons par ’absurde que f est monotone, c¢’est-a-dire que f n’admet pas
d’extrema locaux autres que les extrémités de 'intervalle.

Supposons donc qu’il existe un maximum M local en un point z situé a I'intérieur
de l'intervalle. Comme f est standard, on peut supposer z standard.

L’image par l'application continue f de Uintervalle [z — ¢, z] est un intervalle
[m/, M.

L’image par l'application continue f de l'intervalle [z, z 4 €] est un intervalle
[m”, M].

Supposons par exemple m’ < m”.

Le théoreme des valeurs intermédiaires implique qu’il existe au moins un point z’
de l'intervalle [z — €, 2] tel que f(2') = f(z+ €), ce qui est contraire a ’hypothese
de régularité.

Corollaire 1. — Théoreme des fonctions implicites.

Soient f(x,y) une fonction standard d’un ouvert U de R? x R a valeurs dans R
et (a,b) un point standard de U. Si la fonction f vérifie ’hypothése du lemme 1 :

V(u,v) e U xU lu—v |= £e = | flu)— f(v) |= L,

est e-réguliére en la deuxieme variable y et vérifie f(a,b) = 0 alors il existe une

fonction lipschitzienne ¢ définie au voisinage de a telle que f(x,¢(x)) = 0.
Démonstration.

Les ingrédients de le démonstration classique du théoreme des fonctions implicites
sont :
— la fonction f est continue,
— la fonction f, : y — f(x,y) est un homéomorphisme pour z voisin de

Montrons que 'on a ces deux propriétés grace aux hypotheses faites.

Comme le point (a,b) et 'ouvert U sont standard , il existe deux cubes fermés
standard A C RP et B C R centrés en a et b tels que A x B soit contenu dans
U. D’apres le lemme 1 la fonction f est lipschitzienne dans A x B, de constante
de Lipschitz standard et d’aprés le lemme 2 la fonction f, @ y — f(z,y)
bilipschitzienne pour tous les points standard x de A, donc pour tous les points x
de A car f, A et B sont standard .

On obtient 'existence, I'unicité et la continuité de ¢ de facon habituelle, quitte
a restreindre A.

L’application ¢ est standard car unique.

Pour montrer qu’elle est lipschitzienne il suffit de montrer qu’elle vérifie I’hypo-
these du lemme 1.

Soient = et x + dx deux points de A avec | dx |= Le.
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Posons 6¢ = ¢(x + dz) — ¢(x).
La fonction g(t) = f(x + 0x, ¢(x + dx) — t) est monotone et e-réguliere.
La suite d’égalités :

9(0¢) — g(0) = fla+ 0z, ¢(x))
= flz 4oz, ¢(x)) — f(z,

T
= ce avec ¢ = £

¢())

implique 0¢ = £ € (c.f. démonstration du lemme 2).

Appliquons maintenant la notion d’e-régularité aux modélisations discretes du
continu obtenues en considérant R comme “Z vu de loin” (J. Hartong); ce schéma
étant rigoureusement justifié par I’Analyse Non Standard.

Théoreme des fontions implicites discret.

Un énoncé classique correspondant au corollaire 1.1 dans le cas p =1 est :
Si f est une fonction de [—1,41] x [—1, +1] & valeurs dans R vérifiant

(i)  f(0,0) =0,
(ii) f(x,y) est lipschitzienne en (z,y),

(iii) pour tout z, la fonction y — f(z,y) est bilipschitzienne en v,
alors il existe une fonction lipschitzienne ¢ définie au voisinage de 0 telle que

f(z, ¢(x)) = 0.

Nous discrétisons (ou tabulons) une fonction f de [—1,+1] x [—1, +1] a valeurs
dans R par les fonctions F' et F'R définies de la fagon suivante :

FRG) = [2(#(£.2)) - wF(i.g)]

w’ w
ol w est un entier infiniment grand positif et [x] la partie entiere de .
Nous appelons code de F' et de F'R les fonctions suivantes :

Ch=F(i+1,4) = F(i,j), C}=F(i,j+1)—F(i,j).
CRzlj = FR(i+1,j) = FR(i,j), CRj=FR(i,j+1)—FR(i,j).

Si f(0,0) = 0 alors (i)”  F(0,0)=0.
Si f est lipschitzienne de constante de Lipschitz standard , alors  (i7)" les
valeurs Cj; et C7; sont limitées.

Si de plus la fonction f, : y +— f(x,y) est bilipschitzienne de constantes de
Lipschitz ¢, et C, standard, les C; et C'R;; sont tous de méme signe et, si C7; = 0,

ool = £
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La longueur des paliers (des intervalles de Z ou elle est constante) de ’application
J = F(i,j) est majorée par (k + 1), en désignant par k le plus grand des [z7],
ij

associés aux C’fj nuls, k£ est un entier standard indépendant de i.
La fonctionF'(, j) vérifie donc en plus

(iii)’ Les ij sont tous de méme signe et la longueur des paliers de ’application
j— F(i,7) est limitée.

Nous allons montrer le corollaire suivant (Théoreme des fonctions implicites
discret) :

Corollaire 2. —Les hypotheéses discretes (i)’, (ii)’ et (iii)” qui ne portent que sur
la tabulation F' suffisent pour que le théoreme des fonctions implicites s’applique a
la fonction f.

Démonstration.

Soit F une fonction définie sur [—w,+w] X [—w,+w] N Z?, & valeurs dans Z,
vérifiant les trois conditions ()’ ci-dessus.

Comme les | Cj; | (resp. | Cfj |)sont tous limités, le plus grand d’entre eux,
Cl (resp. C2 ) l'est aussi, ainsi que C = (C} ~—+ C?

max max max max )'
Le plus petit des | C’fj | non nuls est un entier C2,  supérieur ou égal a 1.
La longueur des paliers de I'application j — F'(i, j) étant limitée, la plus grande
de ces longueurs L 'est aussi.

L’entier K défini par la relation ci dessous est limité

02

Cl
K = (L+1) ([ mam] +1>.
Soit f la fonction continue, affine sur chaque triangle de la triangulation du carré
[—1,+1] x [-1, +1] de sommets £, L et de cotés paralleles aux axes et a la deuxieme
bissectrice, vérifiant

w' w

f(z' j) F(:’J,j).

La fonction f est lipschitzienne de constante de Lipschitz standard C' et vérifie

~

f(0,0) =0, .
Il existe donc une fonction standard f, ombre de f, définie par

(i2) (22

lipschitzienne de constante de Lipschitz C'.
En particulier, si F' est la tabulation d’une fonction standard g, on a f = g.

Nous allons donner un algorithme (basé sur l’entier le plus proche) permettant
de construire une double suite d’entiers j(7), j'(i) vérifiant :
j(0) =4'(0) =0
F(i,j(i)) 20, F(i,j'(i)) <0
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(@) =J'(8) G +1)=7()) et (§'(i +1) — j'(é)) standard
(les valeurs absolues de ces trois différences seront majorées par 2K).

Si cette double suite existe, la fonction QAS continue, affine par morceaux, définie
par ¢(t) = Z2 () est lipschitzienne de constante de Lipschitz standard 2K. Il existe

alors une fonctlon standard ¢ ombre de ¢ définie par

o()="(2)

qui vérifie f(x,¢(z)) = 0 et est lipschitzienne, de constante de Lipschitz 2K.

Explicitons maintenant ’algorithme dans le cas d’une fonction F' pour laquelle
les C7; sont positifs (& i fixé la fonction j +— F(i,7) est croissante).

On a nécessairement j'(i) < j(i) et la double suite j'(7), j(7) est définie, pour i
positif, ainsi :

1. SiF(i+1,j() >0et F(i+1,4'(i)) <0,
on a donc j'(i) < j(i), on pose alors
J'(i+1)=74(1)+ U, U étant le plus grand entier tel que
JO)+U < j@) et Fli+1,7()+ 1) <
ji4+1)=4(i) =, [ étant le plus grand entler tel que
J@)+1 < j()—let Fi+1,5(1) = 1) =0
2. Si F(i+1,5(i) >0et F(i +1,(i)) =0,
on a encore j'(i) < j(i), et on pose
J'(i4+1) =74(i) + I', I' étant le plus grand entier tel que
J@)+ 1 < 5(i) et F(z+1 JO+U)=040+1)=750(+1)
3. SiF(i+1,j(1) =0et F(i+1,5 (1)) <0,
on a encore j'(i) < j(i), et on pose
ji4+1) =4(i) — I, [ étant le plus grand entier tel que
J)~1 > (i) et F(i+1,5(6) = 1) = 0 /(i +1) = j(i + 1)
4. Si F(i+1,j()) =0et F(i+1,5(z)) =0,
si on a j'(i) < j(i), on procede comme dans le cas 1, sinon on pose
Ji+1)=7'()) = jli+1)
5. SiF(i+1,j(1) <0et F(i+1,5(1)) <0,
on pose
ji+1) =j(i) + 1, [ étant le plus petit entier tel que I’on ait

F(i+1,5() +1) = F(i,5(1) + Cije) + Chaje + - + Chajona 2 0.

1,5 (7)

J'(i+1) =j4@) 4+, I étant le plus grand entier tel que
J@)+U < j@)+let Fli+1,50)+1") <
6. SiF(i+1,5() >0et Fi+ 1,5 (7)) > 0,
on pose
J'(i+1) =4(1) = U, I’ étant le plus petit entier tel que 'on ait
Fli+1,7/() ~ ) < 0. (i +1) = 7'0) — 1.
[ étant le plus grand entier tel que
) =1 < () =1 et Fli+1,7() —1)
et

0.
7. On ne peut avoir F(i+1,5(i)) >0 (

>
F(i+1,5(i) <0
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Le passage de 7 a 7 — 1 dans le cas des ¢ négatifs se traite de fagon analogue.
Les valeurs absolues des différences

(@) =4'@) GE+1)—j(@)) et (5'(i+1) —j'(2))

sont majorées par 2K.

On peut remarquer que l'algorithme du choix de j(i 4+ 1) en fonction de j(7) est
celui utilisé classiquement pour tracer sur écran les lignes de niveau d’une fonction,
f, (voir J.D Foley, chapitre 11, J.P. Reveilles ).

Par exemple pour le tracé de Bresenham “naif” de la droite de pente rationnelle
7 avec 0 < a < b on prend

f(z,y) = by — ax, ce qui donne F(i,j) = bj — a1,
et dans ce cas, l'algorithme du corollaire 2 devient I'algorithme dit de ”parcours des
droites naives” (cf. These de J.P. Reveilles page 47).

L’algorithme précédent (basé sur I’entier le plus proche) se généralise évidemment
au cas d’'une fonction F' définie sur [—w, +w|P X [—w, +w| N ZP x Z, & valeurs dans
Z, permettant de déduire de la version discrete du théoreme des fonctions implicites
le résultat continu classique.

2 Fonctions de R" dans R".

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoreme suivant :

Théoréme 1.— Soit f une application standard de I'adhérence U d’un ouvert
convexe borné de R™ a valeurs dans R™, e-réguliére (e infinitésimal fixé comme en
I).

1. Sin =1, f est un homéomorphisme bilipschitzien.

2. Pour tout n, f est un homéomorphisme local bilipschitzien dans U.

3. Si de plus I'image f(U) est convexe et si le bord de I'image 0 f(U) est I'image du
bord f(OU), alors f est un homéomorphisme bilipschitzien de U sur f(U).

Le point 1 est la proposition 1 du paragraphe précédent, nous I’avons fait figurer
ici pour mémoire et pour rappeler que la situation est tres différente selon que la
dimension est 1 ou > 2.

En effet, contrairement au cas n = 1, dans le cas n > 2, un homéomorphisme
local f, méme préservant ’orientation, n’est pas nécessairement un homéomorphisme
global comme le montre 'exemplede z —— 2% deC —{0} = R*—{0} dans R*?—{0}.
Meéme si les domaines source et but d’'un homéomorphisme local f sont compacts et
simplement connexes, f n’est pas un nécessairement un homéomorphisme global :

Lemme 3. —II existe une application f de classe C*° du disque B(0,1) de R?
sur lui méme, vérifiant det(Df) > 0 qui n’est pas un difféomorphisme global.

Nous allons d’abord donner un algorithme qui, par déformations successives,
envoie le carré [—1, 1] x [—1, 1] sur lui méme tel que I’application résultante f soit un
homéomorphisme local respectant I’orientation mais pas un homéomorphisme global,
puis nous indiquerons comment lisser cette construction pour obtenir le résultat du
lemme.
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Les déformations sur lesquelles est basé 1’algorithme C° sont des déformations de
polygones convexes en polygones convexes selon la définition générale (dimension de
’espace ambiant quelconque) suivante :

Définition 2. — Soit P(A;, ..., A,) un premier polytope de sommets Ay, ..., A,
et P(A'y,..., A'y) un deuxiéme polytope de sommets A'y, ..., A’,. Nous envoyons
P(Ay, ..., Ay) sur P(Ay,..., A',) en envoyant un point du premier polytope sur le
point du deuxiéme de méme coordonnées barycentriques.

Algorithme C°

1— On coupe le carré U = [—1, 1] x [—1, 1] en trois zones rectangulaires :
la zone supérieure Uy, = P (A1, A3, By, By)
avec A1 = (—1, 1) Ag = (1, 1) B1 = (—1,05) Bg = (1,05),
la zone médiane U, ;g = P(Bi, Ba, C1, (o)
avec C1 = (—1,-0.5) Cy = (1,-0.5),
la zone inférieure U,y = P(Ch, Ca, D1, D3)
avec Dy = (—1,—1) Dy = (1,-1).

2— On déforme la zone supérieure Usup en Vsup de la facon suivante :
on envoie P (A1, Ag, By, Bs) sur P(A}, AL, B, B)
avec A} = A; Ay = (0.5,1) A, = (2,1) B} = By B, = By,
et P(Aq, As, By) sur P(A}, A}, BY)
avec Ay = (2,0.5).
On laisse la zone médiane inchangée :
Wmid = ’P(Bi,Bé, {,Cé) = P(Bl,Bg,Cl,Cg) = Umid-
On déforme la zone inférieure
Umf = P(Cl, 02, Dl, Dg) en ﬁmf = 'P(C{, Cé, Dll, Dé)
en opérant de la méme maniere que pour la zone supérieure moyennant une
symétrie par rapport a 0x,
avec C1 = Cy Cy = Cy D} = Dy D = (2,-1).
La réunion U’ de ces trois zones Wsup, Ul ig et Uy, 7 ala forme d’'un fer a cheval.
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3 — On courbe les branches U, (vers le bas) et U’;,s (vers le haut) de fagon
a ce qu’elles se referment 'une sur l'autre.

Décrivons le processus pour U'y,, = P(A}, A), AL, BY).
On pose
af = (-1,1) = A} ay, = (1,1) af = (1.2,1) a} = (1.4,1) af = (1.6,1) a
(2,1) = Ay
by = (—1,0.5) = By by = (1,0.5) by = (1.5,0.5) b, = (1.75,0.5)b, = (2,0.5) = Aj.
On envoie
Uy = P(al,az, 3,6’) sur U”y, = P(af,dy, by, b))
avec af = (—1,1) =a} af = (2,1) b5 = (1.5,0.5) = by b = (—1,0.5) = b},
Us = P(ahy,al, b)) sur Uy = P(az,ag,b”)
avec az = (2,0.5),
U3 = P(ag,a4, L b)) sur U713 = Play, al, by, by)
avec aj = (2,—0.5) b = (0.5, —0.5),
Uy = P(aﬁl,ag,bﬁl) sur U’y = P(a},al, b))
avec af = (2,—-1),
U5 = P(ak,a, b, b)) sur U5 = P(al, ag, by, bY)
avec ag = (0, —1) b = (0, —0.5).
L'image de Uy est Uy = U110 UU 12 UU"13 UU"14 UTU"s5.

On laisse la zone médiane inchangée : U iq = U’ pia.

On déforme la zone U’ en U”;,p de la méme maniere que pour la zone supé-
rieure moyennant une symétrie par rapport a ’axe des x.

L’image ainsi obtenue U” est le rectangle [—1, 2] x [—1, 1] que I'on envoie sur le
carré [—1, 1] x [—1, 1] par I'application
2z —1
3

(z,y) — ( JY)-

Alors que les applications de ﬁsup sur Wsup, de U’ ,ia sur Wmiet de U';, §sur ur.. f
sont des homéomorphismes, I'application globale de U’ sur U” n’est pas injective
puisque U” s, et U”;,,5 ont une intersection non vide entre elles et avec U” ;4.



Fonctions e-Réguliéres 103

Lissage de I’algorithme C°.

1 — Application ¢(z).

Soit ¢(x) une application C* de R dans [0, 1], croissante, vérifiant ¢(z) = 0 pour
x<0et p(x)=1pour z>1.
Sia>0etetc>0 lafonction

) = (252 () (1 -o(75) o)

est C*°. Son graphe coincide avec celui de I'horizontale y = 2ca pour x < a et avec
la droite y = cx pour z > 3a.

En opérant de facon symétrique par rapport a Oy, on obtient ainsi une courbe
C*> dont le graphe coincide avec la droite y = —cx pour x < —3a, avec ’horizontale
y = 2ca pour —a < x < a et avec la droite y = cx pour z > 3a.

Ce processus permet de lisser une ligne brisée faisant un angle A en un point
A en prenant comme systeme d’axes Oz, Oy la bissectrice intérieure et la bissectrice
extérieure de Pangle A.

2 — Lissage du carré U et des étirements horizontaux des bandes Uy, et Usyy.

Le procédé précédent permet d’arrondir les angles du carré.
L’on désigne encore par U ce "presque carré”.
A T’aide de la fonction ¢ on construit une fonction g(y) positive C* vérifiant
g(y) =1 pour y €] — oo, —0.5001] U [+0.5001, +oo]
g(y) =0 pour y € [—0.4999, +0.4999]
et I’on pose

G(z,y) = (93 +o(x)g(y) y)-
L’application G est un difféomorphisme vérifiant det(DG) > 0. L’image U’ =
G(U) est un "fer & cheval” identique a celui obtenu dans le cas C° aux angles pres,
on les a arrondis (lissés).

3 — Lissage de la déformation de Uy, en U”,,.

On désigne par I'y,, et I';,; I'arc de courbe C* obtenu par lissage (suppression
des points anguleux) de la ligne brisée a”1a"2a",a"¢ et b”10"20" 40" 6.

Soit y(s) = (%(S)> une paramétrisation normale de I';,; et L la longueur de

7Y2(s)
Ling.
. —7'2(5) : X
Si 'on pose v(s) = Vi(s) ) (7 (s), V(S)) est le repere de Frenet de I';,; au
1
point v(s).

La demi droite, y(s) + tv(s) t > 0, coupe I’arc de courbe I'y,, en un point
M(s) = ~v(s) + l(s)v(s), la fonction I(s) étant C*.
A Taide de la fonction ¢ on construit une application h strictement croissante
de R dans R vérifiant
h(z) =z + 1 pour z < 1.2,
h(z) = ZLL pour 2 > 1.8.
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Soit F,, Papplication du rectangle Ry, = [—1, 2] x [0.5, 1] dans R? définie par

Fop(z,y) = v(h(z)) + (y - 0.5) l(h(l’)) l/(h(l’))
On a detDFy,, =

W @) (14 (= 050D (1 (@)h(h(z)) = A (@)% (k@) ) > 0

car la courbure algébrique
"n_1 n_1

Y271 — M1 V2

de I'ins est négative.

L’application F§,, coincide avec l'identité pour z < 1.2, avec une application
affine pour = > 1.8. Elle s’étend en une application C*> encore notée Fj,, définie au
voisinage de Rs,, vérifiant detDF§,, > 0 et coincidant avec l'identité pour z < 1.2.

On procede de fagon symétrique avec la zone inférieure, ce qui donne le résutat
du lemme 3 moyennant le lemme 4 suivant :

Lemme 4. — Si U est un ouvert convexe, borné, standard, il existe un homéo-
morphisme standard de B(0,1) sur U de méme classe de différentiabilité que le bord
de U.

Il y a une infinité de variantes possibles a cet algorithme, on joue sur le nombre
de bras (de zones que 'on étire) de U’ et sur la fagon de les rabattre pour former le
nouveau convexe U”.

Démonstration du lemme 4

Une homothétie et une translation standard apliquées & B(0,1) permettent de
se ramener au cas B(0,1) C U.

Soit ¢(x) une fonction C* de R dans [0, 1], croissante, nulle pour x < 0, égale
a1l pour x > 1.

=y — — . TEREE . . .
Si OM = r(M) W, avec | w |= 1 et si M’, I'intersection de la demi droite
—_—

AU, (A>0) avec le bord 9U, vérifie OM’ = R(M) 2, on définit 'application f
de B(0,1) dans U par

Of(M) =
(1—@(2T(M)—1)) + R0

Cette application f est bijective car la fonction

r
r ,

p(2r —1)

1—o(2r—1
p2r—1) + i

a une dérivée positive car R > 1.

De plus, f, coincide avec l'identité pour r < 1/2 et est de méme classe de
différentiabilité que R(M), c’est a dire, que I'application qui a M fait correspondre
M’, pour r > 1/2.
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Quitte a faire une permutation des coordonnées, on peut supposer que, localement,
I’équation du bord OU est
Ty — g(x1, .o, tpy_y) = 0.
SiM = (v1,....,2,) et M' = (Axy,...., Az,), la fonction A(zy, ....,z,), solution de
I’équation implicite
A, — g(Axy, ..., \x,—1) = 0,

ainsi que la fonction R(M) = ;\J(% sont de méme classe de différentiabilité que
I’équation du bord OU. [

Le lemme 3 est donc établi.

Partie locale du théoréme 1 (point 2)

Soit maintenant une application f standard e-réguliere de I’adhérence U d'un
ouvert U convexe borné de R™ dans R", nous allons voir que c’est localement un
homéomorphisme bilipschitzien.

Pour ce faire, nous commencerons par montrer que

Lemme 5. — Si B(a,e¢) C U, alors degré(f,B(a,e),f(a)) = +1.

On en déduira que f est ouverte et discrete dans Uy, = U — f~! (f(@U)), ce

qui impliquera que f est un revétement de C’, composante connexe de Uy, sur C”,
composante connexe de Vs = f(U) — (f(@U) = f(Uz;).

Il en résultera que f est localement un homéomorphisme bilipschitzien, globalement
si f(U) est convexe et si f(aU) = 8f(U),

Pour la théorie du degré la référence est K.G. Lloyd.
Démonstration du lemme 5.

Comme f est e-réguliere, I'intersection f~1(a)NS(a,e) = 0, S(a,e) étant la
sphere, bord de la boule B(a, e).

Désignons par F' I'application de la boule fermée B (0, 1) de R™ dans R"™ définie

par
fla+ex) — f(a)
€
D’apres le lemme 1 la fonction f est lipschitzienne de constante de Lipschitz standard
C, la fonction F' l'est aussi avec la méme constante, ce qui implique qu’elle est S-

F(z) =

continue de B(O, 1) dans R", il existe donc une unique fonction standard G de

B(O, 1) dans R™ vérifiant G(°z) = °F(°z).

Pour que I'application continue G' du compact B (0, 1) soit un homéomorphisme,

il suffit qu’elle soit injective, comme G et B(O, 1) sont standard, il suffit d’avoir

vz e B(0,1) ¥y e B(0,1) z#y = G() # G(y)
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ce qui est vérifié car

| G(2)=Gly) | =" F(x)="F(y) [= ° | F(x) = F(y) [ =
est appréciable.
Comme G est un homéomorphisme on a degré (G, B(O, 1) , 0) = +1.

Mais si z est un point du bord de B(O, 1), le segment [F(x),G(x)] ne contient
pas 0 car

fla+ex) — fla)

€

“(tF(z)+ (1 - )G(x)) = °F(°z) avec | F(z)|=| .

D’apres le théoreme de Poincaré-Bohl, cela entraine
degré(F,B(O, 1),0) = degré(G,B(O, 1),0> — +1.

Les changements d’échelle et les translations étant des difféomorphismes conservant
I’orientation, on a

degré(f,B(a,e),f(a)) = degré(F,B(O, 1),0) = =+1.

D’apres le lemme 1 la fonction f standard e-réguliere est lipschitzienne , donc
dérivable presque partout (H. Federer). On désignera par U? I’ensemble des points
de U ou f est dérivable.

Remarque. —La dérivée Df, de f en un point x de U? est inversible et il existe

-1
un nombre standard o tel que | (Dfm) | < Cl—r
On retrouve pour les points de U? le résultat

degré(f,B(a,e),f(a)) = signe det (Dfa) = =+1.

Démonstration de la remarque.

Si z est un point de U , on pose o'(z) = inf ’ (
lu|=1 z+eucU

Comme f est e-réguliere o’(x) est appréciable.

Soit {Za},c4 un ensemble fini contenant tous les points standard de U . Len-
semble {0'(Z4)},c 4 st un ensemble fini de réels positifs appréciables, le plus petit
d’entre eux, o', I'est aussi. Si 'on pose °c’ = 20, o est un réel standard strictement
positif.

Si x est un point de U?, on désigne par Df, la dérivée de f au point z et I'on
pose o”(z) = |i{1f1 | Df u|.

En un point a standard de U? on a Df u = O(M), ce qui nous donne

€

-1
°c'(a) = o"(a), la dérivée Df , est donc inversible et vérifie (Dfa) < 1 ]

Lemme 6. — L’application f est un revétement de C', composante connexe de
Uy, =U — f! (f(@U)), sur C", composante connexe de Vs, = f(U) — f(aU).
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Démonstration.

1. -D’apres la remarque, les points = de U¢ sont isolés dans f~! ( f (x)) et leur
index i(f, x) est défini par

i(f,x) = degré(f,B(a:,r),f(x)) = sz’gnedet(Dfm) = =*1
vr £t (f(x)) ﬂ(B(a:,r) — {x}) = 0.

On va montrer que cet index est le méme pour tous les points standard de U? et
donc pour tous les points de U¢ puisque U? et f sont standard.

Soient z et y deux points standard distincts de U?. Comme U est convexe, le
segment [z,y] est contenu dans U. Il existe alors un ouvert standard convexe V'
vérifiant

z,y cV CV C U

Quel que soit le point z de V, la boule B(z,e) est contenue dans U, on peut
donc poser

Vi ={z€V degré(f,B(a:,e),f(x)) = 41},

Vo ={z€V degré(f,B(a:,e),f(x)) = —1}.

En utilisant la ”continuité” du degré on montre que V, et V_ sont des ouverts, ce
qui implique que I'un des deux est vide puisque V' est connexe.

2. — Montrons maintenant que degré (f, B(l’, e), f(x)) = £1 implique que fis
est ouverte.

Pour ce faire, comme f et U sont standard, il suffit de montrer que, quel que
soit 'ouvert standard V' C U, f(V) est ouvert; et cela est vrai si pour tout point
standard b de f(V), il existe un voisinage ouvert de b contenu dans f(V).

Il existe un point standard a tel que f(a) = b. La boule B(a,e) est contenue

dans V. Comme f est e-réguliere, le compact f (83 (a, e)) ne contient pas f(a) = b.
Désignons par W; la composante connexe de R" — f (83 (a, e)) contenant b. C’est

un ouvert et le degré est constant dans W, égal a degré (f, B(a, e), b)) = +1+#0,
ce qui implique que, quel que soit y dans W, il existe x € B(a, e) tel que f(x) =y.

3. — Si b est un point de f(U) n’appartenant pas a limage du bord f(@U),
alors limage réciproque f~1(b) est constituée d’un mombre fini de points.

Comme f et U sont standard, il suffit de le démontrer pour b standard.
Soit donc b un point standard de Vs = f(U) — f(aU). Posons K, = f~1(b).

Les deux compacts standard K, et ¥ = f~! ( f(aU )) ont une intersection vide, la

distance § = d(K}, X)) est un nombre standard strictement positif.
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Si a est un point de K, on désigne par C, la composante connexe de K}, contenant

a. Comme ¢ est supérieur a €, la boule B(a,e) est contenue dans Uy = U — ¥ et
son bord 8(3 (a, e)) ne contient pas de points de K car f est e-réguliere, ce qui
implique que C, est contenue dans B(a, e).

Montrons maintenant que les points standard de K} sont isolés, ce qui implique,
comme K est standard que c’est vrai pour tous les points de K, et alors K, est
constitué d’un nombre fini de points car compact.

Soit donc a un point standard de K, le diametre de la composante connexe C',
est un nombre standard inférieur a €, par conséquent il est égal a 0, ce qui implique
C, = {a}.

Montrons par l'absurde que C, = {a} est la seule composante connexe de K,
contenue dans B (a, e).

Supposons donc qu’il existe plus d’une composante connexe de K, contenue dans
B (a, 68

Ky ﬂ B (a, e) D C, U C avec C, et C' compacts disjoints.

B, g

F@Ba,e)

Il existe alors deux ouverts disjoints V,, et V' contenus dans B (a, e) et contenant
respectivement C, et C.
Comme f est ouverte 'intersection, W) = f(V,) N f(V), est un ouvert contenant

b. D’autre part la composante connexe W;" de R" — f (83 (a, e)) contenant b est

un ouvert , par conséquent la composante connexe W;, de W/ W} contenant b est
un voisinage ouvert de b. Soit p assez petit pour que la boule B (b, ,0) soit contenue
dans W, et p/e infiniment petit.

Comme f est lipschitzienne, le complémentaire de I’ensemble des valeurs régu-
lieres de f, c’est & dire des points y dont I'image réciproque f~'(y) ne contient que
points z de U? olt f est dérivable est de mesure nulle (H. Federer), il existe donc
une valeur réguliere y contenue dans B (b, p).

v —al|

Si x appartient a 0B (a, e) on ne peut avoir f(x) =y car on aurait a la fois
< P et

f@) = fa)|

€ € €

Q.

L’ensemble K = f ~(y) ﬂ B(a, e) est un compact constitué de points isolés car y
est une valeur réguliere.
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Comme y appartient a la fois a f(V,) et f(V) et que ces deux ouverts ne se
coupent pas, on a
Ky =A{zy,...,25} avec k > 2

et on aboutit a la suite d’égalités contradictoires
L = degsé( £, B(a.€). f(@)) | = degré( £, B(a,€).y) | = k> 2

car 'index i(f, x;) est le méme et vaut £1 puisque les points z1, ...,z sont des
points de U?.

4. — 8i C' est la composante connexe de Us, contenant a et C" celle de Vx
contenant f(a) on a f(C") = C".

Soit V un ouvert dont ’adhérence est contenue dans U .

Comme f est continue et V' compact, ona f(V) = f(V), et comme f est ouverte
f(V) est contenu dans l'intérieur de f(V), on en déduit que

o(f(V)) ¢ f(V) = f(V)  f(oV).

Mais C’ est ouverte, le bord de son image 8( f(c! )) est contenu dans 'image de

son bord f(@C), elle-méme contenue dans, f(@U), I'image du bord de U, ce qui
implique f(C") = C".

5. — Conclusion de la démonstration du lemme 6.

Nous allons montrer que fo est un revétement de C' sur C” dans le cas ot le
point a déterminant C’et C" est standard, ce qui donne la conclusion en général
puisque f et U sont standard.

Un point x de Uy, est isolé, on peut donc définir son index i(f, z). Comme C” est
connexe par arc, un raisonnement analogue & celui fait pour les points de U¢ montre
que i(f,x) est le méme pour tous les points z de C".

Mais alors si y et z sont deux points distincts de C”, on a, en désignant par N(y)
et N(z) le nombre de points de f~!(y) et f~1(z) contenus dans C’

N(y) =|degré(f,C",y) | =] degré(f,C", z) | = N(2).
Désignons par k ce nombre, alors si x appartient a C’ on a
f_l(f(x)) NC = {z=wz,...,2}.

Soient Uy, ..., U, des voisinages ouverts disjoints de x1,...,x; contenus dans C'.
L’application f est ouverte, I'intersection f(U;)(...N f(Ux) est un ouvert ainsi
que la composante connexe Wy, contenant f(z) de cette intersection. Désignons
par W, lintersection de f~1 (Wf(m)) avec U;. L’application f est continue ouverte
et surjective de Wy sur Wy(,y. Elle est aussi injective, car s’il existait deux points
distincts 2’ et 2” de Wy vérifiant f(2') = f(2”) on aurait N(f(z')) > k+ 1, ce qui
est contradictoire.
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L’application f est donc un homéomorphisme de Wy sur Wy (,). Mais une application
qui est un homéomorphisme local et dont le nombre k de points de f~1(y) est
constant est un revétement.

Démonstration du théoréme 1.

Si le groupe fondamental 71 (C") est trivial, le revétement fior est trivial et f est
un homéomorphisme de C’ sur C”.

Dans le cas de la dimension 2, comme le complémentaire dans R? d’une courbe
de Jordan a deux composantes connexe , I'une bornée homéomorphe a une boule,
I’autre non bornée, on peut montrer que m(C") est trivial si f(U) est homéomorphe
a une boule, ce qui est le cas de ’application f construite dans le lemme 3.

1. — Une application standard e-réguliere d’un ouvert U de R™ dans R™ est
localement un homéomorphisme bilipschitzien.

Il suffit de montrer que f est un homéomorphisme bilipschitzien au voisinage des
points standard de U.
Si a est un point standard de U, il existe (par transfert) r standard tel que

B(a,r) CU et 8B(a,r)ﬂf_1(f(a)) = 0.

Mais alors, la démonstration précédente implique qu’il existe un ouvert standard
connexe C" de B(a,r) contenant a et un ouvert standard connexe C” contenant
f(a) tels que f soit un revétement de C’ sur C”. Si I'on prend 7’ standard tel que
B(a,r") soit contenue dans C” et que f soit un homéomorphisme sur son image, puis
r" standard tel que B(f(a),r”) soit contenue dans f(B(a,r’)), Papplication f est

bilipschitzienne de V' = B(a, ') f~* (B(f(a),r”)) sur son image f(V') d’apres les
lemmes 1 et 2.

2. — Pour que Uapplication f standard e-réguliére de U , adhérence d’un ouvert
U convexe borné soit un homéomorphisme global bilipschitzien il suffit que les deux
conditions supplémentaires suivantes soient vérifiées

limage f(U) est conveze et le bord de l'image Of(U) est l'image du bord f(OU).

Les hypotheses faites impliquent que f(U) = Vs et que m(Vs) trivial, ce qui
entraine que f est un homéomorphisme de U sur f(U).

Mais alors un raisonnement analogue a celui du lemme 2 implique que pour deux
points 2’ et 2" standard de U

f@) = [f@") = o' ="

L’application f continue injective du compact U est un homéomorphisme, bilipschitzien
a cause des lemmes 1 et 2.

Remarque. — On déduit du théoreme 1 la version suivante du théoréeme des
fonctions implicites :

Soit f(z,y) une fontion standard d’un ouvert U de R? x R? & valeurs dans R? et
(@, b) un point standard de U. Si la fonction f est e-réguliere en la deuxiéme variable
y et vérifie

V(IM,N)eUxTU | M-N |= £e = | f(M)—f(N) |= Le,
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et f(a,b) = 0,
alors il existe une et une seule fonction lipschitzienne ¢ définie au voisinage de a
telle que ¢(a) =b et f(z,¢(z)) = 0.

3 Approximations PL (affines par morceaux).

Nous allons généraliser la démarche faite pour la démonstration du théoreme des
fonctions implicites discret : chercher des hypotheses qui, quoique portant uniquement
sur la tabulation de la fonction, permettent de démontrer des propriétés de la
fonction si elle est standard ou de son ombre dans le cas général.

Pour ce faire nous commencerons par définir la notion d” approximation e-PL qui
généralise a une fonction de plusieurs variables la notion de tabulation a e-pres et
nous en déduirons une caractérisation des approximations e-PL de difféomorphismes.

Puis nous nous intéresserons aux applications localement bilipschitziennes. Nous
commencerons par donner une condition géométrique suffisante pour qu'une application
PL soit localement bilipschitzienne que nous comparerons a celle, analytique, figurant
dans l'article de F. John “On Quasi-Isometric Mapping I” et nous en déduirons
une condition suffisante pour que 'ombre d'une application e-PL soit localement
bilipschitzienne.

Pour finir nous adapterons la démonstration de I'article de A. Mas Colell ”Homeomorphism
of compact convex sets and the jacobian matrix” pour montrer que des hypotheses
discretes suffisent pour que 'ombre d’une application e-PL soit un homéomorphisme
global.

1. — Approximations e-PL

Définition 3. — Soit K un polytope de R". Une collection finie (TQ)QGA de sous
ensembles de IC sera dite triangulation de IC de sommets Ky si
1. Les éléments T, sont des n-simplexes.
On désignera par Ky I’ensemble de leurs sommets.
2. Chaque x de KC appartient a au moins un simplexe T,,.
3. Si deux simplexes T, et Tjs se coupent, c’est selon une (n — 1)-face. On désigne
par R(T,) le rayon de la sphere circonscrite a T,, et par 1r(T,) le rayon de la sphere
inscrite dans Ty,.
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On dira que la triangulation est e-réguliere si
R(T,)=@e¢ r(T,) =Q@c

cas d'un triangle équilatéral
foptimal, c'est le plus"rond”)
(le rapport Rér est Ie plus petit)

Définition 4. — On dira qu’une triangulation e-réguliére d’un polytope K est
une triangulation e-réguliéere d’un ouvert U convexe borné si K est contenu dans U

et si d(@U, 8IC) =e€l.

Définition 5. — Soient (T a) ., ume triangulation e-réguliére d’un ouvert U

convexe borné de R", fune application de U dans R".
L’application PL (affine par morceaux, c’est a dire affine sur chaque simplexe T,)
f sera dite approximation e-PL de f, si quel que soit le sommet A de Ky on a

| FA) = f(A) | = €.
L’objet de ce paragraphe est d’établir :

Proposition 2. —Si U est un ouvert convexe borné standard de bord U de
classe C!, alors il existe une triangulation e-réguliére de U.

Cette proposition résulte des deux lemmes qui vont suivre.

Lemme 7. —Si L est une application linéaire standard inversible et si L' est
une application linéaire vérifiant | L' | = 0, alors 'image par L+ L' d’un simplexe e-
régulier est un simplexe e-régulier et, réciproquement, si I’'image par une application
linéaire L d’un simplexe e-régulier est un simplexe e-régulier alors L = L+ L' avec
L linéaire standard inversible et L' linéaire vérifiant | L' | = ).

Démonstration.

Comme | L7’ |[< 1, Papplication linéaire L + L' = L(I + L~'L’) est inversible.

Désignons par 7' le simplexe de départ, par 7 son image par L + L', par d(7)
et 0(7) la largeur minimum et le diametre de 7.

On a

HT) (D)
[@+L) ] = 21T

dT) >r(T)infm= | (L+ L)W |=
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NT) =|2 =" |=[(L+ L)L+ L) = (L+ L) 2") [<| L+ L'| 2R(T),
Les inégalités (M. Berger, géométrie T.3)

n
T)<,[z7—=0(T
R(T) < 2(n+1) o7)
ﬁ si n est impair,
tr(7T) > d(T =
et r(7) > c(n)d(7T) avec ¢(n) % si n est est pair,
impliquent
T
%%%%SﬂﬂdmgrUMEMﬂ§5U)§ﬂLWR@)

On a donc bien
r(T) = Qe = R(T) = 1r(T) = Qe = R(T).

Réciproquement, comme I'image 7 par £ du simplexe 7" est un simplexe, I’application
L est inversible.
D’autre part, on a, pour | u |= 1, les inégalités

| 2r(T)Lu | < 2R(T) et | 2r(T)L ' | < 2R(T)
qui impliquent
R(T)
r(T)

ce qui entraine que I'ombre L de L existe et est inversible.

—a et |£t< D _g

< s

Lemme 8. —Soient T, un simplexe e-régulier presque standard (i.e. pour un
point donc pour tout point x € T, 'ombre °z existe) et f une approximation e-PL
dans T,, d’une application f de classe S', alors on a

Df = L+ L' avec L =Df,, et L =0.

Démonstration.

Soient Ay, ..., A,y1 les sommets de T, et \;(z) les coordonnées barycentriques
(z = Xihi(z) A).

Comme f est de classe St, quels que soient les points x, y vérifiant °z =° y on a

@) _,

f(@) = 1) = Lz —y) + elw,y) avee =200

D’autre part, si 2’ et 2” sont deux points diamétralement opposés sur la sphere
b
inscrite dans T,, on a

P
1> M(2) = M(2") | = 2¢(To) | DAT | avee @ = Z_ZZ
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27’(1T) '

Si f(A;) = B;, on obtient,Vx,y € T,, en désignant par G le barycentre de T,,

ce qui implique | D); | <

~

fl@) = fly) = Lz —y) + 3 (DN (@ =) (Bi = f(4) + (G, 4)))
ce qui nous donne le résultat annoncé

Df = L+L avee |L|<

Démonstration de la proposition 2

Une homothétie et une translation standard permettent de se ramener au cas ou
le cube standard C' = [—1, +1]" est contenu dans U.

Soit w l'entier infiniment grand égal a la partie entiere de % On lui associe "la
triangulation canonique” de C' dont les sommets sont les points (2....22) les entiers
iy vérifiant 0 <| iy, |< w.

Comme dans le lemme 4, on construit un homéomorphisme f du cube C sur U
en posant

-G r(M) —
OfM) = o2 e 1)

(1- 92| M| -1)) + 700

la norme | | o étant celle du sup.

Soit f l'appproximation e-PL de f vérifiant f(A) = f(A) aux sommets de la
triangulation canonique de C' et K = U,ca Tu, la triangulation image par f de "la
triangulation canonique” de C. L’application standard f étant C*>° par morceaux,

c’est une triangulation e-réguliere de K.
—

Soit z un point du bord QU de U. Désignons par n(x) la normale unitaire au
ﬁ

R Or ——
plan tangent a OU en x. On a ﬁ .n(x) = @ > 0.
x
Soient T, = {Ai,..., Ani1} le simplexe dont la face {A;,..., A,}, située sur le
ﬁ
bord de K est coupée en 2’ par Oz, H I'hyperplan passant par {A;,..., A,} et 7 la
— —_—

N . ’ N d 7 .
normale a H orientée dans le méme sens que n(x). On a °v = n(°z), désignons
—
par n ce vecteur.

%
Soient x” la projection orthognale de = sur H et 6 I'angle que fait 2/ avec 7
dans le 2-plan passant par x,z’;z”. On a cos(f) = Q.
Si I’équation du bord U au voisinage de x est u(z) = 0, on a la suite d’égalités

0 = wu(x)
-, — — -, — —
= w(Ay) + gradua, Az’ + | Ay’ | 0 + graduy.x’'x+ |2’z |0
— N A T — N -
= k+0)(a+ 0) A"+ | A2 |0+ (E+0)(0' + 0)a’z+ |22 |0

—_—
avec k =| graduo, |= Q.
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Ce qui donne

0 = |A1:E|@—l- :E:E—|—|:E:E|@
= £e®+|:£:v|(cos9+@),

ce qui implique
%
d(z,K) <| 2’z | = €0,

soit, puisque x est un point quelconque du bord,
d(OKC, OU) = €.

Proposition 3. — Soient f une application standard de classe C' dans un ouvert
contenant U, 'adhérence d’un ouvert standard convexe borné de R™ & valeurs dans
R™ et f une approximation e-PL de f relativement a une triangulation e -réguliére
de U.

Alors f est un difféomorphisme dans U si et seulement si f est un homéomorphisme
transformant chaque simplexe e-régulier T,, en un simplexe e-régulier f(T,).

Démonstration

0.- II est naturel qu’aussi bien dans le sens de f vers f que dans le sens de f
vers f il faille une condition supplémentaire disant qu’a une échelle infinitésimale la
linéarisée de f est bijective.

En effet, si 'on prend pour f 'application de [—1, 1] dans [—1, 1] qui a z fait
correspondre x, on peut trouver des approximations e-PL de f avec € = () qui ne
sont pas des homeomorphlsmes mais justement f n’est pas un difféomorphisme.

Si I'on désigne par f, la restriction de f & T, on a, en désignant par a 'ombre
des points de T,

d’apres le lemme 8

Df, = Df, + L avec | L' |= 0
et d’apres le lemme 7
Dfy = Lo+ L'y avec | L'y |= 0

et L, standard inversible équivaut a ce que l'image fa(T ) soit un simplexe
e-régulier.

La condition sur I'image des simplexes par f équivaut donc a la condition ” f est
une immersion”.

1.-5i f est un difféomorphisme alors f est un homéomorphisme.
Supposons qu’il existe deux points z # y tels que x = .

Premier cas : |z —y |= 0
Comme K est convexe, le segment [z, y] est entierement situé dans K.

. . _— . 7
Soient x = xg, x1,...,2; =y, des points de [z, y] le vecteur x;z,41 étant orienté

~ — [N . , .
dans le méme sens que xy et entierement situé dans un simplexe T, et L = Df,
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avec °cz = a = °y. On a alors

0 = f@)-f) - z (Flzimn) — fla)
= Z:__ ((L + L'y, (i1 — fz))
= L(z —y) + :_; (P (@is1 = 1))
avec | L'y, |= 10,

ce qui implique

|y —a |<|L7" | sup | Lg,

ly—2z|=Q0 |y—=x|,

ce qui est impossible.
Deuxiéme cas : |y —z | = Q.
On aurait

fex) = f(x) =° f(x) =° f(y) =" fly) = f(°y) avecz # °y,

ce qui est impossible si f est un homéomorphisme.

2.-5i f est un homéomorphisme alors f est un difféeomorphisme.

Comme f est une immersion, ¢’est un homéomorphisme local, pour montrer que
¢’est un homéomorphisme il suffit de montrer qu’elle est injective c’est-a-dire

\v/S (l’/, I//) f‘(x/) — f(a,://) _ CL‘/ — $//‘

Supposons donc qu’il existe deux points standard z’ et x” vérifiant f(z') = f(z”).
Comme f est un homéomorphisme local standard, il existe une boule ouverte
B(x',4r) telle que la restriction de f a cette boule soit un homéomorphisme.
Si z € T, est un point de K on a, en désignant par A, un sommet de T},

~

f(z) = f(Aa) + Dfor(z = Ad)+ | 2= Aa | 0

f(Aa) = °f(Aa) = [(°Aa) = f(%2)

ce qui implique Of(z) = f(°2).

L’image f(S(x',3r)) de la sphere S(z’,3r) est une sphere topologique séparant
R" en deux composantes connexes et ne coupe pas 'image f (S(2',2r)) car dans le
cas contraire on aurait

F(°2) =2 f() =° f(2") = f(°2") avec 2’ € B(a',2r) et 2" € S(a', 3r)

ce qui est impossible car la restriction de f a B(z',4r) est un homéomorphisme.
On a donc

~

f(B(z',2r)) C f(B(z,3r)).
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En échangeant les roles de f et f , on montre

f(B(',r)) C f(B(a',2r)).

En prenant p standard tel B(f(z’), p) soit contenue dans f(B(z’,7)), on obtient la
suite d’inclusions

B(f(a"),p) C f(B(«',2r)) C f(B(x',3r)).

Comme °f(z') = f(z') = f(2") =° f(z"), les points v/ = f(z') et ¥ = f(2") sont
situés dans la boule B(f(z'),p), le segment [y, y"] est lui aussi entierement situé
dans cette boule.

L’intersection du segment [y, '] avec f (T%) est soit vide soit un segment [y, y].
Si l'on oriente le segment [y, y"] de y' vers y”, il existe une suite croissante yg =
y <y <...<yny =1vy" de points de ce segment telle que le segment [y;, y;+1] soit
'intersection de [y/, y"] avec le simplexe f (T.,,).

On a alors, en posant f,, = f|Tai, L; = Dfoy, avec A; sommet de T, et
z; = fy;)
Yir — i = flxin) — f(20) = Dfa,(zis1 — )
= (Li + L, ) (w341 — x3) avec| L), |=0

ce qui donne
Tipr — 2 = L (T4 Ly, L) 7 (Yin — i)

et donc

1

Tign —x; | <| L1
| i+1 Z|—| 7 |1_|LZ—1||L/QZ

||yi+1—yi|§2|Li_1|?/i+1—yi|-

L.

Si l'on désigne par k la plus grande des normes | L .| Ly |, on obtient la

suite d’inégalités
|2 =2 [ <D @i =i [ 2k [y —yi | = 2k [y =y | = £0
ce qui implique 2”7 = 2’ puisque z” et 2’ sont standard. [

2. — Sur les applications ”quasi isométriques” selon F. John.

Dans cette partie la norme utilisée est la norme euclidienne.

Définition 6. — Soit f une application d’un ouvert V de R™ a valeurs dans R".
On pose
y—w |y — x| vy -

Si f est une application affine, f(x) = Lz + b, on a

0 si L n’est pas inversible
D, f =|L] D" f = 1

si L est inversible.
| L~
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Par conséquent, si f est une application C*¥ avec k > 1 d’un voisinage de I’adhérence
U d’un ouvert U borné de R™ vérifiant detDf, # 0 de sorte que f est un homéo-
morphisme local, on a, en posant
. 1
m=inf ———— M=suwp|Df|,
U | (Df.) | vel

0<m< D, f<D,f <M< +c0.

La proposition suivante de F. John précise les propriétés d’un tel homéomorphi-
sme local, et nous établirons -théoreme 2- une extension de cette propriété avec des
hypotheses discretes.

Proposition 4 (Theorem III de F John). — Soit f un homéomorphisme
local d’une boule B(a,r) de R™ a valeurs dans R". S’il existe deux constantes m et
M telles que I'on ait

0<m< D, f<DSf <M< +oo,

alors f est un homéomorphisme bilipschitzien de la boule B(a,*r) sur son image

M
vérifiant
mlz—y|<|flx)-fly)|<M|z—y].

Le rapport §; peut étre tres petit, prendre f(z) = e” et la boule B(0, 27), mais
la proposition 4 affirme seulement qu’il existe une boule centrée en a de rayon au
moins 777 ou f est injective et ne donne pas le plus grand domaine ot f est injective.

Dans le cas C!, A. Ostrowski avait démontré le résultat une vingtaine d’années
auparavent.

Proposition 5. — Une application PL f d’un polytope triangulé K = Upca 1o
de R" a valeurs dans R™ qui vérifie les deux conditions suivantes
1. I'image d’un simplexe est un simplexe et les images de deux simplexes adjacents
sont deux simplexes ajacents,
2. f ne double pas les angles,
est un homéomorphisme local dans I’ ouvert U , intérieur de IC.

Précisons ce que I'on entend par angles et
doubler les angles d’un simplexe T,.

Soient oy et o9 deux (n-1)-faces de T, se
coupant selon la (n-2)-face o9, 'angle ;5 de
T, est 'angle que font les demi-droites traces
de oy et 05 dans le 2- plan orthogonal a o1s.

Si 7, est 'image par f de T,, on désigne
par 6’15 'angle que font les demi-droites traces
de f(oq) et f(o2) dans le 2- plan orthogonal a
f(o12), on dit que f double 'angle 6,5 de T,
sil’on a 9/12 2 2912.

Cette proposition 5 a comme corollaire :
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Theorem V de F John. — Soient U un ouvert, intérieur d’un polytope
triangulé K = UqecaTwn et f une application PL c’est-a-dire affine par morceaux,
la restriction f, de f a T, vérifie fo(X MAY) = S Nif(AS). Pour que f soit un
homéomorphisme local dans U, il suffit que les deux conditions suivantes soient
vérifiées

(i)detDf, > 0 (i) Dy fo < 2Dy fa.

L’interprétation géométrique de la condition (i) est simple :

I'image d’'un simplexe (de dimension n) est un simplexe (de dimension n) et les
images de deux simplexes adjacents (ayant une face de dimension n — 1 commune)
sont deux simplexes adjacents.

La condition (ii) s’écrit

-1
condDf, =| Dfa || (Dfa) | < 2
et I’on va montrer que cela implique que ” f ne double pas les angles”.

Démonstration de la proposition 5.

Comme par hypothese f, = fi7, est affine inversible , I'application f est discrete
(deux points ne peuvent avoir méme image que s’ils appartiennent a deux simplexes
distincts) et le nombre de points de f~1(f(z)) est fini, inférieur ot égal au nombre
A de simplexes.

De plus, f étant continue et K compact, f est fermée.

Sin > 3 on désigne par IC,,_3 la réunion des faces de la triangulation de dimension
inférieure ou égale an — 3 et I'on a :

dimf=' (f(Kn-s)) = dimf(Kns) = dimk, s = n -3,

Nous allons d’abord montrer que f est un homéomorphisme au voisinage de tout
point a de U — KC,,_3, puis nous en déduirons que f est aussi un homéomorphisme
au voisinage des points de U N KC,,_3.

Soit donc a un point de U.

Si a est situé a l'intérieur d’un simplexe T}, la restriction de f a l'intérieur de
T, est un homéomorphisme bilipschitzien.

Si a est situé a l'intérieur d'une (n-1)-face 0 commune a deux simplexes T, et
T3, comme f(T,) et f(Tj) sont deux simplexes adjacents le long de la face f(o), la
restriction de f a l'intérieur de la réunion 77, |J 75 est un homéomorphisme.

Si a est situé a l'intérieur d’'une (n-2)-face o commune a 7T, ..., Ty, , la numé-
rotation étant choisie de fagon a ce que T,,,, ait une (n-1)-face commune avec T,
et Ty, avec T,,, on désigne par 6; I’angle que font les deux demi-droites, traces dans
le 2-plan 7 orthogonal & ¢ en a des deux (n-1)-faces de T, ayant la (n-2)-face o
commune.

On a alors 0, = 27.

Si l'on désigne par 7", les simplexes images des T, et par par ¢’; 'angle que
font les deux demi-droites, traces dans le 2-plan 7’ orthogonal a f(o) en f(a) des
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deux (n-1)-faces de T”,, ayant la (n-2)-face f(o) commune, I’hypotheése "les images
de deux simplexes adjacents sont deux simplexes adjacents” implique

ZQ'Z- = 2km  avec k entier.

Mais I’hypothese ” f ne double pas les angles” implique

ZQ’Z- < 2291 = 47’(‘,
on a donc
ZQ’Z- = 21 = ZQZ
La restriction de f al'intérieur de la réunion 7T, U. .. UT,, est un homéomorphisme.
Sin = 2 on a fini, sinon il faut encore examiner le cas des points de U N XC,,_3.

Comme U = U — K, _3 est connexe, 'index i(f, z) est le méme (41 ou —1) pour
tous les points x € 0, mettons +1.

Soit maintenant un point a € U K, _3, o la face contenant a dans son intérieur
et Ty, ..., Ty, les simplexes ayant o comme face.

On commence par choisir 7 assez petit pour que I'adhérence de la boule B(a, )
soit contenue dans la réunion T,, U...UT,,, puis p assez petit pour que I’adhérence
de la boule B(f(a),p) soit contenue dans la composante connexe Wy, de R" —
f(@B(a,T)) contenant f(a).

Comme il existe un point y qui appartient a (f(Tal) — f(’Cn_g)) NB(f(a),p),
on a la suite d’égalités

degré(f, B(a,r), f(a)) = degré(f, Bla,r),2) V2 € Wy
= degré(f,B(a,T),y) = N(y) > 0,

en désignant par N(y) le nombre de points de f~!(y) contenus dans B(a,r).
I1 en résulte que I'application fp(a,) est surjective sur Wy, I'application f est
aussi ouverte au voisinage d’un point de a € U K, _3.

Soit €’ la composante connexe contenant a de f~* (B (f(a), p)) N B(a,r).

Comme f est continue et ouverte et que 'adhérence B(f(a),p) ne coupe pas
I'image du bord f(@B(a,T)) on a

(17 (BU@.0) NB@r) = BI@p) e f(C) = Blfa).p).

Posons W = B(f(a),p) — f(Kn_3) et W' = C' — f‘l(f(lCn_g)).

L’ouvert W étant connexe, 'application f est un revétement de W’ sur W” (cf.
Conclusion de la démonstration du lemme 6 ) -en fait, un homéomorphisme car le
groupe fondamental (") est trivial.

Mais si pour un point z de B(f(a),p) N f(K._3) I'image réciproque f~!(z)
comprenait au moins deux points dans C’, comme f est continue et ouverte il
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existerait un point y de W” tel que f~!(y) comprenne au moins deux points dans
W' ce qui est impossible.

L’application f est donc une bijection de C’ sur B(f(a), p), continue et ouverte,
par conséquent c’est un homéomorphisme de C' sur B(f(a), p).

Montrons maintenant que, s’il existe un indice o pour lequel f “double I’angle 0
de T, 7, alors condDf, > 2 .

Soient ag, . . ., a, les sommets de T, et 7, son image, les sommets de 7, étant les
points by = f(ag),...,bn, = f(a,). On désigne par 6 I'angle défini par la (n-1)-face
012 de sommets ao,...,a,_ 2, c’est-a-dire ’angle que font les faces o7 de sommets
ag, . .., 0n_2,0n_1 €t 09 de sommets ag, ..., 0, 2, y.

On pose fo = fir.-

Par le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt on construit une premiere

base orthonormée (uq,...,u,) telle que les sous espaces vectoriels engendrés par
—_ _ . A~ . EEN 7
(apai ..., apa; et par (uy, . .., u;) soient les mémes, puis une deuxieme base orthonormée

(v1,...,v,) telle que les sous espaces vectoriels engendrés  par
(l?bl), e bo_bZ) et par (vy,...,v;) soient les mémes.

Pour simplifier, on va supposer ag = 0 = by.

On désigne par 7 le 2-plan engendré par u,_; et u, orthogonal & o5 et par ' le
2-plan engendré par v,_; et v, orthogonal & f(cys).

L’angle 0 est ’angle que font dans 7 les deux demi-droites d; et ds traces de oy
et 0y. On désigne par 0’ 'angle que font dans 7’ les deux demi-droites d] et d,, traces
de f(o1) et f(o2).

Soit B = (b;;) la matrice associée a f,. Comme B est inversible il existe une
matrice orthogonale () et une matrice triangulaire supérieure inversible A = (a;;)
telles que I'on ait B = Q A.

Désignons par g eth les endomorphismes associés aux matrices ) et A. On a donc
Ja = goh.

Cela implique condf, = condh.

D’autre part comme g est une transformation orthogonale, le plan g—!(7’) est
orthogonal & g~*(f.(c)) et 'angle que font les demi-droites g~ (d}) et g~*(d}) dans
g~ (') est le méme que celui de d} et d), dans 7.

Par conséquent, il suffit de se restreindre au cas des matrices triangulaires supé-
rieures pour étudier la relation entre conditionnement et doublement de ’angle.

On va donc supposer que () est 'identité.

On pose
_ [@n—1n—-1 Qn—-1n
Ay = < 0 Apn )

c’est la matrice de la composition de la restriction de f, a 7 suivie de la projection
sur 7.
Soit X un vecteur unitaire de 7, comme on a

AX = A X + X' avec X’ orthogonal & 7/,

on en déduit | AX | >| A2X |, ce qui implique | A | > Az | .
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Soit Y un vecteur unitaire de n’, comme on a
AT'YY = A,7'Y 4V’ avec Y/ orthogonal & T,

on en déduit | A7'Y | >] A;7'Y |, ce qui implique | A71 [ >] A7 |
Il en résulte que 'on a condA > condAs;.
Comme condk Ay = condA; Yk # 0, on peut supposer que 1’on a

1 a
we(0)

On a condA; = ,/:\\—;, A1 étant la plus grande et Ay étant la plus petite des valeurs

propres de A3 A,. Si l'on pose t = 1+ a® + b? et A=t —4b? on a

X; = i+§ et condA; < 2 équivaut at < 2| b], c’est-d-dire

5
1+a2+b2—5|b|<0

(nous ferons la démonstration dans le cas b > 0 ).

Par hypothese u,,_; est le vecteur directeur de la demi- droite d; trace dans 7 de
la face o1 = (ag,...an—2,an_1) €t u = cosOu,_1 + sinfu, est le vecteur directeur
de la demi-droite dy trace dans 7 de la face oo = (ag, ... an_2,ay).

De méme,v,,_; est le vecteur directeur de la demi- droite d} trace dans 7’ de la
face f(o1) = (bo,...bp—2,bp—1) €t v = cosu,_1 + sin v, est le vecteur directeur
de la demi-droite d,, trace dans 7’ de la face f(o2) = (bo, .. .bn—2,bn).

Si f double I'angle c’est-a-dire si ¢ > 26, on a

/ dy dy
R R >
0/ 70 > 20 avec 70 0,

ce qui implique max %% > 2.
Mais d’apres le lemme 9 qui suit ceci équivaut a condAs > 2.

Lemme 9. —Soit b > 0 et f un endomorphisme de R? dont la matrice dans la

base canonique est A = <(1) b) On pose

pcosp) (1 a rcosf
psing)  \0 b) \rsinf)’
Les trois conditions suivantes sont équivalentes
1. M = maxfl‘g < 2
2. condf < 2
3. les points (a,b) sont situés a I'intérieur du disque a* + (b—2)? < &

avec condf = M = 2 sur le bord du disque.

Mais le fait que max fw = condA > 2 n’implique pas que A double toujours les

angles, cela dépend du simplexe.
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Prenons, par exemple, pour A la matrice dont le conditionnement est 3,

10
0 3
si T est le simplexe de sommets ag = (0,0) a; = (1,0) ay = (0,1), A ne double
pas les angles de T,
par contre si T est le simplexe de sommets ag = (0,0) a3 = (1,0.1) as = (1, —-0.1),
A double I'angle ajagas de T.

Démonstration du lemme 9

On a J Lo
+1
d_z — b(1 IR = g(t) avect = tand.

Les extrema de ¢(t) sont atteint aux points ou la dérivée

at? — (a*+ 0> — 1)t —a

'(t) = 2b :
7 ((1+at)* +b°?)

est nulle.
Sia=0on a

M- 1/b sibgl‘
b sib>1

Sia# 0 on pose A = (a? +b? — 1)% + 4a?

(a>+b*—1) — VA ; (a>+b>—1) + VA

t - et
! 2a 2 2a

le maximun de g(t) est atteint pour ¢t = t; et il est supérieur a la limite 21 la
a

limite de g(t) pour t tendant vers £oc.
De I’égalité
at? — (a®* + bt +t,—a = 0

on déduit
at} +1; = (a® + b))t} + aty
puis
at? + 12+ 1+ at; = (a* + bt} +aty + 1+ aty
et donc

241 b
M = g(t,) =b 1 = .
9(h) (at; + 12+ 022 at; +1

D’autre part, comme
A = (a®+0* =1 +4a® = (a®+b* +1)* + 4b?

on a

(1+a+0)—vVA  (1+a+0°)-A  (1+a*+0°)-A

condA_J(”a%szﬂ_¢<1+a2+52>2—ﬁ 2b
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_ (a24+b2-1) — VA

ce qui donne puisque t; 5 ,

2b

dA = 22
con 2at; + 2

Mais on a vu précédemment que condA était strictement inférieur a 2 si et
seulement si le point (a,b) est a l'intérieur du disque

5 5 9
2 | 72 (.2 9% I
(1+a+b —§b<0) = (a® + (b < 16)
et égal a 2 au bord de ce méme disque, ce qui établit le lemme.
En passant on peut remarquer la dérivée de condA par rapport a a est du signe
de a et que le minimum 1 de condA est atteint au point (0, 1).

Du lemme 7 et des propositions 4 et 5 on déduit le théoreme suivant :

Théoreme 2. —Soient U un ouvert borné standard muni d’une triangulation e-
réguliere (T a) .y Joune aplication de ICy (les sommets de la triangulation) a valeurs

dans R™ prenant une valeur presque standard en un sommet et f I’application PL
définie par f(a) = fo(a) quel que soit le sommet a de la triangulation. Si f vérifie
les conditions suivantes

(i) 'image par f d’un simplexe e-régulier est un simplexe e-régulier et les images de
deux simplexes adjacents sont deux simplexes adjacents,

(ii) f ne double pas les angles (hypothése vérifiée si condf < 2 ),

alors il existe deux constantes standard 0 < m < M < oo telles que, quel que soit le
point a de U la fonction f ombre de f soit un homéomorphisme de la boule B(a, 7;7)
sur son image vérifiant

mlz—y|[<|[flz)=fly)|< M|x-y]|,

en désignant par B(a,r) la plus grande boule de centre a contenue dans U.

Si f est une approximation e-PL d’une fonction standard g, on a f = g, des
propriétés de la tabulation fy de g suffisent donc pour affirmer que g est localement
bilipschitzienne.

Dans le cas particulier de R? le théoréme 2 s’énonce plus simplement. En effet
on peut paver R? par des triangles équilatéraux de coté e. Si I'on désigne par K,
I’ensemble fini des sommets de ces triangles contenus dans 'ouvert U et par fy une
application de Ky & valeurs dans R? prenant une valeur presque standard en un
point de Iy, alors, d’apres le paragraphe 7 "Remarks on Discrete Quasi-Isometric
Mappings” de I'article de F.John, on a la conclusion du théoreme 2 des que f, vérifie

M’ 4
/ / r _ / of e
m'e <| fo(a) — fo(b) | < M'e avecm’ = @ = M’ et (m’) < 77
quels que soient les sommets a et b de Ky voisins (c’est-a-dire appartenant au méme
triangle, un sommet a six voisins. )
Il n’y a pas de résultat analogue pour R™ avec n > 3 car il n’est pas possible de
paver R™ avec n > 3 par des simplexe réguliers.
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3. — Une version discréte des conditions d’homéomorphie globale de
A.Mas-Colell

Enoncons les résultats de A.Mas-Colell.

1. — Soit K un polytope de R" et f : K — R™ une fonction C!. Si pour tout = €
IC et tout sous espace L C R™ engendré par une face de K qui contient z, ’application
npoDf,: L — L aun déterminant positif, alors f est un homéomorphisme.

2. — Soient U l'adhérence d’un ouvert U convexe borné de R" de bord C! et
f: U — R™ une fonction C'. Si pour tout = € U le déterminant de la dérivée est
positif, detDf, > 0, et si pour tout x € JU la restriction a T, ’espace tangent
en z au bord JU, de I'application linéaire D f est définie positive, (< u, Df u > >
0 YueT, u#0), alors f est un homéomorphisme.

Nous allons reprendre sa démarche en ’adaptant a nos hypotheses ”discretes”,
le passage & I'ombre remplacant le passage au cas C!' de ’énoncé 2.

Proposition 6. — Soient I = U T, un polytope de R™ tel que (Ta)aeA soit
acA

une triangulation e-réguliére d’un ouvert U convexe borné standard de bord C' et f
une application PL relativement a la triangulation (T a)aeA.
Si les hypothéses suivantes sont vérifiées
(i) 'image f (T a) d’un simplexe e-régulier est encore un simplexe e-régulier, les
images de deux simplexe adjacents sont deux simplexe adjacents, il existe un simplexe
T,, tel que fao = flTao respecte 'orientation et, parmi tous les sommets, il en existe
un dont I'image par fy est presque standard,
(ii) quel que soit le simplexe T,, ayant une (n-1)-face o située sur le bord 0K de K
et quel que soit le vecteur unitaire u tangent a o on a <u,Df u>= Q@ > 0,

alors 'ombre f de f est un homéomorphisme de U sur f(U).

Remarque. —Si l’on part d’une application f standard et si une approximation
e-PL f de f vérifie les hypotheses du théoreme 3, alors f est un homéomorphisme.
En particulier, si f est une application standard vérifiant les hypotheses de I’énoncé 2
de A. Mas-Colell, le théoreme 3 constitue une démonstration de cet énoncé 2.

Démonstration.

Les hypotheses (i) entrainent que la dérivée de fa = f|Ta a pour ombre une
application linéaire inversible, que f respecte l'orientation et que 'ombre f de f
existe.

Comme A.Mas-Colell, pour tout = € R", désignons par z(z) le pied de z, 'unique

~

élément de I minimisant | z — x | pour z € K, et étendons f en une application F’
de R™ dans R™ en posant

F(z) = f(z(x)) + 1z — z(x)

et pour y € f(IC) définissons l'application G de R" dans R" par G(z) = F(x) —y.

Soit w infiniment grand , alors, pour x appartenant au bord de la boule B(0,w),
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on a :

<z,Gz)> = Wwi-<uxzz(x)+y— flz(z)) >
> W-wl|z@) +y—flz22))] =wi-—wf >0

et alors Gpp(ow) est de degré 1.

L’image F(S) de I'ensemble S des points ou F' n’est pas dérivable ne contient
pas d’ouvert.

En admettant la version suivante du lemma 1 de A.Mas-Colell

“en un point x ¢ S on a detDF, =Q > 0"

on obtient, si 'ensemble G71(0) NS est vide,

Z signe det DG, =1
z€G~1(0)

ce qui implique que G~ (0) N B(0,w) est réduit & un point et donc que la restriction
de F' a l'intérieur de C est bijective.

Montrons maintenant qu’en un point z ¢ S on a detDF, = @ > 0

Si T est situé a l’intérieurA d’un simplexe T, on a le résultat car det DF, =
det Df, > 0 et 'ombre de Df, est une application linéaire inversible.

Si z n’appartient pas a S et n’est pas situé a U'intérieur de K le vecteur x — z(x)
est perpendiculaire a une seule face o de K, celle qui contient z(z). Soit (u1, ..., uy)
une base orthonormée directe de R” telle que (uy, ..., u,) soit une base de o.

Si T, est un simplexe ayant o comme p-face et si la matrice de D f, par rapport

/
a cette base est A = (ai j)izlmn celle de DF', est <A 0) en posant

A" T
7=1
A = (ai j)izlmp et A” = (ai j)i:pﬂmn ce qui donne det DF, = det A’.
Jj=l..p j=l..p
Soit SP la sphere de rayon 1 dans le sous espace vectoriel engendré par (uq, . .., u,),
on a

ko = i&fp <u,Dfau >=Q > 0,

-1
la matrice A’ est définie positive, son déterminant est positif et I'on a i > | (A’ ) |.
Mais alors on a

| Dfy | +1

; -1
| DF, |<|Dfa |41 et | (DF.) |< T

I’ombre de DF, est donc une application linéaire inversible de déterminant positif.
Mais R™ est partitionné en un nombre fini de cellules a I'intérieur desquelles F' est
dérivable de dérivée constante : les simplexes Ty, et les cones C, = {z € R" = K |
z(x) € o} relatifs aux faces o du bord de K.
I1 existe alors deux constantes m’ appréciable positive et M’ limitée telles que
pour tout point x ¢ S on ait

-1 1
|DF,|< M et |(DF.) |<—.
m
Soit V un ouvert standard convexe borné contenant U . L’argument de A.Mas-
Colell utilisant le degré permet de montrer que F' est un homéomorphisme de V' sur
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son image et le theorem III de F. John nous dit que, si la boule B(a, ) est contenue
dans V on a, pour z, y dans B(a,r),

m' |z —y|<|F(x)-Fy) < M|z —y].

Comme V est convexe et que F prend une valeur presque standard en un point
de U C V, l'ombre °F de F existe, est une application lipschitzienne de constante
de Lipschitz standard M = 2°M’, localement un homéomorphisme bilipschitzien de
constantes de Lipschitz m = %Om’ et M. Mais alors le méme argument appliqué
cette fois a °F, permet de montrer que °F est un homéomorphisme de U sur son
image.

Dans U l'ombre f de f et 'ombre °F de F coincident, on a donc le résultat
annoncé.

Ce résultat est a rapprocher de celui de W.S.Massey qui donne des conditions
suffisantes ("regular boundary”, homologie et degré fiosr = £1 ) pour qu'un homéomorphisme
local f d'un ouvert quelconque U de R™ a valeurs dans R" soit un homéomorphisme
global de U sur son image.

4 Théoreme de Liouville

Un cas particulier de fonction e-réguliere est celui ou 'ombre du rapport des

normes | f(|$) — f(|y) |, qui est appréciable dés que | z — y |= @e¢, ne dépend
r—y
que de 'ombre a des points x et y, hypothese plus proche de I’hypothese originelle
de Liouville, | f(z) — f(y) |*= %, que celle que 'on fait actuellement,
p(x)* p(y)

| Dfsul|= Az) |u].

Dans le cas de la norme euclidienne, notre conclusion sera celle de Liouville :
si la dimension est supérieure ou égale a 3, I'application f est une application de
Moébius. Dans le cas, non traité par Liouville et ses sucesseurs , des normes de
Manhattan (| z [y= > | #; |) et du sup (| = |o= sup | z; |), on montrera que
I’application f est affine.

Lemme 10. — Soient U un ouvert convexe borné standard de R™ et f une
application standard de son adhérence U a valeurs dans R™. Les deux conditions
suivantes sont équivalentes

W vt =y = et = oy — (LI (LI =11

ER! [ 2" =y |
Q@
(ii) il existe une fonction continue A\ de U dans R & valeurs strictement positives
telle que I'on ait lim | f(|x) — f(|y) | = \a).
r—a x€xr — y
y—a

Démonstration.

Tous les points considérés sont dans U , on omettra systématiquement I'indica-
tion : € U.
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(i) = (ii)
Soit a un point standard et z un point vérifiant °z = a.

Si l'on pose A = 0(| flz) = fla) |>>

|z —a]

la formule

x‘ —
Vi'edn |z—al<n|y—al<n = ’ |f(| ) f(|y)| — )\’< €
r—y
est vérifiée.

Par transfert, elle est vérifiée Ve, ce qui équivaut a lim | f(f) — f(|y) | =\
r—a x€xr — y
y—a

On a ainsi montré que cette limite existe pour tous les points standard de U ,

elle existe donc pour tous les points de U , et I’on peut définir une fonction standard
A de U dans R par

e |-yl

On déduit aussi de I’hypothese (i) que la fonction A est S continue ( ou uniformément
continue) et ne prend que des valeurs strictement positives.

On peut remarquer au passage que I’hypothese (i) implique que f est e-réguliere
pour n’importe quel € = () et donc localement bilipschitzienne.

(i) = (i)
Comme U est un compact standard, 1’égalité °2’ = °y = °z” = %" implique

que ces quatre points ont pour ombre le méme point standard a de U et alors, par
définition méme de la limite en un point standard, on a :

o(LEI =) _ 0y — o( L=

|17/—'3//| I“—y“|

La fonction standard A\ continue sur le compact U , admet un maximum M et un
minimum m strictement positif, les constantes M et m étant standard, la limite \(a)
comprise entre m et M est appréciable.

Il est alors facile de montrer (par ’absurde) que f est localement bilipschitzienne.

Théoreme 3.— Soient U un ouvert convexe borné de R™ et f une fonction de
I’adhérence U de U a valeurs dans R". S’il existe une fonction continue * A de U dans
R a valeurs strictement positives telle que, quel que soit le point a de U , on ait

e -y

alors

— Si la norme | | est la norme euclidienne, I'application f est une application de
Moébius si n > 3, une application holomorphe ou antiholomorphe si n = 2.

— Si la norme est la norme de Manhattan, |x |, = Y | z; |, ou celle du sup,
| x|, = sup| «; |, 'application f est une application affine.
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Démonstration.

I1 suffit de la faire dans le cas ou f et U sont standard, ce que nous allons supposer
dans toute la suite.

Dans une premiere partie, valable pour n’importe quelle norme, nous allons
montrer que la fonction f est dérivable en nous servant du théoreme de Mazur Ulam
d’apres lequel une isométrie est une application affine.

Ce résultat de dérivabilité nous permettra de conclure dans une deuxieme partie
ou nous distinguerons deux cas

— celui de la norme euclidienne ot nous nous servirons de la version de P. Hartman
du théoreme de J. Liouville,

— celui de la norme de Manhattan ou du sup ou nous nous servirons de la
structure du groupe des applications linéaires respectant I'une de ces normes (c’est
d’ailleurs le méme pour les deux).

1€ partie : Dapplication f est dérivable.

a) FEzistence d’une application linéaire proche de f.

Choisissons un € infiniment petit et procédons de fagcon analogue a celle du lemme

Pour tout z dont 'ombre °z appartient a U, la boule B(z, 2¢) est contenue dans
U, on peut donc lui associer une applicaton F, de la boule B(0,2) de R" a valeurs
dans R™ définie par

flz+eX) — flx)
e°x) '

Pour simplifier I’écriture, posons dans ce paragraphe a) A = A(°z), constante standard.

Comme l'application standard f est localement bilipschitzienne de constantes
de Lipschitz standard, I'application F, l'est aussi, il existe alors une et une seule
application standard G, , ombre de F, de la boule B(0,2) de R™ a valeurs dans R
définie, pour X standard, par

Fa(X) =

G (x) = o(Le ) = 1))

€N

bilipschitzienne de méme constantes que F.
Si X est un point quelconque de B(0,2) on a

Fi(X) = Go(X) + e.(X) avec e (X)][= 0.
Par conséquent, si X et Y sont deux point standard distincts de B(0,2) on a

| Ga(X) = Go(Y) | = 71 Ge(X) = Gu(Y) |
_ ou%?—%a'gﬂw+@WH

)_
)_

°|

- XY |=|X-V].

L’application G, est donc une isométrie vérifiant G (0) = 0, d’apres le théoreme de
Mazur Ulam, c’est la restriction & la boule B(0,2) d'une application linéaire. On a
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ainsi montré qu’il existe une application linéaire standard G, telle que ’on ait dans
la boule B(x, 2¢)

flx+eX) — f(x) = M%) Gu(eX) + MN°z) eex(X) avec |el(X)|= 0.

b) L’application G, est la méme pour tous les points ayant méme ombre

Soient x et y deux points de U ayant pour ombre le méme point standard a de
U.
Posons A = A(a).

Montrons que, si | x —y | = (D, alors G, = G,,.
Si X est un point standard de B(0,2) on a, en désignant par C' la constante de
Lipschitz de f au voisinage de a,

fle+eX) = fly+eX) + 0f(z,y,X) avec  [0f(z,y,X)|<C|r—y]|
f($) = f(y) + 5f(7~5,y,0) avec | 5f(l’,y,0) |S ¢ | r—y |

ce qui donne

+ 5f($7y7X) —5f(x,y,0)

Ae
soit en passant a 'ombre
Ga(X) = Gy(X)
car G, et G, sont standard.
Montrons maintenant que, si | z —y |= Qe avec @ < 1, alors G, = G,
o, Posons k = £° _|m;y| etz = T,
L Soit X standard de norme 1, on a
Fa+keX)—f(2)
! ’,’ z+keX . '~‘ e
P P (“(”’“X D) gt
i ! x v : 1 e
\“ .‘\ J‘I :. Gm(k‘X) ‘l‘ em(z—i-keEX—m) _ em(z—ﬁm)
» l‘\\ !,' ,/J f(y+(z+keX —x) )—f(y) F(2)—f(v)
: /" . - e
s e Gy(kX) + ey(”kf{_y) — ey ()

ce qui donne en passant a l'ombre
G, (kX) = Gy (kX)

car G, et G, sont standard. Les applications linéaires G, et G, coincidant sur la
sphere de rayon 1, sont égales.

Montrons que cela entraine G, = G, pour tous les points x vérifiant °z = a.
Si | x — a |< € on a directement le résultat d’apres ce qui précede.

Supposons donc | z — a |> € et désignons par N la partie entiere de
r—a

lz—al
— et par

— . .
u le vecteur unitaire .
|z —al
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Définissons la suite de points xg,...,ry11 par
p—.
To=a,T;=a+1€U, TNyl = T,

on a alors

Gy = Gy, i=0,.... N

ce qui implique bien

G, = G;.

c¢) L’application f est dérivable en tout point a standard de U
Soit donc a un point standard de U et x et y deux points ayant pour ombre a.
Posons A = A(a).

Si|z—y|= Qeavec@<1,ona

fly) —flx) _ y-= y—r, _ o y-w
T o G relE) =G e

ce qui donne

f(y)—f(l”):/\Ga( y—$)+/\ € Ui

€x
|y — x| |y — x| |y — | €

o(f(|y£:£(|ﬂf)> _ o()\Ga(| z:i |)>

Supposons maintenant | y — x |> €, désignons par N la partie entiere de @ et

et donc

— . . — T
par u le vecteur unitaire | K
y—x
Définissons la suite de points xq,...,ry11 par
To=1T, Ti=0a+ €U, TNyl =Y,
on a alors ) — F(2)
Yy)—J\& Yy—x Tit1 — T4
- F=0) + e (P
o fw) — f@)
— f(x - .
A\ A L) )\Ga(yi) + Né(z,vy)
|y — | |y — x|
avec | é(z,y) | < %tﬁﬁe = () en désignant par e la plus grande des normes
| eao(F250) | | ay (P |
et donc
(LI (g, (12 )
|y — x| |y — x|
Il ne nous reste plus qu’a traiter le cas |z —y |= De.

Pour ce faire on va montrer que 'application G, qui, apparemment dépendait
de l'infiniment petit € choisi, ne dépend que de f.

Soit donc € un infiniment petit différent de . Comme précédemment, on définit
une application G’, par

GﬂX)zo(ﬂ$+€§;_f@» VX | X |< 2,
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et I'on a encore G, = G, pour tous les x vérifiant °z = a.

Sie = Qe¢, onaG, = G,

Si € = (e, en reprenant la démonstration faite dans le cas | z —y | > € avec €
a la place de €, on obtient, si X est un vecteur unitaire,

fla+eX) - f(a)

€

= NG (X) + Né'(a,a+eX) avec |é(a,a+eX)]|=10,

mals comme on a aussi

fla+eX) - fa)

€

= AGu(X) + Aé(a,a+€eX) avec |é(a,a+eX)|=0,

on en déduit G, = G, car les deux applications sont linéaires standard.

Si e = (€, en échangeant les roles de € et €, on obtient encore G/, = G,.

On a donc montré que quel que soit le point a standard de U, il existe une
application linéaire standard G, telle que 'on ait

o(f@)—fﬁ@

) = O(AGQ(HD, Vr,y vérifiant °z = a = %y
|y — x| |y — x|

I’application f est de classe S! dans U, c’est-a-dire C! car f est standard.

2¢ partie : nature de la fonction selon la norme choisie.

a) Norme euclidienne : | x o= \/Z 22,

On a montré, qu’en tout point standard a de U, donc dans U tout entier, la
dérivée, A(a) Gq, de f, est une similitude et que f est de classe C', alors, d’apres la
version de P. Hartman du théoréeme de Liouville, si n > 3, I'application f est une
application de Moebius

¢’est-a~dire une translation ou une similitude ou une inversion ou la composée
de ces applications.

Sin =2, silon écrit f(x+iy) = P(z,y) + iQ(x,y), application f de classe
C! vérifie, & une symétrie pres, les équations de Cauchy %—5 = %—2 %—5 = —‘g—g,
c’est donc une application holomorphe si f préserve 'orientation, sinon c’est une

application antiholomorphe.
b) Forme d’une isométrie (relativement a la norme de Manhattan) linéaire.

Le cocube B = {x ’ | * 1= X | #; | < 1}, boule unité pour la norme de
Manhattan, est un polytope dont les 2n sommets sont les points dont toutes les
coordonnées sont nulles sauf une qui vaut +1.

Soit L une application linéaire qui est une isométrie pour la norme de Manhattan.

Si o’ = (a},...al) est une face de B, son image L(c’) = (b},...0}) est un (n-
1)-simplexe situé sur une face o = (ay, ..., a,) de B, de plus, comme | a; —a’; | = 2,
on a | b; — b} |= 2. Nous allons montrer qu’a une permutation prés cela implique

B, 0) = (ai,...an).
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Vimage d'une face
est contenue dans
une face

-~

Fimage d'une face
est contenug dans

cas de la norme cas de la norme

Pl ,=ixd+ixl Ixl =supflxt, txl}

Siz = Y Ni(z)a; et y = > Ni(y)a; sont deux points distincts de o, on a une
partion de {1,...,n} en quatre sous-ensembles

Ip(z,y) = { i Ai(z) >0 N(y)>0 }
Lizy) = { i | M(@)>0 X(y)=0 }
Lzy) = { i | M(@)=0 X(y)>0 }
Iiz,y) = { i | M(@)=0 X(y)=0 }

et l'on a

[z —yli= > [ M) = N(y) | + D N(@) + 3 Aiw)

i€lp i€ly i€ly

avec Y Ni(z) =1 =3 Ni(y).

Si Iy est non vide on a | x —y |1 < 2, par conséquent, Io(b], by) est vide.

Quitte a changer la numérotation des sommets de la face o = (ay,...,a,) qui
contient L(c") = (b7,...b)) on peut supposer

Il( /176/2) = {17"'7p1} IQ(b/1>b/2) = {p1+17-"7p1 +p2}
13( /176/2) = {pl +p2+17"'7n}'
Les égalités | b) — b5 |= 2 et | by — b5 |= 2 impliquent
AVy) =0 Vi < pr+po,

ce qui avec 'égalité 3 \;(b3) = 1 entraine, quitte a faire une permutation sur les
sommets ap,41, ..., An,

Ai(bg) >0 prdpr+1 < i < pr+4pr+ps.

En recommengant avec b}, ..., et b’ ,, on construit ainsi par récurrence, avec
éventuellement une permutation, une suite d’entiers py, ..., p, supérieurs ou égaux
a 1 tels que
)\i(;'+1) = 0 1 <i < p+...+p < n
Ai(bi) > 0 pt...+pi+1l < i < pr+.4+pi < on

ce qui est impossible si I'un de ces entiers est strictement supérieur a 1.
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On a ainsi montré qu’a une permutation pres (b}, ...,0,) = (a1,...,a,).
L’application linéaire L est donc obtenue comme composée d’une permutation
de coordonnés (n! possibilités) et de changements de signe des coordonnées (2"

possibilités).

c) Forme d’une isométrie (relativement a la norme du sup) linéaire.

Nous allons monter par récurrence sur n que I'image du cube
Cule,r) = {zr eR" ’ |z —clw=sup|x;—¢; |=r}

par une isométrie (pour la norme du sup) linéaire est le cube C,,(f(c),r).

Elle est vérifié pour n = 1.

Supposons donc qu’elle soit vérifiée pour tous les cubes C,_1 (., .).

Soient L une isomérie (pour la norme du sup) linéaire et C),(c, ) un cube.

Une face o de C,(c,7) est un cube C,_1(cy, ) en désignant par ¢, le centre
de symétrie de o, I'image L(o) est contenue dans une face ¢’ de C,(f(c),r). Mais
I’hypothese de récurrence implique

L(o) = L(Cha(co,m)) = Cuoa(Llcs),7)

ce qui donne
Cna(L(cs),r) S Cnalcor,7)

ce qui n’est possible que si L(c,) = ¢, et donc L(o) = 0.

En désignant par o; la face du cube C,, (0, 1) dont le centre de symétrie ¢, est le
point dont toutes les coordonnés sont nulles sauf la ¢ qui vaut 1, le raisonnement
précédent implique que L(c,,) est un point dont toutes les coordonnés sont nulles
sauf une, la j()¢ qui vaut +1.

L’application linéaire L est donc obtenue comme composée d’une permutation
de coordonnés (n! possibilités) et de changements de signe des coordonnées (2"
possibilités) et envoie bien le cube Cy,(c,r) sur le cube C,(f(c),r).

d) Forme d’une application f dont la dérivée D f, est la composée d’une homothétie
et d’une isométrie (relativement a la norme de Manhattan ou du sup).

Désignons par G le groupe dont les élément sont les applications linéaires permutation
de coordonnées et changement de signe, groupe des isométries linéaires relativement
a la norme de Manhattan (ou a celle du sup).

Soit @ un point de U, il existe une permutation {1,... n} — {iy,... i, } telle que
8fk> o (8fk> o
(8% ) J# i 9r;). (@) j=ix

la continuité des dérivées partielles implique qu’elles sont de la méme forme dans
un voisinage V, de a.

Plagons nous en un point a standard et supposons pour simplifier que la permutation
soit l'identité, i, = k. Quitte a restreindre V, on peut supposer que c’est un cube
standard centré en a de coté r.

On désigne par (ug,...,u,) la base canonique de R™.
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Soit z un point de V,. Posons r;(z) = r— | z; —a; | .
Pour i # jet | t; |< ri(z) et | t; |< rj(x) les égalités

[z + tiu; + tju;) — f(x)

=  flr+tu+tiu) — fle+tiw) + flo+tw) — f(o)
= ;/‘aﬁui(a: + tiu; + tuy)dt + ;/‘ 2L (2 + tu)dt
= flx+tiw+tju;) — fle+tju;) + flz+tiu) — f(o)
= ;}‘ng(a: + tu; + tyuy)dt + (j]‘%f(x + tuy)dt

donnent

(:jf Az + tiu; + tUj)dt> uj + ((j:)\(a: + tui)dt> U;
= (ZA(::: + tu; + tjuj)dt> u; + (ZA(:,: + tuj)dt> u;
ce qui implique
AMx + tiu; + tju;) = Mo+ tiu;) = Mo + tju;)

et donc
AMx + tiu; + tju;) = Ax).

Si n = 2 cela nous donne que A est constante dans V.
Si n > 2, le méme raisonnement permet, pour | ¢; |< r;(x), de montrer, par
récurrence sur [,

Mz +tiur+...+tw) = NMz) [ =2...n.

Dans V,, on a alors
Df, = Ma)L, avec L,€G

ce qui entraine
f(x) = f(a) + AMa) Lo (z — a).

Comme f et U sont standard on a ce résultat pour tous les points de U, soit :
VacU 3V, f(z) = fla) + AMa) Lo (x —a) Yz €V,
Mais alors, si ag est un point standard de U, I’ensemble
Foo ={zeU  f(z) = flao) + Mao) La, (x — ao)}

est ouvert et fermé et donc égal a U car U est connexe.
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