Champs presque m-spéciaux dans l'algebre associée
a un champ tensoriel du type (1,2)
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Abstract

Dans cette Note on introduit les champs presque m-spéciaux dans ’algebre
associée & un champ tensoriel du type (1,2) sur une variété différentiable (§1).
Dans le §2 on met en évidence les courbes presque 3-spéciales des éspaces con-
formément euclidiens. On donne la forme canonique des métriques des espaces de
Riemann conformément euclidiens qui admettent des courbes presque 3-spéciales
droites paralleles aux droites qui forment un faisceau. Dans le §3 on va généraliser
d’une certaine maniere la connexion de Tzitzéica.
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Introduction

Les variétés différentiables, les applications différentiables, les champs tensoriels et les
connexions linéaires qui interviennent dans la suite sont supposées de classe C°.

Soit M une variété différentiable réelle & n dimensions. On note avec F(M)
Panneau des fonctions réelles, différentiables définies sur M et avec 7. (M), le F(M)-
module des champs de tenseurs du type (r,s) sur M. Particulierement, pour 7¢! (M),
resp. 7(M), on utilise la notation X' (M), resp. A*(M).

Soit A € T51(M). Si on définit le produit de deux champs de vecteurs X et Y par
la formule

(0.1) XoY = A(X,Y)

alors le F(M)-module X (M) devient une F(M)-algebre. L’algebre définie par la for-
mule (0.1) s’appelle algebre associée & A et on la note U(M, A). Si V et V sont deux
connexions linéaires sur M, 1'algébre U(M,V — V) s’appelle algebre de déformation
de la paire de connexions (V, V) [7].
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1 Champs presque m-spéciaux

Soit A € T;H(M) fixé.

Définition 1.1. Soit m > 0 un nombre entier. Un élément X € U(M, A) s’appelle
champ presque m-spécial s’il existe une fonction fx € F(M) t.q.

(1.1) AZ,X) = [xZ, (V)Z € X(M)
1 m m—1
ou X=X, X= X oX.

Remarque 1.2. i) Si m = 1, alors (1.1) nous montre que X est un champ presque
spécial dans Palgebre U (M, A) [3].

ii) Si fx =0, alors (1.1) nous montre que X est un champ m-spécial dans 1’algebre
UM, A) [4].

Proposition 1.3. Soit X € U(M, A). Les propriétés suivantes sont équivalentes:
i) est un champ presque m-spécial,
ii) pour tout Z € X(M) on a la relation:

(1.2) AZX)0Z - Z® AZ,X) =0.

Démonstration. Evidente.

Remarque 1.4. Soient A; > resp. X i, les composantes de A, resp. X, dans un systéme
de coordonnees locales. On a:

1 .0
=X=X"—
X oz’
2 Y.
X=XoX = AX.X) = 4}, XN X%
X=X oX = Al A2 XJi XJ2Xs
- T 12" igs Ori2’
R gl Ay xim O
J1J2" 7133 tm—2Im 81:1,,"_1
En coordonnées locales la relation (1.1) s’écrit:
(1.1) Al AR AT A XX = fx 6y

La relation (1.2) s’écrit en coordonnées locales:

o Im—1 r D __ AP
All]d e Aim—2jm( kiM—léq Aqimf

(1.2) Al

J1J2

SR XX = 0.

Définition 1.5. Soit X € U(M, A) un champ presque m-spécial t.q. X, # 0,
(V)p € M. Alors X s’appelle champ presque m-spécial de directions.
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Les trajectoires des champs presque m-spéciaux de directions sont appellées
courbes presque m-spéciales.

Remarque 1.6. En utilisant (1.2°) on obtient le systéme différentiel d’équations des
courbes presque m-spéciales associées a 'algebre U(M, A).

) ) i dxi dxim
(1.3) Al Az A ar sp oA g S B g

J1g2* t1gs " im—2im Qim—1"k dt dt

Proposition 1.6. Soient V,V deux connezions linéaires sur M. Les propriétés suiv-
antes sont équivalentes:

i) tout élément de l’algebre U(M,V — V) est un champ presque 1-spécial,

ii) il existe une 1-forme w € A*(M) telle que:

(1.4) AZ)Y)=wY)Z, Y,Z e X(M),
o1 A=V -V -
iii) les connezions V et V possédent le méme transport paralléle de directions.

Démonstration (i) = (ii). En utilisant (1.1), pour m = 1, on obtient:

(1.5) AZ,X)=fxZ, (MX,ZeX(M).

En utilisant (1.5), il résulte:

(1.6) fryz=f+fz, fax=hfx, (MheFM), V)XY, Zec X(M),

donc fx = w(X), (V)X € X(M), ot w est une 1-forme sur M.

(ii) = (i) Evidémment.

(if) < (iii) Voir [2].
Corollaire 1.7. Supposons que lalgebre U(M,V — V) est commutative et n =
dim M > 2. Les propriétes suivantes sont équivalentes:

i) tout élément de l'algébre U(M,V — V) est un champ presque 1-spécial,

i) V=V.

Remarque 1.8. i) Pour m = 1 les équations (1.3) s’écrivent:

. - dxk
(1.7) (Aj05 — A:MS;‘)E =0,
et pour m = 2 les équations (1.3) deviennent:
v sp_ AP 5T A dz? da"
(1.8) (ARi05 — Ayiok) el 0

Les équations différentielles des courbes presque 3-spéciales sont:

. N ri as dzd dx" dat
(1.9) (AR0f — AL A Ay~~~ =0
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2 Les courbes presque 3-spéciales des espaces de
Riemann conformément euclidiens

Soit (M, g) un espace de Riemann conformément euclidien & n dimensions, donc sa
métrique s’écrit ([11], p.130)

(2.1) ds? = e2u(@ o In)[(dxl)Q + .+ (dz™)?)

ou u est une fonction différentiable arbitraire. Soit V une connexion linéaire sur M
qui satisfait les conditions:

(22) Vxg=0, VxY —VyX — [X,Y] =YX — X(u)Y, (V)X,Y € X(M).
Pour tous X,Y,Z € X(M) de (2.2) on a la relation:

X(Y,2)) = g(VxY,2)+g(Y,VzX)+g(Y,[X, Z])+

(2.3) + Z(w)g(X,Y) - X(u)g(Y, Z)

On écrit aussi les deux relations obtenues par substitutions circulaires:

Y(9(2, X)) = 9(VvZ,X)+g(Z,VxY)+g(Z [V, X])+

(2.3 + X(uwg(Y,Z) - Y (wg(Z, X),

Z(g(X,Y)) = g(VzX,Y)+g(X,VyZ)+g(X,[Z,Y])+

(2.3") + Y(w)g(Z2,X) - Z(u)g(X,Y).

e (2.3), (2.3°) et (2.3”) on obtient pour tous X,Y,Z € X (M) la relation [12]:
Z

Y,
29(VxY,2) = X(g(Y,2)) +Y(9(X, 2Z)) - Z(9(X,Y))—
(24) - (Yv[ ])_g(Za [YvX]) g(Xv [Z,Y])+
+ 2Y(u)g (X Z) —2Z(u)g(X,Y)
Soit V la transposée de la connexion V, donc on a [6]:

(2.5) VxY =Vy X+ [X,Y], (V)X,Y € X(M)

De (2.5) et (2.4) on a

20(VyX,Z) = X(9(Y,2))+Y(9(X,2)) — Z(9(X,Y))~
(26) - g(y’[ 7Z]) ( [ ])+g(X7[Z7Y])+
+2Y(wg(X. 2) - 2Z(u)g(X,Y)

Soit V la connexion de Levi-Civita associée & g. Pour tous X,Y,Z € X(M) on a

@n  20(Vy X.2) = X(g(Y.2)+Y(9(X,2)) - Z(g(X,Y))~
— (X, [V, Z)) = g(Z,[X.Y]) + g (Y, [2, X))

Soit A = V— V. De (2.7) et (2.6) il résulte
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(2.8) 9(A(Y, X), Z) = Y(u)g(X, Z) — Z(u)g(X,Y)
En coordonnées la relation (2.8) s’écrit:
(2.8) A% Grk = GikUj — GijU

ol g;j = €85, u; = et uk = gFuy, g*gr; = 4% et A%y sont les composantes de A.

En multipliant les formules (2.8’) par ¢"* et en sommant, il résulte

(29) A;Lz = 5Zhuj - 5ij5hkuk.

Convention. i) Dans ce qui suit on appelle courbes presque m-spéciales de 'espace
conformément euclidien (M, g) les courbes presque m-spéciales associées a 'algebre
UM, A).

ii) Dans ce qui suit par "droites” nous sousentendons des courbes sur M qui, dans
des chartes préférentielles sont représentées par des droites de R".

Remarque 2.1. En utilisant (2.9) et (1.9) nous obtenons les équations différentielles
des courbes presque 3-spéciales de 'espace conformément euclidien de métrique (2.1):

dz” dak dzP dz1 i\2
P 2 ) s e . dx? \
[5’1 (u’“ at "t ) F (u’“ at P dt )] [(uj de )

(2.10)

En ce qui suit nous considérons le cas ou les courbes presque 3-spéciales sont
droites, en déterminant la forme canonique de la métrique (2.1).

Pour le debut nous allons analyser le cas ou les courbes presque 3-spéciales de
lespace (M, g) de la métrique (2.1) sont des droites paralléles, donc les équations
(2.10) admettent la solution z° = a’t + \*, i € {1,2,...,n} ol a',...,a™ sont des
constantes (non toutes nulles) et A!,..., A" sont des parametres. Alors, les équations
(2.10) deviennent

; Ou & Ou
a'— —a -
ok ot

=0, ike{l,...,n}
admettent la solution
1 ny __ 1.1 n_n
u(z',...,z") =h(a'z + ...+ a"z"),

ou h est une fonction différentiable arbitraire.
On a obtenu donc la

Proposition 2.2. Si un espace conformément euclidien admet comme courbes presque
3-spéciales des droites paralléles, alors sa métrique s’écrit

(2.1) ds? = 2@ T et (A1) 4 (da™)?),

ou h est une fonction différentiable arbitraire.
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Remarque 2.3. i) Evidémment, la condition (2.1’) est nécessaire et suffisante pour
que l'espace conformément euclidien admette des courbes presque 3-spéciales droites
paralleles.

ii) Par une transformation linéaire convenable, la métrique (2.1°) peut étre écrite
sous la forme canonique

(2.1) ds? = 2@ [(dx)? + ..+ (d2™)?]

ou f est une fonction différentiable arbitraire. La métrique (2.1”) est I'une des formes
données par Schapiro pour la métrique d’un espace Riemann de n — 2 fois projectif
([8], II, p.38). Par conséquence: La condition necessaire et suffisante qu’un espace
riemannien conformément euclidien admette des courbes presque 3-spéciales droites
paralléles est que sa métrique puisse étre réduite, par une transformation linéaire, a
la forme canonique (2.17).

Remarque 2.4. i) Si dans (2.1”) on a

f@h) = apat,
ol a; est une constante non nulle (si a; est zéro, I’espace serait euclidien), alors
(2.1 ds? = €27 [(da")? + ... + (dz™)?],

est la métrique de Vagner des espaces & connexion constante [9], [10]. Il résulte que:
Tout espace riemannien conformément euclidien qui est un espace de Vagner a les
courbes presque 3-spéciales formées par des droites paralléles.
ii) Si dans (2.1”7) on prend
1 1

f@) =3 “Rete

ou K est une constante négative, alors on obtient la forme canonique de Beltrami:

1

= el

de)? + ...+ (dz™)?).

Par conséquence on a:

Proposition 2.3. Tout espace riemannien & courbure constante négative, rapporté
a un systéme de coordonnées dans lequel la métrique a la forme de Beltrami, a les
courbes presque 3-spéciales formées des droites paralléles.

On suppose dans ce qui suit que les courbes 3-spéciales de ’espace conformément
euclidien de métrique (2.1) sont des droites qui forment un faisceau, donc les équations
(2.10) admettent la solution x* = A't+a’, ou Al,..., A" sont parametres, (A\})%+. ..+
(A")2 >0 et al,...,a™ sont des constantes.

On peut considérer a' = ... = a" = 0, c’est a dire le faisceau de droites soit avec
le centre dans l'origine, ce qui est toujours possible par une translation.

d 7
CZ t, de (2.10) on obtient

En écrivant les équations du faisceau sous la forme x* =

15} ou
uxk——uxlzo

oz’ ozk

(2.11)
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La solution du systeme (2.11) est u(x!,...,2") = h((x')? +...+ (2™)?), oll h est une
fonction différentiable quelconque. On a obtenu donc la

Proposition 2.4. Si les courbes presque 3-spéciales d’un espace conformément eucli-
dien sont droites formant un faisceau, alors la métrique de l’espace s’écrit:

(2.12) ds? = 2ME@D) -+ (@12 4+ 4 (da™)?),

ou h est une fonction différentialle quelconque.

Evidémment la condition (2.12) est necessaire et suffisante pour qu’un espace con-
formément euclidien admette les courbes 3-spéciales droites qui forment un faisceau.
Si dans la métrique (2.12) on prend:

h((z)? + ... 4+ (@) =In {1 + g[(xl)Q +... 4+ (x")2]}_

ou K est une constante réelle, alors on obtient la métrique d’un espace de Riemann
a courbure constante sous la forme de Riemann:

ds? — (dzt)? + ... + (dz™)? '
{1+ E[@)2+... + @2}

Par conséquent on a

Proposition 2.5. Tout espace de Riemann da courbure constante, rapporté a un
systeme de coordonnés dans lequel la métrique a la forme de Riemann, a les courbes
presque 3-spéciales formées d’un faisceau de droites.

Remarque 2.6. Les symboles de Christoffel de deuxieme espece de la metrique (2.1)
sont donnés par les formules:

ou

ox'

1

(2.13) i

‘ = 6§uk + 5}2%‘ — §jk6isus, u; =

En utilisant (2.13) on obtient que les géodésiques de 'espace conformément eucli-
dien de métrique (2.1) ont les équations

d?zt du dx? ou OU i

— +2— —ce M —"' =0,

a7t dat - ow
ol c¢ est une constante. De (2.10) il résulte qu’on a:

g dz’

2.10 0u; = A—
( ) J dt
ol A est une fonction différentiable de variables z!,...,2". En tenant compte de

(2.10%) les équations différentielles des géodésiques deviennent:

A2t du dz?
- 27 _ —2u —
dt?2 +< at ) i =0

ce qui nous montre que les géodésiques qui sont courbes presque 3-spéciales sont
droites. Donc:

Proposition 2.6. Les géodésique de l’espace conformément euclidien de métrique
(2.1) qui sont courbes presque 3-spéciales sont droites.
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3 Connexions de Tzitzéica presque 1-spéciales

Soit M une hypersurface immergée dans un espace de Riemann (M, g) et soit V la
connexion de Levi-Civita associée a g.

Sur M seront induites deux structures:

1) une structure de Riemann, canonique

(3.1) VxY =Vx Y +h(X,Y)N, (V)X,Y € X(M) (Gauss)

(3.2) VxN=-F(X), (V)X € X(M) (Weingarten),

ou % est la connexion de Levi-Civita associée a la métrique g induite sur M,
h € T(M) est la deuxiéme forme fondamentale sur M, N € X (M) t.q. g(X,N) =0,
(V)X € X(M), F € T,' (M) est 'application de Weingarten, qui vérifie

g(F(X),Y) =h(X,Y), (V)XY € X(M).
2) la deuxiéme structure, de type Tzitzéica est donée [1], [13] par

(3.3) VxY =VxY +h(X,Y)C, (V)X,Y € X(M)

(3.4) VxC=fX +w(X)0, (V)X € Xx(M),

o C € X(M) t.q. Cp ¢ T,M, (¥)p € M, V est la connexion de Tzitzéica, h € T>(M)
est le tenseur de Tzitzéica, f € F(M) et w € A'(M).

On suppose que les deux structures sont compatibles.

En considérant les conditions d’intégrabilité de (3.1)-(3.2) et de (3.3)-(3.4) et en
ecrivant

(3.5) C=¢&+gN, £€€X(M), qeF(M)

on a montré [5] que le tenseur de déformation A = V— V est
(3.6) AX,Y)=-h(X,Y),, (V)X,Y € X(M).

L’algebre U (M, A) est nommée algebre de Tzitzéica [5].
Maintenant on va généralizer d’une certaine maniere la connexion de Tzitzéica.

Soient V, V et € définis dans (3.1), (3.3) et (3.5)

Définition 3.1. Une connexion linéaire V sur M s’appelle connexion de Tzitzéica
presque 1-spéciale si lalgebre U(M,V — V) a tous les éléments des champs presque
1-spéciaux.

Remarque 3.2. En utilisant la Proposition 1.6 il résulte que V est une connexion de
Tzitzéica presque 1-spéciale si et seulement s’il existe une 1-forme w sur M telle que

(3.7) VxY =VxY +w(Y)X, (V)X,Y € X(M).

De (3.7) et (3.6) on obtient la formule:
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(3.8) ViY =V Y +w(YV)X —A(X,Y)E, (V)XY € X(M).

Proposition 3.3. Soient V,V, resp. V, les connezions Levi-Civita, Tzitzéica, resp.
[e]
une connection Tzitzéica presque 1-spéciale. Alors les algébres U(M,V— V) et

UM, V- %) ont les mémes champs presque 1-spéciaux.

Démonstration. Notons A = V— %, A = V- V. En utilisant les formules (3.8) et
(3.6) on obtient:

(3.9) AX,Y)=AX,Y)+w(¥)X, (V)X,Y € X(M)

Soit W € U(M, A) un champ presque 1-spécial. Alors il en résulte qu’il existe une
fonction fyr € F(M) telle que

(3.10) AZ,W) = fwZ, (V)Ze X(M)
De (3.9) et (3.10) on a
(3.11) AZW) ={fw +wW)}Z, (V)Z e X(M).

La relation (3.11) nous montre que W est un champ presque 1-spécial dans ’algebre
UM, A).
L’inclusion réciproque est analogue.
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