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Abstract. The starting point of this work is the Bochner theorem on
harmonics 1-forms stated at 1946. We show that many results on minimal
foliations of codimension one and two on compact pseudo-Riemannian
manifolds are at the origin of this theorem. We also prove the non existence
of minimal Riemannian foliations of codimension one defined by a 1-form
with finite global norm on complete non compact Riemannian manifolds
with non-negative Ricci curvature.

M.S.C. 2000: 53C12, 57R30.

Key words: Feuilletage Riemannien, Feuilletage Lorentzien, Feuilletage minimal,
Feuilletage totalement géodésique, courbure de Ricci, courbure sectionnelle, métrique
quasi-fibré.

1 Introduction

Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte sans bord, V la connection de
Levi-Civita induite de g et Ax le tensor de type (1,1) défini par Ax(Y) = Vy X pour
tous X,Y dans T'(TM). Soit w une 1-forme sur M et N = w le champ de vecteur dual
de w via g c’est a dire que w = iyg, d* U'opérateur adjoint de 'opérateur différentiel
extérieure d et A = dd* + d*d l'opérateur de laplace-Beltrami.

Le point de départ du présent travail est le théoréme de Bochner suivant ([9] page
177) -

Si w est une 1-forme harmonique (Aw = 0) et si la courbure de Ricci de M est
non-négative, alors w est parallele (Vw = 0). Si de plus la courbure de Ricci de M est
positive en un point, alors w = 0.

La preuve de ce théoreme consiste d’abord a remarquer que la condition dw = 0
est équivalent & Ay est symétrique via g et par conséquent trA% > 0; puis utiliser
les hypotheses Ric(N,N) >0, d*w = —divN =0 et la formule de Green [7] (voir
aussi [6]) pour déduire le résultat.

On remarque que si w est harmonique non singuliére, alors elle définit un feuilletage
de codimension un sur M et I’énoncé de Bochner en termes de feuilletages sera :
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Si (F,w = 0) est un feuilletage Riemannien (dw = 0), minimal (d*w = 0) de
codimension un sur M et si la courbure de Ricci de M est non-négative, alors F est
totalement géodésique.

Ce qu’on veut signaler ici c’est que ce résultat s’améliore en supprimant I’hypothese
F est Riemannien pour retrouver un théoréme d’Oschikiri [8] dont I’énoncé :

Si F est un feuilletage minimal de codimension un sur M et si la courbure de Ricci
de M est non-négative, alors F est Riemannien totalement géodésique.
Ce théoreme se démontre de la maniere suivante :

a) Si N est 'unique champ de vecteur normal & F tel que w(N) = g(N,N) =1,
alors L = Kerw, le sous fibré tangent a F, est sable par ’endomorphisme Ay et
Pintégrabilité de w (dw = w A Vyw) entraine que A = Ay /g est symétrique via g,
par conséquent trA3 =|| A ||

b) Comme par hypothese Ric(N,N) > 0, d*w = 0 et trA% > 0 d’apres a), alors
de la formule de Green on déduit les deux propriétés suivantes :

i) A =0 ou encore Vxw = 0 pour tout X € I'(L), c’est a dire que w est parallele
le long des feuilles de F.

ii) divV =0ouV =VyN.

¢) L’intégrabilité de w entraine que d(V yw) est divisible par w, et comme A =0
d’aprés ii), alors trAf > 0.

d) Comme Ric(V,V) >0, trA3 >0 et divV =0, alors la formule de Green
permet de conclure que V = 0.

Maintenant nous donnons la définition suivante :

Définition 1.1. Soit (M, g) une variété Lorentzienne. Un feuilletage F de codimen-
sion 1 sur M est dit g-Lorentzien, si la métrique g est quasi-fibré (bundle like au sens
de Reinhart) et si le fibré orthogonal & F est de type temps.

Dans ce papier on s’intéresse encore a l’etude des feuilletages minimaux. Dans
toute la suite de ce texte, les feuilletages que I'on considere sont supposés orientables
et transversalement orientables. Ce qui donne evidemment une orientaion de la variété
ambiante.

Le travail est divisé en cinq parties. La deuxieme partie est réservée aux préliminaires.
Dans la troisiéme partie on montre essentiellement que les résultats de [8] restent en-
core valables pour un feuilletage Lorentzien, ce qui n’est pas le cas pour le théoreme
de Bochner (singulier). Plus précisément on montre les théorémes suivants :

Théoréme 1.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne (resp Lorentzienne) compacte
sans bord et a courbure de Ricci non négative. Si F est un feuilletage minimal de
codimension un sur M tel que le sous fibré tangent a F est de type espace lorsque M
est Lorentzienne, alors F est Riemannien (resp Lorentzien) totalement géodésique et
on a l'une des situations suivantes :

a) M est le tore T™ et F est le feuilletage linéaire.

b) M est un produit My x St oty My est une variété Riemannienne compacte sans
bord de dimension n-1 a courbure de Ricci non-négative et F est le feuilletage trivial
M1 X {t}

Théoreme 1.3. Soit (M, g) une variété Riemannienne (resp Lorentzienne) compacte
sans bord et a courbure sectionnelle non positive. Si F est un feuilletage totalement
géodésique de codimension un sur M tel que le sous fibré tangent a F est de type
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espace lorsque M est lorentzienne, alors F est Riemannien (resp Lorentzien) et on
a les conclusions a) ou b) du théoréme 1.2 sauf que dans b) la variété M, sera a
courbure sectionnelle non positive.

Dans La partie quatre on justifie 'extension des théoremes 1.2 et 1.3 au cas d’une
variété compacte & bord muni d’un feuilletage tangent au bord. Alors on prouve :

Théoreme 1.4. Soit (M, g) une variété Riemanienne (resp Lorentzienne) compacte
a bord et a courbure de Ricci non-négative. Si F est un feuilletage minimal de codi-
mension un sur M, tangent au bord de M et tel que le sous fibré tangent a F est de
type espace lorsque M est lorentzienne, alors la variété M est un produit My x [0,1]
ot My est une variété compacte sans bord de dimension n-1 a courbure de Ricci
non-négative et F est le feuilletage trivial My x {t}.

Dans la partie cing on se place sur une variété Riemannienne (resp pseudo-
Riemannienne de signature (n-2,2)) compacte sans bord et on introduit ce qu’on
a appelé P-feuilletage : c’est un feuilletage de codimension deux a fibré normal trivial
satisfaisant certaines conditions d’intégrabilité. D’autre part le sous fibré orthogonal a
un feuilletage de codimension deux est dit fintégrable s’il admet un repere orthonormé
(N1, N2) tel que N7 et No commutent. On montre qu’on peut étendre les résultats de
la partie deux au cas d’'un P-feuilletage minimal (resp totalement géodésique) dont
le fibré orthogonal est fintégrable ; nous obtenons :

Théoréme 1.5. 1) Si F un P-feuilletage minimal de codimension 2 sur une variété
(M, g) Riemannienne (resp pseudo-Riemannienne) compacte sans bord & courbure de
Ricci non-négative tel que le sous fibré tangent a F est de type espace lorsque M est
pseudo-Riemannienne, alors F est totalement géodésique.
2)Si lon suppose de plus que le sous fibré orthogonal o F est f-intégrable,

alors F est Uintersection de deuz feuilletages Riemanniens (Lorentziens) totalement
géodésiques de codimension un et on a l'une des situations suivantes :

a) M =T"™ et F est Uintersection de deuz feuilletages linéaires de codimension
un.

b) M est un produit T"~' x S! et F est un feuilletage linéaire de codimension un
de T 1,

¢) M est un produit My x T? ot My est une variété Riemannienne compacte sans
bord de dimension n-2 a courbure de Ricci non-négative et F est le feuilletage trivial
M1 X {t}
Théoréme 1.6. Soit F un P-feuilletage totalement géodésique de codimension 2 sur
une variété (M, g) Riemannienne (resp pseudo-Riemannienne) compacte sans bord a
courbure sectionnelle non-positive tel que le sous fibré tangent a F est de type espace
lorsque M est pseudo-Riemannienne. Si le sous fibré orthogonal a F est f-intégrable,
alors on a les mémes conclusions du théoréme 1.4 sauf que dans c) la variété My sera
a courbure sectionnelle non-positive.

Enfin dans la derniére partie on se place sur une variété Riemannienne complete
non compacte a courbure de Ricci non-négative. En utilisant les techniques dans [11]
(voir aussi [3]) nous montrons :

Théoréme 1.7. il n'existe pas de feuilletage Riemannien minimal de codimension
1 sur une variété Riemannienne compléte non compacte a courbure de Ricci non-
négative définie par une 1-forme harmonique de norme globale finie.
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Théoréme 1.8. sur une variété Riemannienne compléte non compacte, il n’existe
pas de feuilletage Riemannien définie par une 1-forme fermée de norme globale finie
et de dérivée covariant paralléle.

2 Préliminaire

Soit (M, g) une variété Riemannienne (resp. Lorentzienne de signature (n — 1, 1),
V la connection de levi Civita induite de g et TM le fibré tangent a M. Soit w une
1 forme intégrable non singuliere sur M, L C TM le noyau de w et N = w! I'unique
champ unitaire dual de w via g et orthogonal a L. On suppose que le fibré L est de
type espace lorsque la variété M est lorentzienne. On désigne par I'(T'M) (resp I'(L))
Pensemble des sections de TM (resp E), par Ax, X € I'(T'M) 'endomorphisme
de TM défini par Ax(Y) = Vy X, Y € I'(TM). Dans la suite (Ey1, Fa, ..., Ep_1)
désigne un repere orthonormé local du fibré E. Enfin pour simplifier le texte on pose
V =VnNN et || X ||?= g(X, X). Par un calcul élémentaire on peut montrer :

Lemme 2.1. Soit B un endomorphisme de TM (tenseur de type (1,1)). On a les
relations suivantes :

a)

trB* = ) g(B(E),E;).9(B(E)), Ei)+

i’jilq
+ 26Zg(B(N),Ei)'g(NvB(Ei))+
© (g(B(N). N))?

ot e =1 (resp -1) si M est Riemannienne (resp Lorentzienne).
b) Si B(L)C L et By, est symétrique via g, alors

n—1

(2.1) trB* =% (9(B(Ei), E;))* + g(B(N),N)*.
i,j=1
En particulier si trB? = 0, alors B, =0.
Pour tous X,Y € I(TM), on pose Vi y = VxVy — Vy,y. Si R est le tenseur

de courbure de V, on a R(X,Y) = V%, — V3. x. Soit Rx : TM — TM l'opérateur
de courbure directionnelle définie par Rx(Y) = R(Y, X)X. Alors

n—1
Ric(X,X) =trRx = Y g(R(E;, X)X, E;) + eg(R(N, X)X, N).

i=1
Lemme 2.2. Pour tout X € T(TM), on a les relations suivantes :

(2.2) Ric(X, X) + trA% + VxdivX = divVx X.

(2.3) Ric(X, X) + trA% — (divX)? = div(Vx X — (divX)X).
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Démonstration. Montrons la relation (2.2). On a
n—1

trA% = Zg<vaiXX’ E))+eg(Vg, «X,N) et Ric(X,X)=DB+C ou

i=1
n—1
B=Y g(Vi, xX,E)+eg(Vi xX,N) = divVx X — trA%
=1

et

n—1
C = > g(VXpX E)+eg(Vi yX,N)

i=1
n—1

= Y Vx9(Ve X, E) +eVxg(VNX,N) - (P +Q)
= zV:;I(divX - (P+Q)

avec
n—1

P = > g(VgX VxE;)+eg(VyX,VxN)

=1
n—1 n—1

= > 9(VeX,E)g(VxEi,E;)+ €Y g(VeX,N)g(VxE;, N)+
i,j=1 i=1
n—1

+ €Y g(VNX,E;))g(VxN,E;) + g(VnX,N)g(VxN,N).

=1

et

3
|
—

Q = Q(VVXEjX,Ej)—FGg(VvXNX,N)

-
&,
Il
-

n—1
= 9(VxE;, E;)g(Ve, X, E;) + €Y g(VxE;, N)g(VnX, E;)+

,j=1 Jj=1
n—1

+ €Y g(VxN,E;})g(Ve,X,N)+ g(VxN,N)g(VyX,N).
j=1

i
L

Mais P+ @ = 0 car

9(VxEi, E;) + g(Ei,VxE;)=g(VxE;,N)+g(E;,;VxN)
= g(VXN,N) =0.

On obtient la relation (2.3) & partir de (2.2) en utilisant 'identité
div(divX.X) = (divX)? + VxdivX.

a

Proposition 2.3. Si la variété (M,g) est Riemannienne (resp Lorentzienne) alors
on a les relations sutvantes :
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n—1
(2.4) trAy = [An]* =D |An(E)|>.
i=1

SitrA% =0, alors
(2.5) trAZ = |V||* > 0.
Démonstration. Montrons (2.4). Comme N est unitaire, alors pour tout X € I'(TM),

on a
UJOAN(X) :g(VXN,N) =0.

Par conséquent Ay (TM) C L et Ay induit un endomorphisme A = Ay /1 de L.
D’autre part A est symétrique via g, en effet pour tous X,Y € T'(L)
9(A(X),Y) = g(X, A(Y)) = Vxw(Y) = Vyw(X) = dw(X,Y) = w[X, Y] =0
car L est involutif. Le résultat découle de la relation (2.1).
Maintenant si trA3, = 0, alors Ay /L = 0 et par conséquent
g(N, Ay (E;)) = —g(V,An(E;)) =0, pour tout i=1,...,n—1

c’est & dire que Ay (L) C L.

Posons o = Vyw, alors dw = w A a, d’ott dao A w = 0, c’est a dire que da est
divisible par w. Pour tous X,Y € T'(L) on a

9(Av(X),Y) —g(X, Ay (Y)) = Vxa(Y) — Vya(X) = da(X,Y) = 0.

C’est a dire que Ay est symétrique via g sur L. Alors le résultat découle encore de
(2.1). O
Remarquons que la formule de Green sur une variété Riemannienne telle qu’elle est
présentée dans [7] est encore valable sur une variété de Lorentz.

Proposition 2.4. Sila variété (M, g) est Riemannienne (resp Lorentzienne ), com-
pacte sans bord et si les endomorphismes A et Ry sont nuls, alors V =0 et w est
paralléle.

Démonstration. Si A =0, alors pour tout X € I'(E), on a
Ry(X)=R(X,N)N = VX yN = Vi xN =VxV + Vg, xN =VxV —eg(X,V)V.
Si de plus Ry =0, alors VxV = €eg(X, V)V pour X € I'(F) et on en déduit que
VvV =¢€|V|2V et divV = 0.
D’ou
divVyV = ediv(||V]2.V) = eVy ||V|? = 2|V||*.
Le résultat découle de la formule de Green. O

Supposons que la variété (M, g) est Lorentziennne, alors comme dans le cas Rieman-
nien on a :

Proposition 2.5. Siw est fermée et si L = Kerw est de type espace, alors le fewil-
letage d’équation (w =0) est Lorentzien.

Démonstration. Montrons que la métrique g est quasi-fibrée. Soit X € I'(L), alors on

(Lxg)(N, N) = 2¢([X, N], N) = 2w([X, N]) = —2dw(X, N) = 0.
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3 Cas d’une variété compacte sans bord

Soit d* I'opérateur adjoint de d. Le théoreme 1.2 s’interprete comme une généralisation
du théoréme de Bochner (cas non singulier). En effet on peut I’énoncer ainsi :

Soit w une 1- forme intégrable non singuliére sur une variété Riemannienne (resp
Lorentzienne ) compacte sans bord a courbure de Ricci non-négative, tel que Kerw
est de type espace lorsque la variété est de Lorentz. Si d*w = 0, alors w est paralléle
et on a l'une des situations a) ou b) du théoréme 1.2.

Démonstration. ( du théoreme 1.2) Soit  la forme volume canonique de (M, g).
Comme d*w = —divN = 0, alors d’apres la relation (2.2) et la formule de Green on a

/ (Ric(N, N) + trA%)Q = 0
M

Mais comme trA2 > 0, alors
Ric(N,N) = trA? = divV = 0.
D’ou, d’aprés (2.5) on a
A=0 et trA? > ||V|*

En appliquant encore la formule de Green, on obtient
/ (Ric(V,V) +trA2)Q = 0.
M

Par conséquent V' = 0, C’est a dire que w est fermée. Mais A = 0 et V = 0 signi-
fient que w est parallele. Les conclusions a) et b) découlent de la classification des
feuilletages Riemanniens totalement géodésique de codimension 1 faite dans [4]. O

Proposition 3.1. Si la variété (M, g) est Riemannienne (resp Lorentzienne) com-
pacte sans bord et si Vw est paralléle, alors Vxw = 0 pour tout X € T'(E).

Démonstration. En effet, on a divV = trA%, = ||A||>. Donc A = 0. O

Soient X,Y € I'(T'M) ; la courbure sectionnelle de (M, g) est définie par sec(Y, X) =
g(Ry (X),X). Le théoréme (1.3) s’énonce aussi de la manieére suivante :

Soit w une forme intégrable non singuliére sur une variété Riemanienne (resp
Lorentzienne ) compacte sans bord a courbure sectionnelle non-positive, tel que Kerw
est de type espace lorsque la variété est de Lorentz. Si I'endomorphisme A est nul,
alors w est paralléle et on a 'une des situations a) ou b) du théoréme 1.2.

Démonstration. (du théoréme 1.3) On remarque d’abord que
divN =trAy = trA% =0

et que
n—1

Ric(N,N) =trRy = Z sect(N, E;) <0

i=1

Donc d’apres (2.2) et la formule de Green, on a Ric(N, N) = 0, ce qui entraine
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9(RN(E;), E;) = sec(N,E;) =0 pour i=1,..n—1.

Donc g(Rn(X),Y) = 0 pour tout X,Y € I'(E) et alors la conclusion découle de la
proposition 2.4. ]

On termine cette partie en donnant une application du théoreme de Bochner sur les
structures transversalement affines et homographiques. Dans la suite la variété (M, g)
considérée est Riemannienne compacte sans bord a courbure de Ricci non-négative.
On suppose d’abord que (w,«) définit une structure transversalement affine surM,
c’est a dire que da =0 ou o = Vyw.

Proposition 3.2. Si a est harmonique (resp Va est paralléle), alors w est fermée.

Démonstration. Si a est harmonique, d’apres le théoréeme de Bochner « est parallele,
donc Ay = 0. par conséquent ||V ||> = —g(Ay(N), N) = 0.

Si Va est parallele, alors 'endomorphisme Ay est parallele symétrique. En posant
FE, = N, on aura

n

divVyV = Zg(vE7AV(V)7EZ):ZQ(AV(VEqv)aEl)

=1

= D llavE)IP =o0.
i=1

Donc Ay = 0. ]

Nous déduisons alors :

Proposition 3.3. Sur une variété Riemannienne compacte sans bord a courbure de
Ricci non-négative, tout feuilletage transversalement affine de codimension 1 dont
I’holonomie est définie par une 1-forme harmonique (resp fermée de dérivée covariante
paralléle) est Riemannien.

Posons W = VNV + VyN et 3 = W’ la forme duale de W via g. Alors on a
do = w A 8. Supposons que le triplet (w, «, 3) définit une structure transversalement
homographique sur M : c’est a dire que l'on a en plus df = a A 3.

Proposition 3.4. On a les propriétés suivantes :
a) Si d*B = —divW =0, alors 3 est singulicre.
b) Si B est harmonique, alors w est fermée.

Démonstration. a) Si 8 est non singuliere, comme elle est intégrable, alors d’apres
le théoreme 1.2, elle sera fermée, par conséquent V = 0 et donc 3 = 0, ce qui est
absurde.

b) Si 8 est harmonique, alors d’apres le théoreme de Bochner W est parallele.
Donc ||W]| est une constante devant étre nulle car § est singuliere. Par conséquent

0=g(W,N) =g(VNV.N) = —|[V]*
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4 Cas d’une variété compacte a bord

Démonstration. ( du théoreme 1.4). Dans la preuve du théoréme 1.2, on utilise deux
fois la formule de Green a savoir

/ divVQ =0 et / divVyVQ = 0.
M M

Maintenant si M est compacte a bord et si le feuilletage F d’équation w = 0 est
tangent au bord de M alors, sachant que V' € T'(E), la premiére intégrale devient

/ divVQz/ g(V,N).6 =0
M oM

ou ¢ est la forme volume de OM induite de €.

De méme la deuxieme intégrale devient

/ divVy VQ :/ g(VyV,N)s =0
M oM

car g(VyV,N) = —g(V, An(V)) = 0 puisque Ay /g = 0. ]

De la méme maniere, on montre que le théoreme 1.3 et la proposition 3.1 admettent
des énoncés analogues sur une variété Riemannienne (resp Lorentzienne de signature
(n-1,1)) compacte & bord munie d’un feuilletage tangent au bord.

5 Cas d’un feuilletage de codmension 2

Soit F un feuilletage de codimension 2 sur une variété (M, g) Riemannienne (resp
pseudo- Riemannienne de signature (n-2,2)) compacte sans bord ; soit L le sous fibré
tangent & F et Q = L+ le sous fibré de TM orthogonal & L. On suppose que L est
de type espace lorsque la variété M est pseudo- Riemannienne. Soit w# : TM — @Q
la projection de TM sur @ parallelement & L. Si VM désigne la connection de M
induite de g, alors on note par V la connection de Bott sur @ définie par

| #([X,2]) for X eT'(L) et Z € T(Q),
VxZ = { ©(VxZ) for X e D(Q)

Soit QP (M, Q) Panneau des p-formes différentielles sur M a valeurs dans @. On
définit 'opérateur de dérivée extérieure dy : Q' (M, Q) — Q?(M, Q) par

dvw(X,Y)=Vw(X,Y) - Vw(Y, X),
ou Vw est la dérivée covariante de w définie par
Vuw(X,Y) = (Vxw)(Y) = Vx(w(Y)) — w(V¥Y).

Soit (En, ..., E,) un repeére orthonormé local de TM, l'opérateur adjoint do de dv
est défini par
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n
dyw = —trVw = — Z Vw(E;, E;).
i=1
Si de plus on choisit E; € I'(L) pour i =1,...,n—2et E; € I'(Q) pour j =n—1,n,

on obtient
n—2

o =—trVr = — Z Vr(E;, E;) =T,
i=1
ou 7 est le champ de vecteur tension du feuilletage F. La forme de courbure moyenne
du feuilletage F est la forme linéaire sur @ donnée par k = i,g. Le feuilletage est dit
minimal (ou harmonique) si k = 0, [5].
Dans la suite on suppose que le fibré @ est trivial. Soit (N7, Na2) un repére orthonorme
de Q et (w1,ws) son corepére dual. Alors on a

7r:w1®N1 +WQ®N2 et T:d*v’f(':/f(Nl)Nl-l-/i(Ng)NQ.

Proposition 5.1. Les assertions suivantes sont équivalentes
i)- Le fibré L est stable par l’endomorphisme An, .
ii)- Le fibré L est stable par l'endomorphisme An,.
iii)- La forme dwy vérifie 1’égalité

(5.1) dwi = w1 AV ,wi + w2 A Vy,wi.
iv)- La forme dws vérifie [’égalité
(52) dws = wy /\Vleg+w2/\VN2w2.

Démonstration. 1) est équivalente & (ii), car pour tout X € I'(L)
on a g(ANl (X)3N2) = _g(vaANQ(X))

Montrons ’équivalence i) <= iii).

L’égalité iii) est toujours vraie pour les couples (N, Na), (N1, X),(X,Y) avec
X,Y € T'(L), et pour le couple (N3, X) demeure vraie si et seulement si L est stable
par AN1 .

De la méme maniére on montre 1’équivalence ii) <= iv). ]

Définition 5.2. Le feuilletage F est dit P-feuilletage s’il vérifie I'une des assertions
équivalentes de la proposition précédente.

O°. n rappelle que F est totalement géodésique si Ay, (L) C Q pour i=1,2. Il est

clair que si F est un P-feuilletage totalement géodésique alors Ay, /1, = 0 pour i=1,2.
Par un calcul simple on peut montrer le lemme suivant :

Lemme 5.3. Soit (E1,...,E,_2) un repére orthonormé local de L et soit B un en-
domorphisme de T M, alors on a

B = 3 g(BUE), Bpg(Bi, BUE)) +2¢ 3 3" g(B(E), Np)g(Br, BN+

+ > g(B(N:), Nj)g(Ni, (B(N;))-

ij=1
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Proposition 5.4. Si F un P-feuilletage, alors on a les relations suivantes

a) Pour k=1,2 trA%, > 0. SitrAy, =0, alors Ay, /L =0 et Ay, (Q) C L. En
particulier F est totalement géodésique.

b) Si Q est intégrable et si trA?Vk =0 pour k = 1,2, alors trA%/k > 0. Si de plus
trA3, =0, alors

(5.3) trAG, N, > 0.

Démonstration. a) Comme L est intégrable et contenu dans Kerw;, alors pour tout
X, Y eI'(L),on a

9(AN (X),Y) = 9(X, AN (Y)) = Vxw(Y) = Vyw(X) = dui (X, Y)
—Ww1 [X, Y] =0.

D’autre part g(An, (X), N1) =0 car F est un P-feuilletage. Enfin
g(N1, AN, (N2)) = g(An, (N1), N1) = 0 car N; est unitaire,

par conséquent d’apres le Lemme 5.3, on obtient

n—2
(5-4) trAy, = D (9(An(Ei), Ej)® + (9(An, (N2), N2))*.

4,j=1

De la méme manieére, on montre que

n—2

(5.5) trAy, = Y (9(An, (Ei), Ej))* + (9(An, (N1), N1))*.

i,j=1

Supposons maintenant que trA?Vk = 0 pour k=1,2. Les relations (5.4) et (5.5) en-
tralnent que
9(An, (Ei),Ej))2 =0 pour tous i,j = 1,....,n — 2,

c’est & dire que Ay, (L) C Q. Mais comme Ay, (L) C L car F est un P-feuilletage,
alors Ay, /L =0.

D’autre part (5.4) entraine que (g(An, (N2), N2)) = 0, c’est a dire que Ay, (Nz2) €
I'(L), et (5.5) implique que

0= g(AN2(N1)’N1)) = 79(N23AN1 (Nl))v
c’est & dire que Ay, (N1) € T'(L). Donc
(5.6) An,(Q) C L.

De méme on a Ay, (Q) C L.

b) Maintenant si trA3, = 0 et Q est intégrable alors d’apres (5.6) on aura
VN,wa = V,wi, et comme F est un P-feuilletage nous obtenons

0= (0%5) /\d2w1 = w1 ANws /\dVlel,
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Par conséquent
d(Vlel) = w1 N a1 + wa N (6%}

ol a; et asy sont des 1-formes. Donc pour tout X, Y € I'(L) on a
9(Av, (X),Y) = g(X, Ay, (V) = d(Vy,w1)(X,Y) = 0.
D’autre part, on a
9(Av, (X),Ni) = —g(V1, AN, (X)) =0, car Ay, /L =0

et
g(AVl(Nl)vNQ)g(vaAvl(NQ)) = g(Vl,leN2)2 car [Nl’NQ] =0.

Enfin
9(Av, (N1), N1) = —g(V1, Vi) = = 1®.

Il en résulte du lemme 5.3 que

n—2
(5.7)  trAY, = (9(Av, (B), E;))* + 2(9(Vi, Vv, Na))® + g(Va, Vo) + VA | *.

Jj=1
De la méme maniére on montre que
n—2

(5.8)  trAY, = Y (9(Av(Ei), Ej))* + 2(9(Va, Vva N1))° + 9(Va, Va)? + [V |

ij=1

Si de plus trAj, =0, alors de (5.7) et (5.8) on obtient Vi = 0 et par conséquent
les équations 5.1 et 5.2 de la proposition 5.1 deviennent

dwi =wa AVpn,w1 et dwy =wi AV ws.

On en déduit que
0= d2w1 = —wg N va2w1

c’est a dire que dV y,w; est divisible par ws. Il est facile de voir que 'on a

n—2
(59) trszNQNl = Z (g(AVN2N1 (Ez)v Ej))2 + ||VN2N1||4
ij=1
d’ou le résultat. O

Soit €2 la forme volume canonique de M via g, xr = in,in,§2 la forme caractéristique
de F et © = wy Aws. Il est clair que 2 = O A x£.
Proposition 5.5. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) le feuilletage F est minimal,

b) d*O/q =0,

¢) Ln,(x7)/1 =0, i=1,2.
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Démonstration. Par un calcul simple on montre que

d*0/q = k(No)w1 + K(N1)wa et Ly, (xF)/r = k(N:)xF.

Proposition 5.6. Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) le feuilletage F est minimal et le fibré Q est intégrable,
b) d*© =0,
¢) dxr = 0.
Maintenant on donne la preuve du théoreme 1.5.

Démonstration. 1) Comme F est minimal, alors (divN1)? = (g(An, (N2), N2))? et
d’apres la relation (2.2) et la formule de Green on a

n—2
/M (Rici(Ny, Ny) + Z (9(ANn, (), E;)*)Q=0 Vi, j=1,...,n—2.

i,7=1

Donc (9(An, (E;),Ej)) =0V i,j =1,...,n—2, cest a dire que Ay, (L) C Q. De
la méme maniére on montre que Ay, (L) C Q; ce qui prouve que F est totalement
géodésique.

2) Si @ est fintégrable, alors N1 et Ny commutent et par conséquent

di’UNl = g(AN1 (NQ),NQ) = g([NQ,Nl],NQ) =0.

Ce qui entraine que
trA%, = divV; = 0.

D’olt d’apres (5.3) on a trA%,, > 0 et puis par la formule de Green on obtient trA3?,, =
0. Par conséquent

(5.10) Vi=0et trAg, n, > 0.
D’un autre coté on a
trA%, 4N, = 2trAn, o An, =0 et div(Ny + Np) =0

par conséquent

0= diva1+N2(N1 + NQ) = 2di’0VN2N1.

De (5.9), (5.10) et la formule de Green on déduit que Vy, N1 =0,
d’ou le résultat. O

Démonstration. ( du Théoreme 1.6) On remarque d’abord que

trA, = (9(Vn, N1, N2))? = (divN1)*> =0

car F est totalement géodésique et N7 et No commutent et que
R’L'C(Nl,Nl) = t’l‘RN1 S 0

car la courbure sectionnelle de M est non-positive. Donc d’apres la relation (2.3) et
la formule de Green on obtient
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(511) RiC(Nl,Nl) = d’LUVl =0.

Ceci entraine que

(5.12) Ry, (X) € I'(Q) pour tout X € T'(L)
et
(5.13) 9(Rn, (N2), N2) = 0.

D’un autre co6té on a aussi
(5.14) Vi, Niet VxVn,N; € T(L) pour i,j = 1,2 et X € I'(L).
Soit X € T'(L), alors on a

Ry, (X) = VinMN -V, xM
= VxVi —eg(X,V1)Vi — eg(X, VN, N1)V N, N1.

De (5.12) et (5.14), on en déduit que
(5.15) Ry, (X)=0.
De la méme maniére on montre que
divVa =0 et Vx Vo = eg(X, Vo)V + €g(X, VN, N1)V N, N1.
De la relation (5.13) on en déduit que
(9(V1,V2))? = [V, V1|2

D’autre part, comme Ay, /L = 0 (car F est un P-feuilletage totalement géodésique)
alors
trAX, 4N, = 2trAy, o Ay, = 0.

En vertu de la formule de Green on obtient
(5.16) Ric(Ny + Na, Ny + Na) = divVy, Ny = 0
(5.16) ce qui implique
Ry, +n,(X) € T(Q) pour tout X € I'(L).
Mais Ry, /L = Rn,/L = 0, alors comme dans (5.11) on déduit que pour X € I'(L)

Ry, +n,(X) = R(X,N1)Ny+ R(X, Na)Ny
= 2VxVnN, Ny —€((g(X, V1) + (X, V2)) VN, Ny
- EQ(vaNgNl)Vl - Eg(vaNgNl)‘/Q)
=0

ou encore

(517) 2VXVN2N1 = e(g(X7V1)—|—g(X,V2))VN2N1
+ €g(X,VN,N1)V1 4+ €g(X,Vn,N1)Va.
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Posons U = V n, N1, alors d’apres (5.15), (5.11) et(5.16) on a

divVv, Vi = ediv(|V1]|*V1) + ediv(g(Vy, U)U)
= eV [VAl? + eVug(Vi,U)
= 2| Va|[* + 29(Vi, U)? + e(9(Vu Vi, U) + g(Vi, ViU)).
D’une part, on a
9(VuVi,U) = e((g(U.V1))* + |U])
et d’autre part d’apres (5.17), on a

29(V1, VoU) = e(g(U, V1) + [UI VA + U1 + (U, Vi) g(U, Vo).
D’ou on obtient
. 4 7 5 1 9 9 3 4 1
AivVi Vi = 2 Vil + Sg (0, VA)? + SIUIRIVAIR + SV + S9(U, Vi)g(U, Vo).
De la méme maniére on obtient
. 7 1 3 1
divVy,Va = 2Vall* + 29U, Va)* + S IUIRIVa |2 + SIUI1 + 59(U, Va)o(U), Vo).

par conséquent, on trouve

‘ . 1
divVv, Vi +divVy, Vo = 2([Vi[* + [Va[|) + 31U11" + SIUIP(VA 1 + [Vall?)

£3(9(U VA + g(U,Va)?) + 4 (U, Vi) + (U V2)) ™

Le résultat découle de la formule de Green. ]

6 Cas d’une variété complete non compacte

Revenons d’abord au cas ot (M, g) est une variété Riemannienne compacte sans
bord. Une conséquence du théoréeme de Bochner est la suivante :

Proposition 6.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte sans bord a cour-
bure de Ricci non-négative. Si la classe d’Euler E(TM) du fibré tangent est non triv-
iale (respect la courbure de Ricci de M est positive), alors le groupe de cohomologie
HY(M,R) est nul.

Démonstration. En effet, toute 1-forme sur M sera singuliere. Donc d’apres le
théoreme de Bochner le premier groupe de cohomologie de Hodge est trivial mais
ce dernier est isomorphe & H!(M, R). m

Dans la suite, on suppose que (M,g) est une variété Riemannienne compléte non
compacte. On va utiliser les mémes techniques que dans [11],( voir aussi [3]) pour
démontrer les théoremes 1.7 et 1.8.

Soit (x1,...,x,) les coordonnées locales en un point = de M et (821 ey 8—21) le
repére canonique local de TM en z. On pose g;; = g(a%i,%) et (") = (gi;)~"




Théoreme de Bochner et feuilletage minimal 47

la matrice inverse de (g;;). On munit 77 (M) 'espace des tenseurs de type (r,s) du
produit scalaire local (voir[6])

g o 7ty T K1y ko
(KLY = Y Giaka, Gk g0 o g P K Ly
i1y
Le produit scalaire global sur T7 (M) est défini par

<K, L >>:/ (K, L)Q.
M

L) as-

Lemme 6.2. L’application de T} (M) vers T3 (M) qui a A de coordonnées (a,

socie B de coordonnées (by; = E g;ﬂ-a;-) est une isométrie.

3

Démonstration. En effet

IBII> = ZgikgleijBkl :Zgikgﬂgma?gkﬁaf
> gisg’aja] = | A|*.

a

D’un autre coté dans [9] (page 178), 'auteur introduit le produit scalaire ci-dessus sur
I'espace T'(Hom(TM,T*M)) = T{(M) pour démontrer un résultat, (voir page 180),
que 'on exploitera dans la suite.

On désigne par Q°(M) C T9(M) (respect. Q3(M)) I'espace des s-formes sur M
(respect. a supports compacts). Soit L5(M) le complété de QF(M) via le produit
scalaire <, >. On dit qu’une s-forme est de norme globale finie si w € L§(M)NQ* (M).

Soit O in point fixe de M. Pour chaque point P € M, on désigne par p(P) la
distance géodésique de O a P, et on désigne par By, la boule ouverte (pour la distance
p) de centre O et de rayon k > 0. On choisit une fonction p C* sur R, vérifiant :

0<pu<lsurR,

ii) p(t) =1 pour t <1,

iil) pu(t) = 0 pour t > 2,
et on pose i (p) = p(22).

Pour tout k£ € \N*, . est presque partout différentiable sur M et vérifie

0<w¢r(p) <1  VpeM,
supp pr C Bag et pp = 1 sur By,

sur M,

>l o

li =1 et ||dpx| <
L o =1 et [[dogll <

ol c¢ est une constante positive donnée.

Lemme 6.3. [1] Il existe un nombre A > 0 dépendant uniquement de p tel que

lder @ w|| < SllwllBy,  pour tout w € Q°(M).

k2
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On notera que siw € L§(M)NQ* (M), alors prw € Q3(M) et || orw —w|| — 0 (k —
+00).
Soit w € QY (M), pour X,Y € I'(TM) on pose

Viyw=VxVyw—Vy,yw et trv?= Zgijvf’j,
iJ

ou
2 2
Vii=Via 5.

dw; 2 O

Avant d’énoncer le théoréme principal de cette partie, nous rappelons les deux
résultats suivants :

1) Si w est une 1-forme harmonique sur M, alors d’apreés la formule de Bochner
et Weitzenbock on a

(6.1) Ric(w) = trV3w.

2) Toute variété Riemannienne complete non compacte a courbure de Ricci non-
négative est de volume infini [2].

Soit V* I'adjoint de V via le produit scalaire <, >. En prenant s; = w et 55 = @rw
dans [9],page 180, on obtient

(6.2) <trViw, giw> = — < V'V, piw >

= — < Vw,V(giw) >

= —|lerVw|* -2 < dpr, @ w, ppVw > .
Théoréme 6.4. Soit w une I-forme harmonique de norme globale finie sur une
variété Riemannienne compléte non compacte M a courbure de Ricci non-négative.

Alors la forme w est nulle. En particulier le premier groupe de cohomologie de De
Rham a support compact H: (M, R) est trivial.

Démonstration. D’apres (6.1) et (6.2) on a,
(6.3) < Ric(w), piw >= —||ppVu|? = 2 < dpp, @ w, o Vw > .
D’autre part, on a I'inégalité de Schwartz

(6.4) L dpr @w,prVw > > —|dpir @ wl By, |lerVwl B,

1
> =5 (e Vells,, +4llder ©wlp,,)-

D’ou d’apres (6.3), (6.4) et le lemme 6.3 on obtient
: 2 1 2 24% o
< Ric(w), prw > < —§||<kaw|| + FHWHB% pour tout k > 0.

Mais comme la courbure de Ricci de M est non-négative alors

‘ 1
0 < limsup < gy Ric(w), pr(w) >< — || Vwl|?,
k——+o00 2

on en déduit que Vw = 0. Donc la norme locale de w est une constante qui doit étre
nulle car le volume de M est infini. O
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Maintenant Le théoreéme 1.7 découle directement du théoreme 6.4 ci-dessus. On ter-
mine ce papier par Le résultat suivant qui généralise la proposition 3.1.

Théoréme 6.5. Soit (M, g) une variété Riemannienne compléte non compacte et w
une I-forme fermée de norme globale finie. Si sa dérivée covariante Vw est paralléle,
alors w est nulle.

Démonstration. Soit X le champ dual de w via g. Comme ’endomorphisme Ax est
parallele et symétrique via g, alors on a

(6.5) div o7 Ax(X) = dpi(Ax(X)) + ¢ div Ax(X)
= dgi(Ax (X)) + gitr(A%)
= dgi(Ax(X)) + [lesAx .

0 ,
Si X = ;Xla—xl, alors w = ;(;gﬂXl)dxj ; posons Ax = (aj), on a

n

A (Ax(X)) = Y (de})i(Ax (X))’
i=1
= > aiX'(dg});
2,0
(6.6) = < B,d¢?w>,

ol B est le tenseur de type (0,2) de coordonnées B, = nglag.

2
D’autre part comme le support de wiAX(X) est contenu dans Bsj, on a

/ div(p2Ax(X))Q = 0.
M

Donc d’apres (6.5) et (6.6), on obtient

(6.7) ||%0kAX||2BZk = - < B,dp @w> .
D’apres 'inégalité de Schwartz et le lemme 6.3, on a
| < B, 2pxder @ w > | < ||@nBl| By [12dipr ® wl| By

1
< 5 (IeBll,, +4lder @ wlb,,)

1 2\
< §(|80k3||2}32k + ﬁHwHQB%).

Mais || B||B,, = l|lAx||B,:, Par conséquent (6.7) induit
1 2\
loxdx B, < 5 (loxdx b, + alol,,),

c’est a dire que
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4

En faisant tendre k — 400, on obtient
: 2
Jim e Axlf,, <0,

car la norme globale de la forme w est finie. Par conséquent Ax = 0, c’est a dire que
la forme w est parallele. O

Maintenant le théoreme 1.8 découle du théoreme 6.5.
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