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Resumen

El propósito de esta nota es probar la siguiente caracterización
de los módulos artinianos en términos de los módulos finitamente
encajados: sean M un R-módulo a izquierda y

ΛM = {N ≤ M | M

N
está finitamente encajado }.

Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. M es artiniano;

2. ΛM es cerrada bajo intersecciones arbitrarias;

3. ΛM satisface la condición de cadena descendente.

Además, en general, se tiene que
T

ΛM = (0).
Palabras clave: módulo artiniano, módulo finitamente encaja-
do, módulo simple, cápsula inyectiva y zócalo de un módulo.

Abstract

The purpose of this note is to show the following characteri-
zation of the artinian modules in terms of the finitely embedded
modules: let M be a left R-module and let

ΛM = {N ≤ M | M

N
is finitely embedded }.

Then the following conditions are equivalent:

1. M is artinian;

2. ΛM is closed under arbitrary intersections;

3. ΛM satisfies the descending chain conditions.
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Moreover, in general,
T

ΛM = (0).
Key words: artinian module, finitely embedded module, simple
module, injective envelope and socle of a module.

1 Resultados básicos

En este art́ıculo R siempre denotará un anillo asociativo con elemento identi-
dad 1 6= 0 (no necesariamente conmutativo), el término módulo significará un
R-módulo a izquierda unitario y para cada módulo M , pondremos N ≤ M pa-
ra indicar que N es un submódulo de M . En particular, si N es un submódulo
esencial de M , escribiremos N ≤e M . Además, el śımbolo M ' N indicará que
M y N son módulos isomorfos, mientras que E(M) y Soc(M) denotarán la
cápsula inyectiva y el zócalo de M , respectivamente. Supondremos siempre
que M ≤ E(M). Para una excelente referencia, el lector interesado puede con-
sultar [1], en donde los módulos finitamente encajados son llamados finitamen-
te cogenerados, puesto que si R − simp denota un conjunto de representantes
bajo isomorfismos de los módulos simples, entonces {E(S) : S ∈ R− simp} es
un conjunto de cogeneradores para la categoŕıa de módulos R-Mod.

Los módulos finitamente encajados fueron introducidos por Vámos en [7]
en su deseo de dualizar la noción de módulo finitamente generado. Un módulo
M se dice que está finitamente encajado si y sólo si E(M) ' E(S1) ⊕ · · · ⊕
E(Sn), donde S1, ..., Sn son módulos simples. El módulo cero (0), considerado
como una suma directa vaćıa, está finitamente encajado. Vámos mostró algu-
nas propiedades de tales módulos que justifican el considerarlos como duales de
los módulos finitamente generados. Más tarde, V.A. Hiremath [3] ofrece una
justificación categórica para una tal consideración, aśı como otras propiedades.

Vámos mostró que un módulo M está finitamente encajado si y sólo si
M tiene zócalo esencial y finitamente generado. De donde, la clase Ω1 forma-
da por todos los módulos finitamente encajados es una clase hereditaria (i.e.,
cerrada bajo submódulos) y es fácil ver que Ω1 también es cerrada bajo exten-
siones (i.e., si 0 → M1 → M2 → M3 → 0 es una sucesión exacta de módulos
con M1 y M3 en Ω1, entonces M2 también está en Ω1). Aśı, Ω1 es cerrada
bajo imágenes isomórficas y productos directos finitos. Además, es claro que
Ω1 es una clase estable (i.e., cerrada bajo cápsulas inyectivas).
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De acuerdo con J.P. Jans [4] esta noción de Vámos equivale a una definición
debida a B. Pareigis, la cual exhibimos a continuación.

Teorema 1.1. Condiciones equivalentes para un módulo M :

1. M está finitamente encajado;

2. Para cada cadena G = {Ni : i ∈ I} de submódulos de M tal que
T
G =

(0), existe un ı́ndice j ∈ I tal que Nj= (0).

Prueba: (Debida al autor)
(1) ⇒ (2) : Si I es un conjunto finito, la implicación es inmediata. Supongamos
entonces que I es un conjunto infinito y que Ni 6= (0) para cada i ∈ I . Como
Ni ≤ M , cada Ni está finitamente encajado. Ahora, para cada i ∈ I , sean
Ei = E(Ni) y E = E(M). Entonces, Ei ≤ E = E(S1) ⊕ · · · ⊕ E(Sn), con
S1, ..., Sn submódulos simples de M y es fácil ver que

Ei =
M

k∈Li

E(Sk)

donde Li = {k : Sk ≤ Ni}. Notar que cada Li es no vaćıo, pues hemos
supuesto que cada Ni 6= (0).

Definamos ahora sobre el conjunto I la siguiente relación: si i, s ∈ I ,
escribiremos i ∼ s si y sólo si Li = Ls. Claramente, ∼ es una relación de
equivalencia sobre el conjunto I . Además, si i ≤ s (siendo ≤ el orden total
sobre I inducido por la cadena G ), entonces

i ∼ s ⇔ Ni ≤e Ns.

También, es claro que el conjunto cociente I
∼ es finito. Aśı, tenemos que

I

∼ = {ī1, ī2, ..., ¯im},

siendo ī la clase de equivalencia de i ∈ I respecto de ∼ y donde podemos
suponer que i1 < i2 < · · · < im. Es decir, que

Ni1 ⊂ Ni2 ⊂ · · · ⊂ Nim .

Ahora, para cada k : 1 ≤ k ≤ m, sean
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Gk = {Ni : i ∼ ik} y Mk =
\

Gk.

Entonces, Mk ≤ Mt para cada k ≤ t. De donde,

M1 =
m\

k=1

Mk =
\

G = (0)

y aśı, (2) es una consecuencia del siguiente resultado, el cual es fácil de probar.

Lema 1.2. Sea N un módulo finitamente encajado. Si {Ni : i ∈ I} es una
familia de submódulos de N tal que

T
i Ni = (0), entonces N = (0).

Para aplicar este Lema, basta observar que

M1 =
\

{Ni : Ni ≤e Mi1} = (0).

Aśı, Ni1 = (0), contradiciendo nuestro supuesto de que cada Ni 6= (0).

(2) ⇒ (1) : Supongamos desde ya que M 6= (0) y sea

S = Soc(M) =
M

k∈K

Sk

donde cada Si es un submódulo simple de M . Por (2) y el Lema de Zorn
(versión descendente), S 6= (0) y como (2) es claramente una propiedad he-
reditaria, todo submódulo no nulo de M contiene un submódulo simple. De
donde, tenemos que S ≤e M .

Veamos ahora que el conjunto de ı́ndices K es finito (i.e., S está finitamente
generado). En efecto, si K fuése infinito, K contendŕıa un subconjunto infinito
numerable, digamos {k1, k2, ...}. Aśı, tendŕıamos los siguientes submódulos no
nulos de M :

Mn =
M

j≥n

Skj

para cada n ≥ 1. Luego, {Mn : n ≥ 1} seŕıa una cadena (descendente) de
submódulos no nulos de M y aśı, por (2), tendŕıamos que

T
n≥1 Mn 6= (0), lo

cual genera rápidamente una contradicción.
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Por tanto, S es un submódulo esencial y finitamente generado de M , lo
cual dice que M está finitamente encajado. (Véase la prueba de (b) ⇒ (a) en
la Proposición 3.19 de [6].) �

A continuación presentamos, sin demostración, los resultados que necesi-
taremos para probar nuestro teorema principal. Un módulo no nulo M se dice
subdirectamente irreducible si y sólo si la intersección de todos los submódulos
no nulos de M es no nula. Es claro que si M es un tal módulo, entonces
E(M) = E(S) para algún submódulo simple S de M y aśı, M ∈ Ω1.

Lema 1.3 ([2]). Sean M un módulo no nulo, N un submódulo propio de M
y x ∈ M tal que x 6= N . Entonces, existe un submódulo L de M tal que
N ≤ L, x 6= L y M/L es subdirectamente irreducible.

La existencia de L se prueba usando un argumento de tipo Zorn. Ahora,
para cada módulo M , pondremos

ΩM := {N ≤ M : M/N ∈ Ω1}.
Usando el Lema 1.2, es fácil ver que

T
ΩM = (0).

Proposición 1.4 ([7]). Condiciones equivalentes para un módulo M :

1. M es artiniano;

2. ΩM = { submódulos de M }.
Lema 1.5 ([5]). Para cada módulo M y T ≤ N ≤ M , se tiene que:

1. ΩM es cerrada bajo intersecciones finitas.

2. Si N ∈ ΩM y x ∈ M , entonces (N : x) := {r ∈ R : rx ∈ N} ∈ ΩR.

3. Si T ∈ ΩN y N ∈ ΩM , entonces T ∈ ΩM .
Además, si H y N son submódulos de M y H∩ΩN := {H∩T : T ∈ ΩN},
entonces

4. H ∩ ΩN ⊆ ΩH , siempre que H ≤ N ó que N ⊆ ΩM .
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2 Demostración del teorema principal

Para cada submódulo N de un módulo M , usaremos la siguiente notación:

ΩM (N) := {L ∈ ΩM : N ≤ L}.
Notar que M ∈ ΩM (N) y la aplicación L 7−→ L/N establece una corres-
pondencia biuńıvoca (que preserva inclusiones) entre los conjuntos ΩM (N) y
ΩM/N .

Proposición 2.1. Si ΩM (N) satisface la condición de cadena descendente,
entonces N ∈ ΩM . En particular, si ΩM satisface esta condición, entonces
M ∈ Ω1.

Prueba: Supongamos que N /∈ ΩM . Entonces, N 6= M y aśı, existe un x ∈ M
tal que x /∈ N . Luego, por el Lema 1.2, existe un L1 ∈ ΩM tal que N ≤ L1 y
x /∈ L1. De donde, M ⊃ L1 ⊃ N . Ahora, igual que antes, si x1 ∈ L1 tal que
x1 /∈ N , entonces existe un L2 ∈ ΩL1 tal que N ≤ L2 y x1 /∈ L2. Luego, por
la parte (3) del Lema 1.3, tenemos que

L2 ∈ ΩM y M ⊃ L2 ⊃ L1 ⊂ N.

Continuando de esta manera podŕıamos construir una cadena estŕıctamente
descendente en ΩM (N), lo cual es una contradición. Por tanto, N ∈ ΩM .�

Teorema 2.2. Condiciones equivalentes para un módulo M :

1. M es artiniano;

2. ΩM es cerrada bajo intersecciones arbitrarias;

3. ΩM satisface la condición de cadena descendente.

Prueba:
(1) ⇒ (2) : Por la Proposición 1.1.
(2) ⇒ (3) : Supongamos (2) y sea

M = L0 ⊇ L1 ⊇ L2 ⊇ · · ·
una cadena descendente en ΩM . Entonces, por (2),
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L =
\

i≥0

Li ∈ ΩM .

De donde tenemos la siguiente cadena descendente de submódulos de M/L:

M/L = L0/L ⊇ L1/L ⊇ L2/L ⊇ · · · ,

con M/L ∈ Ω1.
Además, como

T
i≥0 Li/L = (0), por el Teorema 1.1, existe un entero

positivo n tal que Ln = L y aśı, Li = L para cada i ≥ n.

(3) ⇒ (1) : Por (3) y la Proposición 2.1, ΩM = { submódulos de M } y aśı, por
la Proposición 1.4, vale (1). �

Observación: El autor en [5] introduce la siguiente generalización de
la clase Ω1 formada por los módulos finitamente encajados. Una clase de
módulos Ω se dice una clase HCE si y sólo si Ω es hereditaria y cerrada bajo
extensiones. Evidentemente, Ω1 es una clase HCE. Otros ejemplos de clases
HCE son las llamadas clases de Serre (i.e., clases HCE cerradas bajo imágenes
homomórficas), tales como:

Ω2 = {módulos noetherianos } y Ω3 = {módulos artinianos },
entre otras. Una clase HCE Ω se dice pseudo-estable si y sólo si Ω contiene la
cápsula inyectiva de cada módulo simple (o equivalentemente, si Ω1 ⊆ Ω). Es
claro que una clase HCE no necesita ser seudo-estable, ni mucho menos ser
una clase estable.

Si Ω es una clase HCE, entonces cada módulo M se puede dotar de una
topoloǵıa (lineal) al tomar como base de entornos del cero al conjunto

ΩM = {N ≤ M : M/N ∈ Ω},
la cual llamaremos la Ω-topoloǵıa de M .
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Además, si Ω es pseudo-estable y consideramos a R y M con sus respectivas
Ω-topoloǵıas, entonces se tiene que:

1. R es un anillo topológico.

2. M es un R-módulo topológico.

3. La Ω-topoloǵıa de M es Hausdorff (pues
T

ΩM = (0)) y disconexa.

4. Cada submódulo de M es cerrado en la Ω-topoloǵıa de M .

5. Cada homomorfismo de módulos es una función continua.
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