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Resumen

Se construyen estimadores de un funcional no lineal de la m-ésima
derivada de la densidad de probabilidad, basándonos en la función ca-
racteŕıstica emṕırica. Usando la condición de Lindeberg para arreglos
triangulares obtenemos un Teorema central del Ĺımite para estos esti-
madores.
Palabras Claves: función faracteŕıstica fmṕırica, estimadores, funcio-
nal cuadrática.

Abstract

In this paper we construct estimators of certain nonlinear functional
of the mth derivative of a probability density function, based on the em-
pirical characteristic function. Using the Lindeberg-Feller Theorem for
the double array we give a CLT for these estimators.
Key words and phrases: empirical characteristic function, estima-
tors, quadratic functionals.

1 Introducción

La norma L2 de la densidad y sus derivadas correspondiente a una muestra
aleatoria es un funcional muy importante en un gran número de contextos.
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Está relacionado por ejemplo con la varianza asintótica del estad́ıstico de
rango de Wilconxon, el que corresponde a las tres primeras derivadas de la
densidad, aparece en la selección de bandas asintóticamente óptimas para his-
togramas, poĺıgonos de frecuencia y estimadores kernel de densidades. Muchos
autores tales como, Bickel y Ritov[1] ; Wu [6]; Birgé y Massart [2]; Laurent
[4]; Mart́ınez y Olivares, [5], entre otros, han estudiado la estimación de este
funcional basado en una muestra aleatoria, con diferentes metodoloǵıas.

En este trabajo presentamos una nueva demostración del problema de
estimación de una densidad y sus derivadas, modificando la técnica utilizada
por Mart́ınez y Olivares[5], quienes construyen estimadores a partir de la
función caracteŕıstica emṕırica usando la velocidad de convergencia de los
procesos emṕıricos dada por Csörgö[3]. Nuestra técnica consiste en utilizar
el Teorema de Ĺımite Central Generalizado o Condición de Lindeberg para
suma de variables aleatorias independientes obteniendo los mismos resultados
con la posibilidad de generalizarlos a dimensiones superiores y a contextos no
independientes[7].

2 Resultados

Sean X1, ..., Xn variables aleatorias independientes con función de distribución
común F absolutamente continua de densidad f desconocida. Se considera el
funcional:

θm (f) =
∫

R

[
f (m) (x)

]2

dx

donde f (m) es la derivada de orden m de la densidad f .
La función caracteŕıstica de f es:

ϕf (t) =
∫

R
eitxdF (x) = E

(
eitX

)

y la función caracteŕıstica emṕırica:

ϕn (t) =
∫

R
eitxdFn (x) =

1
n

n∑

k=1

eitXk

donde Fn es la función de distribución emṕırica de la muestra.
Suponemos que:

θm (f) =
∫

R

[
f (m) (x)

]2

dx =
1
2π

∫

R
t2m |ϕf (t)|2 dt
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lo cual es cierto si f (m) ∈ L1
⋂

L2,m ≥ 0; f (j) ∈ L1, j = 1, 2, ...,m− 1.
Consideremos el siguiente estimador:

θ̂n (m) =
1
2π

∫

|t|≤an

t2m |ϕn (t)|2 dt

donde:

an =
(√

n

ln n

) 1
2m+1

satisface

lim
n→∞

an = ∞, lim
n→∞

a2m+1
n√

n
= 0

Sea Ψm,m > 0, entero, el conjunto de densidades que satisfacen

|ϕf (t)| = o
(

1
|t|2m+1 ln|t|

)
cuando t →∞

f (2m) ∈ L1
⋂

L2

θm (f) =
∫
R

[
f (m) (x)

]2
dx =

1
2π

∫
R

t2m |ϕf (t)|2 dt

bajo estas hipótesis se obtiene que

√
n

∫

|t|>an

t2m |ϕf (t)|2 dt = o(1) (1)

para m = 0 , supondremos que existe β > 1, tal que

|ϕf (t)| = O (1 + |t|)−β

lo que nos asegura que se cumple (1) y definimos Ψ0 el conjunto de densidades
que satisfacen

|ϕf (t)| = O (1 + |t|)−β cuando t →∞
f ∈ L1

⋂
L2

θ0 (f) =
∫
R

[f (x)]2 dx =
1
2π

∫
R
|ϕf (t)|2 dt

En el caso m = 0 se estima
∫
R

[f (x)]2 dx, se tiene la condición |ϕf (t)| =

O (1 + |t|)−β
, β > 1 para la Gaussiana, la Exponencial Bilateral, la Gamma

y la Cauchy. Para m 6= 0, la condición |ϕf (t)| = o
(

1
|t|2m+1 ln|t|

)
se tiene
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para la Gaussiana, Cauchy y para la Gamma sólo para ciertos valores del
parámetro. Toda densidad cuya función caracteŕıstica es estable, es de-
cir, ϕf (t) = exp(−k |t|α), k, α > 0 y cumple la igualdad

∫
R

[
f (m) (x)

]2
dx =

1
2π

∫
R

t2m |ϕf (t)|2 dt pertenece a la familia de densidades para las que se de-

finen los estimadores.

Teorema 1. Sea m > 0, un entero, f ∈ Ψm entonces

√
n

(
θ̂n (m)− θm (f)

)
→ N

(
0, σ2

m (f)
)

en distribución

donde N
(
0, σ2

m (f)
)

es la distribución normal centrada de varianza σ2
m (f)

dada por

σ2
m (f) = 4

{∫

R

∣∣∣f (2m) (x)
∣∣∣
2

dF (x)−
[∫

R
f (2m) (x) dF (x)

]2
}

.

Teorema 2. f ∈ Ψ0 entonces

√
n


θ̂n (0)−

∫

R

[f (x)]2 dx


 → N

(
0, σ2 (f)

)
en distribución

donde N
(
0, σ2 (f)

)
es la distribución normal centrada de varianza σ2 (f) dada

por

σ2 (f) = 4

{∫

R
[f (x)]2 dF (x)−

[∫

R
f (x) dF (x)

]2
}

.

3 Demostraciones

Demostración del teorema 1
Sea m > 0, expresamos el estad́ıstico

√
n

(
θ̂n (m)− θm (f)

)
= I1 (n) + I2 (n) + I3 (n)
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donde

I1 (n) =
√

n

2π

∫
|t|≤an

t2m |ϕn (t)− ϕf (t)|2 dt

I2 (n) =
√

n

π

∫
|t|≤an

t2mRe
{

(ϕn (t)− ϕf (t))
(
ϕf (t)

)}
dt

I3(n) = −
√

n

2π

∫
|t|>an

t2m |ϕf (t)|2 dt

E (|I1 (n)|) ≤ a2m+1
n

π
√

n
→

n→∞
0 pues E

(
|ϕn (t)− ϕf (t)|2

)
=

1− |ϕf (t)|2
n

≤ 1
n ,

concluyendo que I1(n) →
n→∞

0 en probabilidad.

Por la hipótesis sobre el decrecimiento de ϕf (t) , (1) asegura que equivale
a |I3(n)| →

n→∞
0.

Lo que diferencia la demostración con la presentada por Mart́ınez y Oli-
vares [5] es justamente el estudio del término I2(n), en lugar de utilizar el
resultado de Csörgö [3], expresamos

I2 (n) =
n∑

k=1

1
2π
√

n

∫

|t|≤an

t2m
{

eitXk

(
ϕf (t)

)
+ e−itXkϕf (t) − 2 |ϕf (t)|2

}
dt

y como E
(
eitXk

)
= ϕf (t) tenemos que

E (I2 (n)) = 0 y var (I2 (n)) = E (I2 (n))2

donde mediante simples cálculos

E (I2 (n))2 =
1
π2

∫

|t|≤an

∫

|s|≤an

t2ms2mϕf (t + s) ϕf (t)ϕf (s)dtds

−


 1

π

∫

|t|≤an

t2m |ϕf (t)|2 dt




2

concluyendo que E (I2 (n))2 → σ2
m (f) cuando n →∞.

Para obtener la convergencia en distribución expresamos

I2 (n) =
n∑

k=1

Ykn
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donde

Ykn =
1

π
√

n
Re

∫

|t|≤an

t2m
{(

eitXk − ϕf (t)
) (

ϕf (t)
)}

dt

tenemos que
V ar (I2 (n)) = E (I2 (n))2 = s2

n

para obtener el Teorema Central del Ĺımite , se debe verificar la condición de
Lindeberg, es decir que ∀ ε > 0

1
s2

n

∑

k=1

∫

{|Ykn|≥εsn}

Y 2
kndP −→

n→∞
0.

puesto que

Y 2
kn ≤

4
π2n




∫

|t|≤an

t2mdt




2

≤ 16
π2n

(
a2m+1

n

2m + 1

)2

a partir de
n∑

k=1

P
(
Y 2

kn ≥ ε2s2
n

) ≤
n∑

k=1

1
ε2s2

n

∫
Y 2

kndP

se verifica la condición de Lindeberg.
El Teorema Central del Ĺımite nos afirma que

I2 (n) → N
(
0, σ2

m (f)
)

de donde
I1 (n) + I3 (n) + I2 (n) → N

(
0, σ2

m (f)
)

en distribución, se concluye que

√
n

(
θ̂n (m)− θm (f)

)
→ N

(
0, σ2

m (f)
)

en distribución.

Demostración del teorema 2
Cuando m = 0, asumiremos que existe β > 1, tal que

|ϕf (t)| = O (1 + |t|)−β
.

Divulgaciones Matemáticas Vol. 15 No. 2(2007), pp. 227–233



Estimación de una funcional cuadrática de la densidad 233

Esta hipótesis sobre el decrecimiento de ϕf (t) permite demostrar que

|I3(n)| →
n→∞

0.

La demostración es similar a la del Teorema 1, obteniendo que

lim
n→∞

√
n

(
θ̂n (0)−

∫

R
f2 (x) d (x)

)
= N

(
0, σ2

F

)

en distribución, donde

σ2
F = 4

{∫

R
[f (x)]2 dF (x)−

[∫

R
f (x) dF (x)

]2
}

.
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