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Estimacion Paramétrica de la Funciéon
de Regresion en un Modelo No Lineal

1

Consideremos un modelo de uso frecuente en areas aplicadas, como es el mode-
lo de regresién no lineal, el cual consiste en suponer que un conjunto de datos
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Abstract

Se construye un estimador paramétrico de la funcién de regresién
en un modelo no lineal basdndonos en una técnica de minima distancia
utilizada por Beran para estimacién de densidades (1977). Obtenemos
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fies a regression function in the nonlinear regression model using Beran
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Los puntos t; se consideran deterministicos y los ¢; son variables aleatorias
independientes y equidistribuidas. Si se supone que la funcién h depende de
una familia paramétrica, es decir:

h(t) = h(t,0) con 6 € R?

un problema importante se refiere a obtener estimadores del pardmetro 6
a partir de las observaciones. Para obtener tales estimadores y demostrar su
comportamiento asintético aplicamos una técnica de minima distancia utiliza-
da por Beran (1977) para presentar los estimadores de distancia de Hellinger
minima en la estimacién de densidades. Este método de minima distancia
fue desarrollado por J. Wolfowitz (1957) y ha sido ampliamente usado pa-
ra obtener estimadores fuertemente consistentes de funciones de distribucién,
densidades y de regresion.

En regresién, Pak (1996) usa la técnica de Beran (1977), considerando un
modelo de regresién lineal y la distancia de Hellinger. Construye estimadores
de densidad basados en los errores estandarizados y sobre estos usa la distancia
de Hellinger.

En este trabajo se aplica de una forma diferente el procedimiento de Beran
(1977) en la funcién regresora y considerando que ésta no es una densidad, se
utiliza la distancia usual de L? [0, 1] . Para el estimador planteado se demuestra
su consistencia y se establece un Teorema Central del Limite.

Preliminares y Resultados.

En lo que sigue se considera el modelo de regresion:

xl =h(t}) 4+, i=1,..,n y tI €(0,1)

con €; variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas tales
que E(g;) =0y E (e2) = o2

La verdadera funcién regresora h € L?[0,1] es desconocida, y asumimos
que pertenece a una familia

F={kf(0,k): || f0,k)|,=1, 6 €O, kel}

donde © es un conjunto compacto de RP, I es un intervalo compacto de R,
|| |, representa la norma L2[0, 1].

Siguiendo un enfoque andlogo al utilizado por Beran (1977) para presentar
los funcionales de distancia de Hellinger minima, estimamos el parametro
6 € © y estimamos k = || h||, valiéndonos de una estimacién no paramétrica
hy de la funcién de regresién h definida en Gasser y Miiller (1979).
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Para estimar 6 definiremos los siguientes operadores para g € L?[0,1]

T(g) = taergml’nllkf(t,k)—gllz
Tn(g) = taergmin l%nf(t,ffn)—gH2

donde k, es el estimador de & = ||g|,. Bajo hipétesis de regularidad de
la familia F, demostramos que para g € L?[0,1],§, el estimador de g no
paramétrico:

1. T(gn) — T(g) en probabilidad

2. VA (T(g,) —T(g) 2 N(o,a2 i pg () 9T (2) dt) donde 2, significa
convergencia en distribucién, p, es una funcién vectorial definida en
[0,1] que depende de g y pg es su traspuesta , N es la distribucién
normal.

3. k2 — k2en probabilidad.
~ 'D 1
4. (kg - k2) B N(0,402 [ g2(t)dt)
0

A
5. k, — k en probabilidad.

A
6. vn (kn - k> 2 N(0,02) note que la distribucién no depende de ||g],

7. ﬁ(T(gn) _T(g)) B N [0,V(0?,g)] , donde

1

V(o? g) =0o? ({pg(t)pg(t)dt+

1 , 1

||((.;H2 f pg(t)hT(fa 907 kv g)g(t)dt + HZT f h(fa 907 kv g)pz;(t)g(t)dt—’—
0 0

Uzh(f7 907 k7 g)hT(f7 007 ka g) ||g||2

donde h(f, 0, k,g) es un vector en R? y h” es su traspuesta.

Se supondran ciertas las siguientes hipdtesis e introducimos las definiciones
y notaciones dadas a continuacién.

Hipdtesis. Definiciones. Notaciones.
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Se considera el modelo de regresién:

n _

h(t?) +ei, i=1,..,n y t} €(0,1)

con ¢; variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas tales
que E(g;) =0y E (e2) = o2

H1 La verdadera funcién regresora h € L?[0,1] es desconocida, y asumimos
que pertenece a una familia

F=A{kf(0k): [IF(0,F)ll, =1, 0 €O, kel}

donde © es un conjunto compacto de R?, I es un intervalo compacto
de R, || ||, representa la norma dos de L?[0, 1]

H2 f(t,k) es continua en cada uno de los pardmetros, t € O, k € I, bajo la
norma de L? [0, 1]

H3 f(t,k) y f(t,k) representan la primera y segunda derivada respecto a
t €O de f, % continua en [0,1], k € I.

H4 F satisface la siguiente condicién: si 61,60 € ©, 0, # 05,entonces

f(01,k) # f(02,k), para cada k € I.

le o
H5 A,( = [ f(z;t,k)g(z)dx es una matriz px p no singular, t € Int(0).
0
H6 Py (.13) = _A;1(007 k)f (Jf, 907 k) RS [Oa 1] )y Pg € 02 [Oa 1] .

H7 N(u1, V) representa la distribucién Normal de media p y varianza V.

H8 f(t,k) y f(t,k) admiten el siguiente desarrollo de Taylor de primer
orden, para t € int (©):

fla;t 4+ ae k) = f(x;t, )+ae f(x,t,k)Jrae U(a;x);2z €[0,1]

}(x;t—l—ae,k) flzt, k)+af(:1: t.k)e + aV(a;z)e;z € [0,1]

donde

e ¢ es un vector columna unitario en la norma Euclidiana de RP

o ¢” es el vector fila, traspuesto del vector e.
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L]
e f es un vector p X 1 que representa las derivadas parciales de ler orden

de f(t, k) con respecto a las p variables del vector t €RP.

o0

e f(x;t, k) es una matriz p X p que representa las derivadas parciales de
segundo orden de la funcién f(z;t, k) con respecto a las p variables del
vector t €RP.

o U(a;x) (vector p x 1) y V(e x) (matriz p x p) son tales que cada una
de sus componentes tienden a cero en L? [0, 1] cuando o — 0.

Definicién 1. Denotaremos por gAn (z), un estimador no paramétrico de g €
L?[0,1], definido en Gasser y Miiller (1979), como:

A 1 % z—s Y 4 1
)= —F w 0 xX ; S
=g [, o (5e )o@ W
Jj=1 j—1
donde
° {s?}j=07“ n €5 una sucesion creciente tal que:

sp =0, 87 <t} <s¥ ,j:l,...,n—l,sZZI
max ’s’?—s? —% (i),a>1.

1<j<n '

e w es un nicleo de orden d = 2, es decir, w tiene soporte compacto en

[—e.d,
/cw(ac)dm = l,jxw(x)dx =0, /chw(x)dx £0.

e w es Lipschitz de orden v, = 1.
o {b(n)},cn satisface: lim b(n) =0y lim \/nb(n) = oco.
e g es dos veces diferenciable con sequnda derivada continua en (0,1).

Gasser y Muller(1979) demuestran que este estimador posee buenas pro-
piedades, tales como:

o (Consistencia en error medio cuadrdtico:

para todo x € (0,1) 7}LII;OE [Gn(z) — g (2)]> =0
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e (Consistencia en error medio cuadrdtico integrado:

1 N 9
lim [ E {gn(x) s (x)} dz =0 2)

n—oo 0

e La velocidad de convergencia del error medio cuadrdtico integrado:

Jy B lin(e) — g (@) de = 275 [ w?(@)da+
120290) [ [ wlytas) - [ (0) dot g
—c 0

°© (nag(n) + n2b%(n)> +o (@ + O(bd(n))) a4 > 1a d=2

Antes de enunciar los teoremas y hacer las demostraciones vamos a de-
mostrar los siguientes lemas para obtener el comportamiento asintético del
vector aleatorio Z,(p), p: R — R™ m > 1

mo= iy Sl [0 | »(5) o o

[ﬁ

el cual es centrado pues E(g;) = 0,7 = 1,2,--- ,n; donde, en particular, si
p:R—RPes

p(t) = pg (t) = —A;" (60, k) f (t; 00, k)
se obtiene la distribuciéon asintdtica de

Vi (T(gn) = T(g))

y también obtendremos la distribucién asintética de
Vi (1(32) = 7(9)) v v (ko — k)
a partir de Z,(p).

Lema 1. Sea p : R — R™ m > 1, con sequnda derivada continua en [0,1],
w es un niucleo de orden d = 2, continuo en R y tiene soporte compacto en
[—c, ¢, Z,(p) es el vector aleatorio definida en (4) entonces

1. Zn(p) = Yu(p) + Hu(p),
donde
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Yolp) = VnZi_ €5 p(&)) [s] — s} 1]
H(p) = /b (n) X2y &5 [ = 5] {ch )z w(z) dz}
con &} € [SJ 1, J] n; € [ y,zb(n)] onj € [zb(n) ,fﬂ para n > Ny, y
H,(p) — 0 en probabilidad.
1

2. Var(Yn(p)) — o2 [pt)pT (t)dt, Var(Ya(p)) es la matriz de varianzas

y covarianzas de Yy, (p). :

Demostracién: Usando Fubini, cambio de variable, el hecho que w es a
soporte compacto y teorema de valor medio para integrales, obtenemos que
para n > Ny

=iy { [ o) vl - )

con &' € [s?ﬁl, sﬂ , mediante el desarrollo de Taylor de p alrededor de 7,

existe 0 € [£},2b(n)] 6 0} € [zb(n),£}] tal que

fzsj {1+ sy v0m) e [5 - 53 dz

por ser w un nucleo obtenemos la descomposicion

Zn(p) = \/EZ? 15 p(Er) [s7 —s7 4] +
Vb () S5y e [s7 = 57 {f o m) 2 w(z) dz}
para demostrar que H,(p) tiende a cero en probabilidad hacemos el desarrollo
de Taylor de p(n}) alrededor de s7 y puesto que fl zw(z)dz = 0 obtenemos
que existe V € [77], j} tal que "

n)\/ﬁZgj (55 —s71) /C p" (V) (T =) w(z) zdz

—C

1Ha(p)l| < b ) Vi || [, p" ) (2) 22| 0y lesl [ = 1)
1Ha(p)|I” < 0 - 12(n) p,w(;z;;le;%) Sy [y = si] =0
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casi siempre, pues por la Ley fuerte de los grandes ntimeros,

n n

1 ..
— E €2 — o2 casi siempre, g [s” — s ] <
J J J 3
n 4 , n
Jj=1 J=1

bn) — Oy (/_ " (v yw (=) 2| dz)QzKp,w<oo

por lo que:
P (| Ha(p)l| = &) = 0 si n — ox.

donde ||H,,(p)| es la norma euclidea del vector aleatorio H,,(p). De este hecho
se desprende que Y, (p) v Z,(p) son asintéticamente equivalentes, es decir,
tienen la misma distribucién asintética.

Y, (p) es centrado, Var(Ya(p))) = E (Ya(0)) (Y7 (9))) = E (Yi*(s)
donde

Ylh Zejp §j ZEkP §k — Sj— 1}

mxXm

p es la i-ésima componente del vector p , Y,I'(p) es el vector traspuesto del
vector Yy, (p).

E (Y;"(p —HZU J)[s?fs;-’_l]Q

pues E (e3) = 0% y E (gjex) = 0, # k,como
ny_ o’ p' ()" (&) [s) —sia)” = {"02 [m N H D PER"E [s7 — 85 }
=1 =1

donde K es constante, usando la continuidad de p y considerando que a > 1,
tenemos que

E(Yi"p) — o /0 p'(t) p" (t) dt

n—oo

Lema 2. Bajos las hipotesis del Lema 1

Zp) =N 0.0z [ 1 (0" (01
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Demostracion: Z,(p) es asintéticamente equivalente a Yy, (p), pues H,,(p) — 0
en probabilidad; si demostramos que

oo = N 0.0 | 1 (0" ()1

obtendremos el resultado para Z,(p).
Puesto que

n
Yalp) =vnY e;p(&]) [s) — s),]
j=1
para obtener la normalidad asintética de Y,,(p), demostremos que para todo
vector y € R™ no nulo

(Ya(p),y) — N [0,0° (y)]

por las propiedades del producto escalar
(Ya(p)y) =Y &5 an;(y)
j=1

donde

Si

Yaulp),y) = Xnj(v)

j=1
probaremos a continuacién que (Y;,(p),y) satisface la condicién de Lindeberg
(Billingsley, 1968), esto es :

1 & /
Sn(y) ; {Xus)2ey/5.W)}

Sea ¢ > 0, como [ e3dP < oo,

Xflj(y)dIP’ — 0, para cada € > 0

existe R > 0 tal que / 5? dP < o’e
{6?250212}
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existe V7 tal que para cada n > Nj se tiene k=1

a?zj(y) -
pues
a1 < (ol ) K (32 + %) = 0.0 > 1 donde

ol

sup |[p(®)|l, lly|l es la norma Euclidea en R™, K constante.
t€0,1]

P79r otro lado:

2 ’I’l2 n ’ﬂ2 2
> a;0) < K (o Il)? [ + 255 + 2] = K (ol I91)” no mu-
P2

lo. Asi tenemos que:

no,

aij(y) + kzzzla”k(y)
- — 07 = *=%—— — oo luego, para cada n > N;
> aij(y) n—o00 az;(¥)  pooo

concluyendo que para n > Nj

1 n

2

Sn(y) ,; /{Xm-(y>>e\/sn<y>} A 0)E

IN

1 - 1 n
W a’ir(y)/ 2dP < n72a2 (y)eo? = e.
o? Zla%j (y)r=1 (e} 2ze20? R} o? Zla%j (y)r=1
j= J=

Corolario 1. Sip, (t) = —A; ' (00, k) f (t;600,k) € C?[0,1], donde A;* (6o, k)
estd definido en (H6), g € C*[0,1], w es un nicleo de orden 2 y p = py,
entonces

Zulog) = N 0.0z [ 1 pi (0]

Corolario 2. Sip=g € C?[0,1] y w es un nicleo de orden 2, entonces

Zn(g) = N [0, o2 /01 gz(t)dt}
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Lema 3. Sipyg € C?[0,1] y w es un nicleo de orden 2, entonces Z,(p) es
asintoticamente equivalente a:

1
Vi [ o®)1. 0 - g ®)ds
0
(es decir, sus distribuciones limites son las mismas)

Demostracion: Sea I1(n) = v/n fo — g (t)] dt, usando la definicién
de g

L) = Zn(p) + \/ﬁ/olpm Hb(ln)z/ w (Z(‘—n)) g (t) ds} g(t)} dt

para n > Ny, usando Fubini, cambio de variable y que w es un ntcleo

\/ﬁ/olp(t) blz::/n (t_§>g(t?)ds —g()| dt = Iy + Iy
donde
Iy = ﬁi S5 I 0 @) (b () 2 +5) = p(s)) g (1) d=ds
h—fo [0 () ~ g()] ds

Si en I, aplicamos el Teorema del valor medio, existe Aj;, € [s;-‘_l, sﬂ tal
que:

I = IZ/ )2+ Ajn) = p (Ajn)] [5? o S?—J 9 (t?) dz

- fz / (60,) Dlm)wl2) =[] —571] 0 (1) d=

donde &, s, € I. con I, intervalo de extremos \j,, Aj, + b(n)z o vicever-
sa. Observe que para n suficientemente grande, I, C [sj 1 J} aplicando el
desarrollo de Taylor a la funcién p’ alrededor de s7 obtenemos:

I = VAL b0 [55 = 52] 0 () o () J° 0 (2) det
VS b() [55 = 5] 9 () [0 () (55 = 6o w0 (2) 22
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12 Marfa Margarita Olivares, Hard Martinez

donde v} € (fz)sj,s}) ya que f w(z) zdz =0,

M=

11|

IN

Vb ()Y (5 =5 Hﬂﬂﬂf/WM(ﬂmw®zwz

J

Lo

< b0 () la @) [ ) () #lds 0

1

<.
Il

si n — oo, pues ﬁb(n)—>0,

i 1) lg f"|—>/ lg(t)] dt, y/ 10" (V) || lw (2) 2| dz < o

Jj=1
Ademas, por el teorema del valor medio para integrales y por el desarrollo de

Taylor, existen w;, € (S'J’-L, s}‘_l) y ajn entre 7y wj, tales que la expresion
1,5 satisface:

1ol < P[] g )] ds
_ mg o) [9E2) — g()] [57 — 5]
S«ﬁmuiwwmw—@Jw—ﬁﬂ
< Vallpll g HooZl F = @] [5] = 55-1]
< Vil llgll Z (57 = 571]°
<

K <n“15 + 711> ol 119"l oo T 0, K es constante y a > 1
O
Distribucién Limite de T(gAn)
El enfoque que seguiremos serd andlogo al utilizado por Beran (1977) para
presentar los funcionales de distancia de Hellinger minima.
Es decir, T'(g) es un elemento de © que minimiza la distancia en norma dos
de las funciones kf (6, k) pertenecientes al conjunto F y g € L?[0,1]. Aunque
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puede que existan varios § € © donde se alcance el minimo, tomaremos uno
cualquiera de éstos.

Bajo las hipétesis generales impuestas a la familia de funciones F, se puede
garantizar que el funcional T" ademas de estar bien definido es continuo en la
métrica de L2 [0,1] , como se verd en los siguientes teoremas:

Teorema 1. Bajo la hipétesis (H2), existe T (g) para todo g € L*[0,1].

Demostracién: Sean p(t,k) = ||kf(t,k) —g|l, y {tn} C O, tal que t,, — t
de la desigualdad

Ip(tn, k) —p (t, k)| < |k||| f(tn,k) — f(t, k)|l — O cuando n — oo

concluimos que p(t,k) es continua en t , para k fijo y para cada t € O
como este conjunto es compacto en RP, entonces tenemos que existe 6y tal
que p (0o, k) es minimo, con lo cual se garantiza la existencia de T'(g) O

Teorema 2. Supongamos que T(g) es unica y que se cumple la hipdtesis
(H4), entonces

1. T es continua
2. T(kf(0,k) ) =0 dnicamente para 6 € O, k fijo.

Demostracién: 1) Sean g, y g € L? [0, 1] tales que ||g», — g|l, — 0, definimos
Pt k) = [[Ef(t, k) = gnlly y p (b, k) = [|Ef(t, k) — gll, con k fijo,

Minp, (t,k) — Minp (t,k)| < Sup |p,(t,k) —p(t, k)| < Sup|lgn — gl — 0
tco tco tcO tco

por lo tanto p, (0,,k) — p (0o, k) donde

bn =T (gn) = arg min [EF (&, k) = gnll,
0o =T (g) = argmin [[kf(t, k) — gl
tco

Falta demostrar que la sucesién {6,,} converge a 6. Supongamos que 6,
no converge a 6y, como © es compacto , existe una subsucesion {G,Lj} c {6,}
tal que 6,, — 601 con y distinto a 0, luego por ser p(t, k) continua en t,
p(@n].,k) — p(01,k) y por la unicidad del limite tenemos que p(61,k) =
p (0o, k) = nlingop(ﬂn, k), lo cual es una contradiccién, ya que hemos supuesto
que T (g) es tnico (el minimo se alcanza en un dnico 6p).

2) T (kf(0o,k)) = By es inmediato por la hipdtesis de identificacién sobre los
parametros. O

Divulgaciones Matematicas Vol. 16 No. 1(2008), pp. 1-27
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Teorema 3. Bajo las siguientes hipotesis:
o f(t, k) satisface las hipdtesis (H2,H3,HS)
e Bl pardmetro k es fijo (conocido)
o T'(g) existe, es tnica y pertenece al Int(©).

T es continua en la métrica de 1.2 [0,1].

(x;t,k)g(z)dx satisface la hipdtesis (H5).

[}
Ct—r

® gn,9€L?[0,1] Jlgn —gl, =0
Entonces
0, — 90 =
fo (2:00,k) g (x) d fo (2300, k) [gn (2) — g (2)] da
an f) F (2300, k) lgn (@) — g (2)] da

donde a, es una matriz p X p tal que sus componentes tienden a cero
cuando n — o0.

Demostracién: Por definicién:

k£ (6. k) — ] / (K2 £2 (a6, ) — 2 f (a6, R)g(x) + g°(x)] do

—2k/ [zt k) g )dm+/1g2(x) dz

como para ¢ fija y k fija, las expresiones

1
IkF (6 ) — gl y — 2k / f (@it k) g (x) do

alcanzan el minimo en el mismo punto t, entonces trabajaremos con la segunda
expresion.
Definimos H (k,t) = —2k fol f(xz;t,k) g(x) dx , luego usando (HS8)

H (k,t + ae) —

a —0 «

H (k,t) _ _Qk/o T (it k) g (2) do
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para cualquiere vector e y t €int(0), como||kf(t, k) — g||§ alcanza un minimo

en t = 6y obtenemos:
1 L]
| Faitokyg(a) do=o
0

/1}($;9n,k)gn(x) dr =0
0

de esta ultima expresién y (HS8):

de igual manera,

fo (7360, k) ( ) dx—i—afo (2500, k) egn (x) do+
O‘fo (a;z)egy (z) de =0

si e = 60,, — 0y y n es suficientemente grande

(0, — 0)) =
{/ (@360, k) g () dw}i Ol}wo,k) [gn (2) — g(2)] dz
/O (2300, k) [gn (x) — g(x)] dz

donde:

-1

{f {fo 99: 100, k) " (w)}df}l {fo (2300, k) g (x) dm} +
o f (300,k) g(x) duy
con A, = { o f (@500, k) [gn (2) — g ()] dz + [, V (a52) gn (2) dx}

Ahora bien, el primer sumando en a,, y R, dependen de :

1..

7 (2:00.%) [gn (2) — g ()] da + / V (0:2) go (x) da

0

es por ello que estudiaremos a continuacién el comportamiento de cada su-
mando en la ultima expresion.
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2
Usando Cauchy-Schwart y considerando que (g, — g) L, 0 tenemos que el
primer sumando tiende a cero y por otro lado, por hipétesis cada componente

2
de V(a;-) %o , de aqui el segundo sumando también converge a cero, por lo
que a, — 0y R, — 0. O

Teorema 4. Sea §, definida en (1),entonces:
L? .
1) gn = g (en probabilidad)
2) T(gn) — T(g) (en probabilidad).
Demostracion: 1) Sea

l6n — gl2 = / (6 (1) — g0 dt

la desigualdad de Chebichev, Fubbini y (2) aseguran que

IN

. 1 . 2
Pllgn—gla >l < E [lon—gl] =

2] [ aw-s0ra] = 5 [ E[a0 o0 a0

g2 e? Jo

2) por el resultado anterior y por ser T continua T'(g,) — T'(g) en proba-
bilidad. O

Teorema 5. Sip, , g € C*[0,1] y w es un nicleo de orden 2 entonces

VRIT (3) - T(9)] BN [o, S WACTAC dt}
Demostracion:

VilT (9n) = T(g)] = Vi ) pg (t) [Gn (£) — g (£)] dit+
Viay [y f t907 [n<)— (1)) dt = Ii(n) + I2(n)

por el Teorema 3
El primer sumando, que denotamos por I;(n) es asintéticamente equiva-
lente a Z,(py) por el Lema 3, donde Z,(p,) converge a

N {0,02/01;)9 (t) pe (t) dt}
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Resta ver que el segundo sumando I5(n) converge a cero en probabilidad:
1 L]
Iy(n) = \/ﬁan/ f(t;00,k) [Gn (1) — g ()] dt = anW,
0

donde W, por el Lema 3, es asintéticamente equivalente a Z,(f (6o, k)) que
converge en distribucién a

N [0,0’2/01/)(15) pt () dt}

= f(00,k),00 =T(g) y a, converge a cero, por lo que I,,(2) converge a cero
en probabilidad. O
Estimacién de ||g|,
Sea ¢y, el estimador de la funcién g dado por Gasser y Muller, definido en
1)

Usaremos el siguiente estimador de la norma de g :

Jﬁmw

1
k* = / g>(t)dt
0

Los siguientes teoremas nos aseguran la consistencia de este estimador y la
distribucién limite.

y sea

Teorema 6. Bajo las hipdtesis consideradas en la Definicion 1

° 1%721 — k2 en probabilidad.
~ 'D 1
o J/n (k,% - k2) B N(0,402 [ g2(t)dt
0

Demostracion:

1

= |[2(t)dt — fg ’ =

: 0

g(én(t) —g(t))?dt +2 fg(t)(én(t) - g(t))dt’ <

j|gn<t> o) dt+—2tf|g ()19 (t) — g()] dt
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Usando el Teorema de Fubini,

1 1

E / Gnlt) — g0 dt | = / E(1n(t) — g(®)?) — 0 por (2)

de aqui se deduce la convergencia en probabilidad a cero de

/ G (t) — (0 dt
0

Por otro lado,

Nl

1 1
/Ig(t)l\én(t)—g(t)ldté 9l /lﬁn(f/)—g(tﬂ2 -0
0 0

en probabilidad, se concluye que

H(

con lo cual queda demostrada la consistencia del estimador.
Para obtener la convergencia débil del estadistico, lo expresamos como:

12:371@2‘25)%0

1 1

vin (i =) = vir | [(@n(0) = gle)?dt +2 [ g(6)(an(0) - gle)as

sea

El término

t—s
b(n)

w(

)g(t])ds — g(t) | dt

J

I(n) = 2Z,(g) + 27 / a(t) @
0

n

usando la definicién de §,,, donde Z,,(g) estd definido en (4), con p(t) = g(t), en
este caso, del Lema 2, se obtiene que

Zo(9) B N(0,02 | g2(t)dt),
/
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y de manera andloga a la demostracién del Lema 2 se obtiene que el otro
sumando que define I1(n) tiende a cero si n — oo.
Falta estudiar inicamente el término

I(n) = va / (1) — g(t))%dt

Por (3):

2
o utaiar) [0 e

0 (n“l}(n) + n2b%n)2) +o b27(7,n) + O(b(n)2)> ya>1

de aqui se obtiene que

\/ﬁ/ E g — g (&) — 0.

El b(n)optimal (Gasser y Miiller,1979) es un 0((1/11)#“)7 con d = 2 en
nuestro caso. 0

Corolario 3. Bajo las hipdtesis consideradas en la Definicion 1 se obtiene
que:

o ky —ken probabilidad

o /n (l;:n — k) EN(O,JQ) , el limite no depende de ||g||, -

.2 1.2
Demostracion: k, — k = k]i: k}; — 0 en probabilidad y
n +
R B2 _ g2 4a2flg2(t)dt
\/ﬁ(knfk:) = Vit — N0, —2—) = N(0,02). O
n
Distribucién limite de T, (§,)
Definimos

T(g) = axgmin |on £ (0, ) — |
0cOe 2
én = Tn(gn) = arg min ffnf(ev ]%n) - gn
0co 2

0p = T(g9) = argmin ||kf(0,k) — gl|,
[<C]
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donde

1
/fZ(x; 0,k)dx =1
0

para todo k € I, para todo 0 € ©.

Teorema 7. Bajo la hipétesis (H2), Ty (g) existe casi siempre para toda g €
L0, 1].

Demostracién: La demostracion es idéntica a la del Teorema 1 O

Teorema 8. Supongamos que T, (gn) es unica casi siempre, T es dnica, que
la familia F satisface las hipdtesis (H2) y (H4), entonces

6,, — 0y en probabilidad.

Demostracién: Para hacer una demostracion analoga a la del Teorema 2 ,
demostraremos que

lim p(l%n, 0) = p(k,0) en probabilidad,

donde R . R R
Pllns 0) = [fen £ (0, ) = 5|

En efecto, por propiedades del valor absoluto y de la norma,

p(knae) —p(k,&)‘ < iﬂn

[1(6.5) = 10 1)||+

= k| +113n = gll; = 0
en probabilidad.

Usando el argumento de unicidad de T, y T de manera andloga a la demos-
tracién del Teorema 2, obtenemos la consistencia del estimador T, (§,,). O

Distribucién Limite de /7 (Tn (Gn) — T(g)) :

Obtendremos una expresion para én — 6y que nos permita estudiar la dis-
tribucién asintética del estadistico:

\/ﬁ (Tn (gn) - T(g)) .

donde én — 6y = Tn (gn) —T(9)
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Teorema 9. Supondremos que f(t,k) verifica (H2,H3,HS§),bajo la hipdtesis
(H5), T(g) existe, es unica y pertenece al int(©), T, (gn) existe y es Unica
casi siempre, entonces

b — 00 — {fo (23 00, on 7 60, ) [ (2) — 9(a)] da

0l 8
{fo (x b, k ) ()dm} fo( (; 60, ke J.c(w;@o,k)> g(z)dx+

anfo F(@:00, k) [Gn (2) — g(x)] da+

an fy ( (300, kn) — f(2; 060, )) g(z)dx

donde
1 g0 -1 1 qe -t
an = —{ f (@300, kn) g () dx} An{ f (360, k) g (2) dw}
0 0
-1

+Rn{ Ol}?(x;eo,z;n) g() d:c}

1..

1
Ay = [ F @000 (0) = @) do+ [ Vi@)an(o)ds — 0,
0 0
casi siempre, sim — oo y el término R, depende de A,.

Demostracion: Por el mismo argumento utilizado en la demostracion del
Teorema 3, se obtienen las siguientes ecuaciones:

1.
/0 7 (2:00,K) g (z) dz =0

1. o
/ f (x; 0, k‘n) Jn () dx = 0, casi siempre
0

de la hipétesis H8 y esta ltima expresion

fo (200, kpn ()d:z:+af0 :cﬂo,k)egn(x) dx+
O‘fo (a;z)edy (z) de =0

si ae =6, — 0y
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{/1"33 0o, Fadin (1) do+ |V (002) g (2 )dx} (6 00)

0

/ x907 ngn()dz

puesto que fo 200, k n) g () dz es no singular, casi siempre

b — 09— {fo (100, ) 9 (2) dx} J2 (360, k) ln (2) — 9(2)] da

+{f01 .f. (:c;é)o,l;: ) (:c) dx} fo ( z; 0, k n) — }’(a:;@o,k)> g(z)dz+
An fo T5 00 n) [§ n. (z) — g(2)] do+
an fo ( ;00 kn) — f(2; 600, )) g(z)dx

donde a,,, A, y R, verifican las expresiones dadas en el enunciado del teorema.
O

Teorema 10. Bajo las hipdtesis (H2,HS3,H5), si f(t,k) verifica (H8), T(g)
existe, es unica y pertenece al int(©),T,(§,) existe y es dnica casi siempre,
entonces el estadistico:

(i)

es asintdticamente equivalente a
1
Zu(py) + b £.00, k)20 [ 9(6) G (0) — g(0)
0
donde Z,(p) estd definido en (4), py (t) en (H6) y

1 8 °
(/.00 k.9) = ~4," (00, k) [ 5 F(wi00. kg (@) da
0
es un vector p x 1.

Demostracién: Por el Teorema 9

N (én - 90) = I,(n) + Ia(n) + Iz(n)
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donde

/—/H

T (500, <w(m}1«ﬁﬁ;}xwmknn@mx>—guNdm
{f f (1: 0o, n) g(z) d;t} \Ffo < x; 00,k ) — }(m;@o,k)) g(z)dz

L(n) = an [ F(@3 00, h) 7 [ (2) — g(a)] dart
anffo( (2300, on) — f(x;eo,m) o(x)da

I>(n)

Estudiaremos por separado cada uno de los sumandos:

I1(n) es asintGticamente equivalente a Z,(py), por Lema 3, corolario 3 e
hipotesis.

Si en I5(n), aplicamos el teorema del valor medio a

F(@; 00, kn) = f (500, k)
. 1.2 _ 1.2
y expresamos k, — k = - obtenemos:

n

h(n)z{/ol'f(x;oo,kn) 9(@) dx} ZM/ (w300, g @) do

donde &;! es un punto entre kn y k, por hipétesis, por el Lema 3, Teorema 6
y Corolario 3 Iy(n) es asintticamente equivalente a

-1
1 7z,
{fo (360, k) g (@) d:c} S 2 F (00, k) g () da - 222 —
h(fv 90; kv g ( )
Puesto que I3(n) es asintéticamente equivalente a:
1 Zn(9)

anZn(}(Ho,k)) +an ( aak}(w;()o,k)g(m)dx>

0 k

donde @, — 0 en probabilidad ‘ s aak.(x;Ho,k)g(a:)dx’ < 00, Zn(f(60, k)

vy Zn(g) tienen distribucién asintética normal, se concluye que I3(n) — 0 en
probabilidad O

Corolario 4. Bajo las hipdtesis del teorema anterior, el estadistico

ifi,-a)
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es asintoticamente equivalente a

Ln =Y s (l) + 20(1.00.8.)" o )> (55 = 55-1)

j=1

donde &', nj! € [s] — s7_,]

Demostracion: Por el Teorema 10,
Jn (én - 90)
es asintOticamente equivalente a

Zu(p) + b(£.00.k9) -2 [ 9(0) ((0) — o(t)) e
0
donde

1 ee -1 1 o e
h(fveoak’g) = - |: o f(%oo;k)g(x) dLE:| /0 %f(xaemk)g(z) dx

y por el Lema 1, Z,(py) es asintGticamente equivalente a

Yalo) = Vi Y- e0(6)) (55 = s50) & € [ = 5] o = oy
j=1

1

y por otro lado, para p = g, h(f, 60k, 9) - 2y [ g(t) (4u(t) — g(t)) dt es
0

asintOticamente equivalente a

. g 7 n n n n n
2h(f>907k7g)yn(g) :2h(f700>k7g)\/ﬁzaj (ZJ) (Sj _ijl)vnj € [Sj _ijl:l
j=1

por Lema 3 y Lema 1, de donde se obtiene el resultado O

Teorema 11. Si pgy y g son continuas y denotamos por Var(Ly) la matriz
de varianzas y covarianza de Ly,

Var(Ly,) = Var(L,LT) = (E (Lin(n)))

pXp
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donde
Lim(n) = Ai(n) - Ap(n)
Ain) = [\/ﬁ 3 <5 (ratep) + (.00 k. ) ) (s s;u)] ,

jomy € (57 = s5-1)

entonces:

B (Lun(n)) = o* | s (00 O+

n—oo

1 , 1
o PO (f, 00,y 9)g(t)dt + 2= [ W (00, K, )Py ()g(t)dt+
0 _ 0
U2hz(fa 907kag)h‘7n(fﬂ 907kag) ||g||2

donde p,(t) es la componente i del vector py(t) y h'(f,00,k,g) es la compo-
nente i del vector h(f,00,k,g).

Demostracién: Puesto que maXHs;L R %H =0 (n%) para a > 1,
J

usando la continuidad de p, y de g, y el hecho que las variables aleatorias

€;,7 =1,2,--- ,n son independientes, centradas y de varianza o

E (Lin(n)) = 10> 3 Bi(n) Bu(n) (s} — 57,)°

j=1

Bi(n) = (p(€7) + 1 (f, 00,k ) “3 )

n—oo

1
B (Lin() =0 [ sylt)ef ()t +

1

[ i s.o0,kg)gterat +

K
lgll,
0

O—th(fv 00, kvg)hm(fv 907 kvg) ”9”2

0.2

1
HQHQ 0/ (f,60, ’g)pg (t)g(t)dt +

Teorema 12. Sip, y g son continuas

L, 2N [0,V(0% )]
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donde

1
V(o? g) = o? Of py(t)pg (t)dt+

1 2 1
- g‘ pg (OB (f, 00, k, 9)g(t)dt + 12 g‘ h(f,600,k, g)pg (t)g(t)dt+
Uzh(f, 00, k,g)hT(fa 007 k?.g) ||g||2

Demostracion: Sea y € RP un vector no nulo, probaremos que

<Ly >2 N [0,V(0%,9,9)]

n
<L,y >=Y_ &an;(y)
j=1

usando las propiedades del producto escalar, donde

an(]):\/ﬁ <p9(§?)7y>+<h(f7907k7g)ay> :ZC :|(S;l_8?1)

Si
an(y) = Ejanj(y)7 Sn(y) = Var(< Ln7y >)7
entonces tenemos que
n
< Lna ) >= chj<y)7
j=1

probaremos a continuacién que < L,,,y > satisface la condicién de Lindeberg,
esto es:

n

1
S (y) ; /{cnj(y)>6\/m} ’

;i (y) dP — 0, para cada € > 0,

la demostracion es analoga a la del Lema 2, para concluir que

(Lnsy)
V (Ln,y)

esto es, L, converge en ley a una distribuciéon normal. O

— N0,1]

Corolario 5. Bajo las hipdtesis del Teorema 10 y si pg y g son continuas

NG (én - 90) BN [0,V(0?,9)]
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donde
V(%9 = 0" [ mOsE O+
i J PN (700, R hat)dt-+ 125 [ 7,00, 9)F g0+
o?h(f,00,k, g)h" (f,00,k,9)llgll,
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