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Resumen

En este trabajo se considera la estimaciéon semiparamétrica de los
pardmetros en procesos autorregresivos controlados por un régimen de
Markov. Se estudia un estimador de minimos cuadrados condicional
modificado, demostrando la consistencia en probabilidad. Se calcula la
velocidad de convergencia del estimador.
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This work considers the semiparametric estimation of the param-
eters in autoregressive processes controlled by a Markov regime. A
modified conditional least squares estimator is studied, proving its con-
sistency in probability and calculating its convergence rate.

Key words and phrases: Autoregressive processes, hidden Markov
chain, switching models, kernel estimation, conditional least squares.

Recibido 2006/03/12. Revisado 2006/07/03. Aceptado 2006,/07/10.
MSC (2000): Primary 62M09; Secondary 62F12.



156 Ricardo Rios, Luis Angel Rodriguez

1 Introduccion

En este trabajo se establece, para procesos autorregresivos con régimen de
Markov, la consistencia y la velocidad de convergencia en probabilidad de un
estimador de minimos cuadrados modificado de los parametros del proceso.
Una ventaja practica de realizar la inferencia estadistica por un criterio de
minimos cuadrados frente a estimacién por méxima verosimilitud es que no
se requiere especificar una distribucién para el proceso de ruido, contemplan-
do la estimacién no paramétrica de la densidad del ruido usando nucleos de
convolucién con los residuos de la estimacién a cada paso.

Un proceso autorregresivo con régimen de Markov (AR-RM) es un proceso
a tiempo discreto definido por:

Yn - f(Yn717 eXn) +én (1)

donde {X,,, n € N} es una cadena de Markov no observada, homogénea con
valores en el conjunto finito {1,...,m}, matriz de transicién A = [a,;] siendo
a;; = P(X, = j|X,—1 = 1). La familia de funciones ¥ = {f(-,0) : § € ©}
estd parametrizada por el pardmetro § € © y © un subconjunto compacto
de R?. Las variables aleatorias {,} se suponen centradas, independientes e
idénticamente distribuidas con funcién de densidad ®. Suponemos que {e,},
{X,} v Yo son independientes. El proceso {X,,} no es observado y por lo tanto
la inferencia se centra en el proceso observado {Y,,}.

El uso de un régimen de Markov oculto ofrece la posibilidad de modelar
series temporales que cambian su comportamiento en el tiempo de manera
marcada. Hamilton [6] utiliza un proceso AR-RM en el contexto econémetrico,
para el andlisis anual de la serie del producto interno bruto de los Estados
Unidos, con dos regimenes: contracciéon y expansion. Procesos autorregresivos
lineales con régimen de Markov son usados en varias areas de la ingenieria
eléctrica, incluidas deteccion de fallas y control estocédstico adaptativo, ver
Douc et al. [4] y sus referencias.

Entre los trabajos mas recientes en los que se desarrolla la estimacion
de los parametros por el método de méxima verosimilitud para los procesos
autorregresivos con régimen de Markov tenemos: Francq y Roussignol [5],
Jensen y Petersen [7] y Douc et al. Sobre el problema del célculo numérico
del estimador de méxima verosimilitud consultar Rios y Rodriguez [10] y sus
referencias.

En Mevel [8] se considera, para un modelo de cadenas de Markov ocultas,
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el siguiente contraste

N
Sn() = 5 3 (Ve — By (Yalyg )2 2)

n=1

El estimador por minimos cuadrados condicional (MCC) se define como

1 = argminSy (¢). (3)
Pew
Mevel demuestra la consistencia débil y la normalidad asintética del estimador
MCC. Para la estimacion por MCC es necesario conocer la esperanza condi-
cional E,(Y,|Yg"™"), en nuestro caso la esperanza condicional del contraste
depende de {Y,}, ¢, {X,,} y de la funcién de densidad ® y como ésta es des-
conocida, E(Yn|Y0”_1) también lo es, por lo que el estimador ¢ no puede ser
obtenido por minimizacién de S '~ (1). Nosotros reemplazaremos en la ecua-
cién (2) la esperanza condicional por un estimador no paramétrico basado en
la muestra yg,...,yn y estimaremos 1, minimizando este nuevo contraste.
El criterio de Minimos Cuadrados Condicional Modificado (MCCM) se
define entonces por

N
S () = 1 (Ve — EO[¥g ) (1)

donde E(Y;,|Y" ") es un estimador no paramétrico de E(Y;,|Y* ') basado en
Yo, - - -, Y~ - El estimador ¢ de 1, es

1 = argminSy (v). (5)
eV
Este estimador es considerado en [12, 11] para el modelo no lineal de errores
estructurales en las variables. Las técnicas alli utilizadas son adaptadas en
nuestro trabajo para demostrar la consistencia débil y obtener las velocidades
de convergencia en probabilidad de los estimadores.
El articulo esté organizado de la manera siguiente. El modelo y las hipétesis
generales son presentados en la seccién 2. En la seccién 3 se presentan los
resultados principales.

2 Hipétesis generales

2.1 Hipoétesis sobre el modelo

Las condiciones (E1-E3) que definimos a continuacién garantizan la existencia
de una medida invariante para la cadena de Markov vectorial {(Y,,, X,,)}.
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E1 La matriz de transicién A es positiva, esto es, a;; > d, para todo %, j €
{1,...,m} y para algiin 6 > 0. Esta condicién implica que la cadena es
irreducible y aperiddica por lo tanto existe una tnica medida invariante
w=(p1,...,1m) para la cadena oculta {X,,}.

E2 (Sublinealidad) Para ¢ = 1,...,m, existen constantes positivas \; y b;
tales que

[ (y, )] < Alyl + bs.
E3 (Condicién tipo radio espectral) Suponemos que Y ;- log Ajp; < 0.
E3 Existe p > 0 tal que E(|e1|P) < oo.

Las condiciones anteriores garantizan que la cadena de Markov extendida es
geométricamente ergddica en el espacio de estados R x {1,...,m} (ver Yao y
Attali [13]).

El pardmetro ¢ = (u, A,0) pertenece al espacio de pardmetros definido
por ¥ = [0,1]™ x [0,1]™ x ©™.

Para el estudio de teoremas limites, supondremos que los elementos de la
familia de funciones F satisfacen las siguientes condiciones de Lipschitz (LP)
y de acotacién (AC)

LP Parai=1,...,m,

|f(y, 0:) — fly,07)] < K:1]6; — 63].
AC Parai=1,...,m, existen constantes C7,C5 tales que

|f(y791)| <Cyy vaf(ynvel)ll < Cy,

donde Vy es el operador gradiente.

2.2 Hipoétesis sobre la densidad y los estimadores

Suponemos que la funcién de densidad ¢ es acotada y que existe p > 0 tal
que,

D1 & tiene p derivadas continuas en un conjunto compacto C.
D2 Existe a > 0 tal que inf.ec ®(e) > a.

Para la estimacién no paramétrica utilizaremos ntcleos de convolucién
K : R — R acotados y con soporte compacto. Ademas supondremos que
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K1l [K(t)dt=1
K2 0<|[tPK(t)dt| <ocoy [t*K(t)dt=0,Vs=1,...,p—1.
K3 Existen constantes 8 > 0, Ctte < oo, tales que

Ve, e € C, |K(e) — K(¢')| < Ctte|e — €'|°.

La literatura sobre nicleos de convolucion es extensa, dos ejemplos muy uti-
lizados son el gaussiano K,(t) = 1/v2mexp(—t?/2) y el de Epanechnikov

K. (t) = (3/(4V502))[1 — t? /50%| I 112 <542}
Sobre el pardmetro de suavizado h = h(N) impondremos la condicién

PS limy_oo A(N) =0y limy 0o NA(N)/log N = 0.
Suponemos que,

C1 La funcién ¢ — By« (Ey(Y1]Y0) — Ey- (Y1]Y0))? admite un tnico minimo
en Y =y~

C2 Se aceptan como ciertas las siguientes condiciones de momento

E|Y: — E(Y1|Y0)[*% < o0
E||V4E(Y1]Yo)[[*T? < oc.

3 Minimos cuadrados condicional modificado
(MCCM)

En esta seccion se demuestra la consistencia del estimador MCCM. Se co-
mienza construyendo el estimador de la esperanza condicional IAE(Yn|YO"71),
se establece la consistencia en probabilidad y la normalidad asintética del esti-
mador preliminar 7,/; Por ultimo se demuestra la consistencia en probabilidad
del estimador semiparamétrico 12 y se establece su velocidad de convergencia.

3.1 Construccién del estimador E(Y, [V )

En esta seccion se construye un estimador de la esperanza condicional

E(Y,|Yg™)
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. Esta esperanza condicional se calcula mediante la férmula
E(YaYy ™) = f(yn-1,6i)an(i), (6)
i=1

v an (i) = p(X,, = i|Yy'™ ") es evaluada recursivamente por la férmula forward
de Baum (ver [8]),

N
an(j) =D an-1(8)ai;®(yn — f(Yn-1,6:)). (7)
=1

Para la funcion de densidad &, elegimos el estimador de ntcleo:
1 & E—¢€
Ple) = — K z
©) =7 n; ( h )

donde K satisface [K1-K3]. Como se observa en la ecuacién (6) la esperanza
condicional E(Yn|YO"_1) s6lo depende de ® a través de las probabilidades
{a(i)}. Estimaremos E(Y,,|Yy"™!) por

m

IE‘l(Yn|Y0n_1) = Zf(ynfla 0;)cun ()

i=1

N
an(j) = Z&n_l(i)aiji’(yn — f(yn—1,6:)).

En la seccién siguiente demostramos algunas propiedades asintéticas de este
estimador.

3.2 Propiedades asintéticas de «,,

El siguiente teorema nos permite establecer el comportamiento asintético del
estimador del filtro a,.

Proposicién 1. Para el proceso AR-RM definido en (1) bajo las hipdtesis de
estabilidad [E1-E3], las condiciones sobre el nicleo K [K1-K3] y la condicion
[PS], se verifica que

lén(j) — an(f)llce = Op (Vn),

con v, = (logn/n)", v = p/(2p + 1). La norma infitita || - | se entiende
como el supremo de una funcion, calculado sobre un compacto.
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Demostracion: Como la sucesién {e,} es i.i.d es conocido que:
[© = @|oc = Op(vn),
por ejemplo ver Ango-Nze y Rios [1].

En lo que sigue demostramos que la norma ||, () —an ()| esta acotada
por C||® — ®||», para esto procedemos por induccién en n. Para n = 2,

la2(j) — a2(j)| = |Zaw (€i,1) — P(ei,1)) il

IA

- 3.

Suponiendo cierto el resultado para n — 1 tenemos,
6n(i) — i)l = | Zaw (&(ein)n-1(0) = Bein)an-a (D)) |

= |Zau ((@n-1(0) = s ()0 (i)

+ (B(ein) = P(ein))an-1() |
m(Ma|Gn—1 — a1 + ||(i) — @)

IN

|
En la proxima secciéon demostramos la consistencia y la velocidad de con-
vergencia del estimador .

3.3 Propiedades asintéticas del estimador preliminar 1/;

El estimador preliminar ¢ es consistente y asintéticamente normal como se
demuestra en la siguiente proposicién.

Proposicién 2. Para el proceso AR-RM definido en (1) bajo las hipdtesis de
estabilidad [E1-ES3], las condiciones [C1-C2], tenemos que v definido en (8)
satisface,

i El estimado 1/; converge en probabilidad a ), .

ii Se tiene que \/n(Y —1b.) — N(0,%) donde ¥ es una matriz definida
positiva.
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En el siguiente lema se verifican que las hipdtesis necesarias para la con-
vergencia débil de un estimador de minimo contraste (ver [3], §3, pdg. 93) se
satisfacen en este caso.

Lema 1. Para el proceso AR-RM definido en (1) bajo las hipdtesis de esta-
bilidad [E1-E3], las condiciones [C1-C2], tenemos que:

i. Para todo € U, existe una funcién S(, %) tal que Sy (1) — S(1, ).
ii. La funcion S(w,w*) admite un unico minimo en ¥ = P*.

iii. Existen sucesiones {pr} v {nx} tales que
dim P (sup {|Sw () = Sx (@), [ =] < pi} =) =0,

Demostracién de (i).
Aplicando el teorema ergdédico a la cadena de Markov estacionaria

{(Y’na Xn7 an)}a
N ~
Z (Vo = By (Val¥g"™)? = S(w, %) = By (V1 = By (V1 [%0))%,
Demostracién de (ii).
Tenemos que
E(Y: — Eg(Yi]Y0))? = E(Y — By (Vi[¥5))? + E(Ey (Yi[Y0) — By (V1[¥5))?
y por hipotesis (C1) la funcién E(E,.(Y1|Yo) — Ey(Y1]Y0))? admite un tnico
minimo en 1 = ¥* y asi S(¢, ¥x).
Demostracién de (iii).
Sn(® ) Sw(¥)

N
= Z Yo = Ey(Yal¥g' ™)) = (Yo — By (Ya|Yg'™1))?
n=1

2|

N
[Eyyr (Yo Y5' ™) — B (Yo Y5~ )]

n:l

[2Yn = By (Yol Y5 ™) + Ey (Yol Y5 ™))
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Como la esperanza de 2V, — (Eyr (Y, | Y1) + By (VoY1) es acotada
nos basta demostrar que el término By (Y;,| Yy ™) —Ey, (V5| Yy ') esta acotado
por Ctte||yp — ¢'|| y asi el punto (iii) es cierto. En efecto,

By (Yn IYonfl) — By (Ya|Yg )

~ |Z (Y1, 0)0n(8) = F (g1, 04)0, (i)
— |Z (Ynm1,0) = F (Y1, 0t () + F (g1, 02) (v (i) — oy (0))

< ZKl i)+ Ctte(an (i) — o, (i)

= (K1||9 0| + Ctiellom — o))
para controlar el término ||a, — /|| procedemos por induccién en n. Para

n=2,

lo2() — 2(j)| = aij®(y1 — f(yo, 0:))mi — az;®(yr — (Yo, 0)) i

NgER Ms

< D) (@ — fwo,0:) — P(yr — f(wo,0:))) i
=1
+®(y1 — f(yo,0;)) (i — 115)|
< ZK2|f(y0,'9§)*f(y0791)|+M2|M*HH

m

< ZK2K1|9§ — 0| + Mo |pi — pg)
i=1

< m(EK 0 — 0| + Ml — 1))

Si suponemos cierto para n — 1 entonces para n tenemos,
jan () = an (D] = |Zau F(Yn-1,0:))an—1(i)
_aijq)( Yn — f(Yn—1, 92))(1;71(@'”

> KoKy 0] — 0] + Mooy 1 (i) — o, (i)

IN

IN

m(K2K1 |0 — 0| + Ma|a, — o).
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|
El siguiente lema serd necesario para establecer la parte (ii) de la propo-
sicién 2.
Lema 2. Bajo las hipdtesis de estabilidad [E1-ES3] suponiendo las las con-
diciones [C1-C2] el proceso AR-RM definido en (1) satisface las siguientes
propiedades,

i VNVySn (1) — N(0,%).

. & OBy (Yu| Yo' ~") OBy (Yo Yy !
i V2 Sy (1) — [28 (20l ) 0]

iii Ry = o0p,(1) con
1
Ry = / (V28 (s + (1 — 5)0) — V3Sx () }ds.
0

Demostracién:
Para demostrar (i) observemos que

_ 2 &
VySn(¥) = =% D (Yo =By (YVal Yy ™)) VyEy (Va5 ).

n=1

Si definimos las variables Z,, = (Y;,—Ey (Y, Yy ™)) VyEy (Y, |Yy ™) podemos
probar que

e E(Z,)=0.
o E(Z,lo(Y])) = 0.
de donde la sucesién {Z,} es una diferencia de martingalas que satisface,
o limy oo 230 ZiZ} =limy oo = 30, cov(Zi) = 3.
L4 11/Inn—wo % ZZ:l E||%||2+6 =0.

estas afirmaciones las obtenemos observando que por Cauchy-Schwarz,

E[|Zu7 < \JEIYi — By (Yl V)20 B[V By (Vi Y1) 4420

y las cantidades de la derecha estdn acotadas por la hipétesis (C2). Entonces
satisfechas las condiciones para el TCL para diferencia de martingalas (ver [2]
§ 6, teorema 6.16, pag. 116) se tiene que

1 n
— Zr — N(0,%4).
Vi B OB
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Para demostrar (ii) tenemos que

aSN 2 N1y, 9Ey (Yn|Y0”*1)
= —— Y E Y. _—
amfawk N E LSCIECH e o o

(®)

2 Z OBy (Y| Yy ™) OBy (Ya Vg ™)
0Py 0Py,

y aplicando el teorema ergddico obtenemos

N —1\y OBy (Yo |V !
SE TN (V- By (VY ) Bl g

2 =N OEy (Y, |Yy ™) Oy (Yo |V ™) OEy (Yn Yy ™) OBy (Y Yy ™)
N =1 By g 2B B oo )

Para la demostracién de (iii), en virtud de la ecuacién (8)

S (u(s)) DN (i)

= F| + F5 + F3,
WO Oy TP
donde 1(s) = stp + (1 — s),
_ OBy (o) (Yol Yo' ~1) OBy (o) (Yal Yo' ~1) OBy (Y |V ") OBy (YalYy ™)
Fl(s)*ﬁznzl b ( ){M}k, 0 W >a¢k, 0 _ i 8wk,o K 8wk/0
9N OBy (o) (Yu YD ™Y 02By (Yo Y H)
Fa(s) =%z Yn( T e T )7
N n—1y Oy () (Yn|Yy n—1y OEy (Y, Y21
Fy(5) = 2300y By (Va Yy~ 2200 g (v, et e )
Escribimos
OBy (V™) OEu (Y5 ™) _ P0G
OYyr oy, O Oy, o

donde 1) es un punto en el segmento que une a v(s) con 1., lo que nos permite
expresar Fi(s) como

O2E—(Y, YY) - OBy (VoYY OR, (Y, |Vt
¢(|0)(_¢*)< w()(|0)+ w*(n|o).

OV Oy, Oy Oy,

La consistencia de 15, la compacidad de © y la condicién de regularidad
[AC] permiten demostrar que fol Fi(s)ds = op(1). Andlogamente para Fy y
F3. [ |
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Demostracion proposicién 2
La parte (i) de la proposicién es una consecuencia directa del lema 2.
Para la demostracién de la parte (ii), construimos el desarrollo de Taylor
de VSy alrededor de 1),,

VySn () = VS () + (& — ) V5N (st + (1 — s)v)

de la definicién de ¢ se tiene que ngn(zzj) = 0, por lo tanto la ecuacién
anterior es equivalente a la expresion,

VN — ) = VNV Sy (1.)[VESn (1) + Ry] 7Y,

como una consecuencia del Lema 2 obtenemos el resultado.

3.4 Consistencia y velocidad de convergencia del
estimador v

En el teorema siguiente demostramos la convergencia en probabilidad del
estimador global ¢ a ™.

Teorema 1. Para el proceso AR-RM definido en (1) bajo las hipdtesis de
estabilidad [E1-E3], las condiciones sobre el nicleo K [K1-K4], las condicio-

nes [C1-C2] y la condicién [PS], se verifica que el estimador ¢ — ¢* en
probabilidad.

Demostracion: Para demostrar la consistencia de 1& comenzaremos demos-
trando que Sy (¢) — Sn () = 0p(1).

Sn(¥) — Sn(¥)
N
- N ZY By (Ya|Y5 ™))% = (Yo — By (Yo |V ))?
N_ A~
= mjw% P = By (Yl Yy )

[2Yn — (Ey (YalYg ™) + Ey (Ya Y5 )]

Como vimos en la proposicién 2 |]Ew(Y Y71 = By (Y Y3 Y| = 0,(1)
y como la esperanza del término 2Y,, — (Ew(Y Yo ) + By (Y, 1Yy~ ) es
acotada entonces se obtiene que |Sx (1) — Sn (1) = 0,(1), como S, (1) es
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un contraste de acuerdo con la proposicién 1 entonces S, (1)) también es un
contraste y argumentando como para 1, deducimos que % es consistente.
|

Teorema 2. Para el proceso AR-RM definido en (1) bajo las hipdtesis de
estabilidad [E1-E3], las condiciones sobre el nicleo K [K1-K4], las condiciones
[C1-C2] y la condicidn [PS], tenemos que
7[’ — Py = Op (UN)
con vy = (log N/N)" yv=1/(2p+2)(2p + 1).
Para la demostracion de este teorema establecemos el siguiente lema.

Lema 3. Para el proceso AR-RM definido en (1) bajo las hipdtesis de esta-
bilidad [E1-E3], las condiciones sobre el nicleo K [K1-K4], las condiciones
[C1-C2] y la condicién [PS], se satisfacen las propiedades siguientes:

i. La velocidad de convergencia de
IV Sn (92) = Vi Sn ()|l = Op (v)
con vy (log N/N)' yv=1/(2p+2)(2p+ 1).

.e aA) - n=1y 5[ - n—1
i V3 Sy (1) — [28 (Belleli ™) a0 )

iii. R, = 0p(1) con
1
Ry = [ ViSn(sh+ (1= 9)u) - ViSn(v.)ds
0

Demostracién (i).

Escribimos
VSN (¥s) = VSn(s) = Ty + To + T
donde
T, = 2/NYN (Y, —E(Y, Y ) (VE(Y, Y™ — VyE(Y, Yy ™)
T, = 2/NYN (E(Y,|Ye™h) — E(Y, Yy )V EY, Yy ™)
—VE(Y, Y )
Ty = 2/NS0 (B(YL[Y] ™) — E(Y, Yy ) VE(Y, Yy ).
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De las expresiones que definen los términos T3, To y T3 observamos que
la velocidad de convergencia estd gobernada por el comportamiento de las
expresiones,

o B(YalYg™ ") —E(YalYg' ).
o VyE(YalYy ™) — V4E(Ya|Ys ).
En la seccién § 3.2 demostramos que
létn = anllo = Oy (log N/N)™),

vi = p/(20+1) y como

m

E(YL Y5 ™) — E(YalYy ™) = D f(Ya, 01)(Gn(0) — (i)
i=1

y estamos suponiendo que las funciones de regresién son acotadas entonces

- log N\ ™
I~ ol =0, ((57) ).

VE(YL[Y] ™) = VyE(Ya|Yy )

Por otra parte,

il Vo, (6L ) — aX9)
¥ i_n;f(ym 0)(V02(0) — Vo (1)
v como ||V f(ym, 6:)]| < Cs entonces
|| ivwf(ym&)(d%(i) — QX)) < mCallin — aull

Tenemos que Vya¥(j) estd compuesto de las siguientes derivadas parcia-
les:

9o (7)
00,
dal 10U n—1,
o0, D ;¢ (g~ f Y1, 00) + alt_y D @ (g, — Flyn—r, 00)) 2 smr0)
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9o (4)
aals

da¥ j .
2041 ) By, — f (Y1, 00) + AL OB(yn — fyn1,01) j=s
0 jF#s
Las fofmulas son andlogas para &Y sustituyendo ® por P y ® por P’

Al sustituir en V¢]E(Yn|YO"71) — VyE(Y,|Yy ™) aparecen expresiones con
términos del tipo ® — ® y &' — &', Es conocido (ver por ejemplo [9], §3) que

- log N\ **
q)l_(I)/Oo:
I - @l =0, ((57) ).

con ve = (p—1)/(2p + 1). Por lo tanto obtenemos que:

n=o,((*5))
=0, (("57))

convg =1/(2p+2)(2p+ 1) y para Tp tenemos

log N\ "
Demostracién de (ii).

Para demostrar (ii) procedemos como en la parte (ii) del lema 2. [

Demostraciéon del teorema 3: Expandiendo V.5, alrededor de v, y se
obtiene que

(% — s) = —VSn () [V2 SN (%) + Ry] 7Y,

donde Ry = V?pSN(si + (1 = 5)Yb) — V3,Sn(¢.). La ecuacién anterior se
puede reescribir como

7/:' - 1/}* ~
= —VuSn(¥)[VESN (%) + Ry] ™!
+H(VySn () — VySn (8.))[VESn (¥s) + Ry] ™!

= Op(N™'2)+ (VySn (1) — VSn (8:)) V2 Sn (¢) + Ry] ™!
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para concluir utilizamos el lema 3 se obtiene que,

vmo((5))

eligiendo v = vs. [ |
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