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Una Aplicacion del Analisis Clasico

An Application of Classical Analysis
Atilio Morillo Pina

Divisién de Posgrado. Facultad de Ingenieria
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En el prélogo del conocido texto “Ordinary Differential Equations”, por
Coddington y Levinson [1], los autores hacen el siguiente comentario: “ ... la
Teoria de Ecuaciones Diferenciales es una fuente de aplicaciones sinceras del
Anélisis ... 7. Precisamente es nuestro objetivo en este articulo desarrollar
una aplicacién del Anadlisis Clésico, tomada del campo de las Ecuaciones Di-
ferenciales Parciales, que no sélo ilustra adecuadamente el citado comentario
sino que nos parece particularmente instructiva del manejo de las técnicas
del andlisis. Al mismo tiempo puede ser 1til como material intuitivo previo
para la motivacién de la formulacién abstracta, por los métodos del Analisis
Funcional, del problema involucrado.

Se trata de encontrar una férmula para la solucién del Problema de Cauchy
para la ecuacién de onda en dimensién 3, utilizando el método de las medias
esféricas atribuido a Poisson.

Empezaremos suponiendo que la funcién u(z1,... ,2,,t) de clase C? en
—00 < T1,...,Zy,t < 400 satisface la ecuacion
-2
Uz zy T Upowy + 0"+ Ug,z, = C " Ut (1>

con las condiciones iniciales

w(xy, ..., 2n,0) = f(x1,... ,2,) @)

Ut(l‘l, s ,ZL‘n,O) = g(‘rh R 71‘71)
A continuacién introducimos la funcién I(r,t) como la integral de superficie
de la funcién u(zq, ... ,z,,t) sobre la esfera de radio r con centro en un punto
fijado (z1,...,2y) en un instante ¢, promediada por el drea de dicha esfera.
Esta funcién se denomina media esférica de la funcién u(xy,. .. ,x,,t).
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De manera que, en férmulas,

1
I(nt):ﬁ/ w(Y1,- .- sYn,t)dS (3)
Wl ly—z|=r
donde hemos usado la notaciéon w, para el area de la esfera unitaria en di-
mensién n.
En este punto podemos recordar que

Wy, = W = 2r(/2)™ 27m/2
n_/ly—led T T(n/2)  T(n)2) (4)

y que el drea de la esfera de radio 7 es w,r™ 1.

La definicién de I(r,t) nos conduce a valores iniciales para esta funcién.
Maés precisamente,

1 /
— fdS = F(r)
wnr ly—z|=r

1
I(r,0) = (media esférica de g) = P / gdS =G(r)
n ly—z|=r

I(r,0) = (media esférica de f) =
(5)

Ahora denotemos por 7€ al vector de longitud r que va desde x = (1, ...,
Zn) hasta y = (y1,... ,Yn), con y = z + r€. Si llamamos dw al elemento
de dngulo solido generado en la esfera unitaria, se verifica la relacién dS =
r"~ldw. Luego, (3) puede ser escrita

I(r,t) = i/ u(z + 1€, t) dw (6)
Wn Jigl=1

Si explotamos en la relacién (6) la independencia respecto de r de la regién
de integracién, encontramos el limite u(z,t) = lim,_o I(r,t). de donde surge
la idea de buscar una ecuacién en derivadas parciales para I(r,t), para la
cual sepamos cémo resolver el problema de valores iniciales y, a partir de esa
solucién, determinar u(z,t) como funcién limite.

Basandonos en la independencia respecto de r de la regiéon de integracion
EN (6), podemos derivar dentro del signo integral usando la regla de derivacién
de una composicién de funciones, para obtener

1 n
L) = o /|s—1 >t o+ 7€, 06 (7)
S— S w8 ds (8)

n—1
wWnl ly—=z|=r ;=1
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donde &; es la i-ésima componente del vector unitario &.

Segin el Teorema de la Divergencia de Gauss, si {2 es una regién con
suficientes condiciones de regularidad en R™, 01 es la hipersuperficie cerrada
orientada que acota a Q, H es un campo vectorial de clase C'' definido en (2
y n es el vector unitario normal saliente a OS2, entonces

/Q divH dV = /6 Q(H.n) ds. (9)

Las anteriores hipétesis son satisfechas por el campo H = (uy,,... ,uy,)
en la regién Q@ = {y € R™ : |y — z| < r}. El vector normal a 99 es el vector
unitario £. Aplicando el citado teorema obtenemos

1 n

—z|=r i—1

(10)

|
IS
<
<
U
<
=
U
<
3

Y puesto que inicialmente habiamos asumido que la funciéon u es una solucién
de la ecuacién de onda, esto nos conduce a

0—2

I, =

wprn=t

/ Uge dy - . . dYy,. (11)
ly—z|<r

Esta expresion a su vez puede escribirse como

_9 r
L=—-_ / / uge dS dp. (12)
W™ " Jo Jly—al=p

Abandonando el caso general, la ultima relacién puede justificarse para
n = 3 del modo siguiente: si introducimos coordenadas esféricas

y1 = x1 + pcos psen
Yo = X + psen ¢sen
Y3 = x3+ pcosyp
enlaesfera |y —z| <r,con0<p<r, 0<¢<2ry0<v <, se tendrd

r T 2
/ Uy dy:/ {/ / ug (1 + pcospsen ), xo + psen ¢ sen 1,
ly—z|<r 0 0 Jo

x3 + pcostp)p? sen dqbdw}dp
(13)
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donde la expresién entre llaves es precisamente

/ Utt(yy t) ds.
ly—z|=p

La férmula (12) puede reescribirse como

_9 r
Tl = C—/ / g dS dp. (14)
Wn Jo Jly—z|=p

La derivacién respecto de r nos conduce a

672

(T’nillr)y- = — Ut dS

Wn Jy—a|=r

1
= 0_27“"_1 ( 1 / Ut dS)
WnT ly—z|=r (15)
2 1
= 0_27""_18— 7/ udS
3152 wnr"*1 ly—z|=r

_ 6727,71711'“

Es decir, I(r,t) satisface la ecuacién en derivadas parciales

n —

1
(r"_lfr)r =c¢ 2" ;. obien I, + I, =c¢2I,. (16)

r
La ecuacién anterior, conocida como ecuacion de Darbouz, es dificil de
resolver cuando n es un entero par. Cuando n es un entero impar, la ecuacion

puede reducirse a la ecuacién de onda unidimensional. Por ejemplo, para
n =3,

2
I, + =1, = ¢ 2L, o bien (rl)y, = cfg(rl)tt. (17)
T

La ultima ecuacién establece que la funcién J = rI es solucién de la ecua-
ciéon de onda unidimensional. Esta funcion satisface, ademads, las condiciones
iniciales

J(r,0) =7rI(r,0) =rF(r)

Je(r,0) = rLi(r,0) = rG(r) (18)
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En consecuencia podemos aplicar la férmula de D’Alembert para la solu-
cion del problema de valores iniciales para la ecuaciéon de onda en dimension
1. Es decir,

v(z,t) = = (¢p(x +ct) + d(x — ct)) + —

x+ct
. / W(7) dr, (19)

N | =

donde ¢ y 1 denotan las condiciones iniciales.
Substituyendo los datos actuales en la expresién (19), resulta

J(rit) = 1
(r:?) 2 * 9

(r+ct)F(r+ct)+(r—ct)F(r—ct) 1 /TJFCt G(rydr, (20)

—ct
es decir,

(1) = (r+ct)F(r+ct)+ (r—ct)F(r — ct) n 1 /H“ G(r)dr, (21)

2r 2re Jo_ .

Ya habfamos establecido que lim,_, I(r,t) = u(x,t). Para calcular este
limite, notemos que I(—r,t) = I(r,t), asi que podemos extender la funcién
media esférica para valores negativos de r como funcién par. Como conse-
cuencia, los valores iniciales F' y G quedan extendidos como funciones pares:
F(—r)=F(r)y G(—r) = G(r).

La férmula (21) puede entonces expresarse en la forma

I(r,t) = +—

22
2r 2rc TG(r)dr, (22)

(ct+7r)F(ct+7r)—(ct —7)F(ct — 1) 1 /ct+r

t—r
Obsérvese que

(ct+r)F(ct+71)— (ct —r)F(ct —7)

lim
r—0 27‘
_ lir% ((ct + r)F(ct;r) — ctF(ct) n ctF(ct) — (ct2; r)F(ct — 7‘)) (23)

- ﬁctF(ct) = %tF(ct)

Mientras que si denotamos

H(ct) = /0C TG(T)dr
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resulta
1 ct+r H _H _
lim —/ TG(T)dr = lim (ct+7) (ct 1)
r—02rc Jo_, r—0 2rc (24)
H/
_ (ct) _ ctG(ct) — G,
c c
Asi que, resumiendo,
d
u(z,t) = lir% I(r,t) = %tF(ct) + tG(ct). (25)

Finalmente, usamos las férmulas (5) para escribir (25) en detalle y obtener
la férmula buscada

1 0 (1
H=—21(2 d
U(xa Y, z, ) dre? Ot (t /(E—a:)2+(17—y)2+((—z)2—52t2 f(gv m, C) S)

: g(&,n,¢)dS

(26)
dmc?t /(5—90)2-ir(17—y)Q-F(C—Z)"’—c%2

Esta féormula, llamada Férmula de Poisson, generaliza al caso n = 3 la
Férmula de D’Alembert, ya que expresa la solucién u(z,y, z,t) como funcién
de los valores iniciales f y g sobre la superficie de esferas de radio ct.

La Foérmula de Poisson para la ecuacién de onda puede deducirse como
caso particular de expresiones més generales (véase [4]), pero que no pueden
obtenerse de manera tan sencilla como la que hemos expuesto en este articulo.
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