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Resumen
Los objetivos de este trabajo son:

1. Determinar:

(a) El Nimero Ramsey de Suma Nula para ¢ estrellas K ,,
con lados coloreados con elementos de Zj,.

(b) La caracterizacién de las coloraciones de los lados del
grafo completo K,, ;1 en Zj, de tal forma que no exis-
tan estrellas K ,, de suma nula (para k impar).

2. La definicién del Nimero Ramsey Baricéntrico y el esta-
blecimiento de sus propiedades bésicas. El valor de este
ntimero es calculado para estrellas K, con p primo.

Palabras y frases clave: Numeros Ramsey, grafo completo,
estrella de suma nula, coloracién, suma baricéntrica.

Abstract
The objectives of this paper are:

1. To determine:
(a) The zero-sum Ramsey number for t stars K, with
sides colored by elements of Zj.
(b) The maximun number of colors to label the sides of a
complete graph K,,;;—1 with no null-sum stars K ,,.
2. To define the Ramsey Baricentric Number and to establish
its basic properties. The value of this number is calculated
for stars K , with p prime.
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1 Introduccion

En 1961 P. Erdos, A. Ginzburg y A. Ziv [9] demostraron que toda sucesién de
elementos en un grupo abeliano G, de longitud 2n — 1, contiene una subsuce-
sién de longitud n de suma cero. Actualmente existen varias demostraciones
de este teorema, entre ellas podemos mencionar ademaés de la versién original
las de H. Mann [14] , C. Bailey y R. Richter [2] y Y. Hamidoune [12]. Este
resultado motivé en el campo de la Teoria Aditiva y Combinatoria el desa-
rrollo de diversas areas de investigacion entre las cuales tenemos el estudio de
los problemas sobre los nimeros Ramsey de suma cero. En 1992, Y. Caro [3]
y A. Bialostocki y P. Dierker [6] demostraron que el minimo orden que debe
tener un grafo completo (de lados coloreados con elementos de Z;) para que
exista una estrella de sumanulaesn+k—1sin=k=0 (mod 2) yn+ken
los casos restantes.

Una de las finalidades de este trabajo es caracterizar la manera de colorear
los lados del grafo completo K, 41 con elementos de Z; , de tal forma que
no contenga una copia K , de suma nula. Ademads se determina el minimo
orden que debe tener un grafo completo (de lados coloreados con elementos
de Z) para que existan t copias de la estrella de suma nula, se define el
Nimero Ramsey Baricéntrico BR(G, Zy) de un grafo G y se establecen sus
propiedades bésicas, con algunas estimaciones de BR(K p, Zp).

2 Terminologia y notacién

A continuacién daremos las definiciones béasicas utilizadas en el desarrollo de
este trabajo. Zj denotard el grupo de los enteros médulo k. Una k-coloracion
de los lados de un grafo G = (V(G), E(G)) es una funcién f: E(G) — Z. Si

Y. fle)=0

e€E(Q)

diremos que G es un grafo de suma nula con respecto a f. El grafo completo de
n vértices lo denotamos K,,. El niimero Ramsey cldsico R(G;0,1,2,... ,k—1)
se define como el minimo entero M tal que para cualquier k-coloracién de los
lados de K exista una copia monocromética de G en K ;. Un m-subconjunto
de un conjunto A es un conjunto B C A con |B| = m.
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3 Herramientas

Uno de los primeros resultados dentro de los problemas de suma cero es el
siguiente (ver [12]):

Lema 3.1 Sea G un grupo abeliano de ordenn y x1,%s,. .. T, una sucesion de
elementos de G. Entonces existe una subsucesion no vacia xj(1),Tj(2),- - -, Tj(k)
con suma nula.

Demostracién: Consideremos el conjunto de sumas
r1,r1 +29, ..., 1 +T2+- -+,

Si estos n elementos son todos diferentes entonces el cero debe ser uno de
ellos. En caso contrario dos de ellos deben coincidir , al simplificar se obtiene
una subsucesion no vacia de suma nula.

El siguiente teorema (ver [9]) motivé el desarrollo de los problemas de
suma cero sobre un grupo G.

Teorema 3.2 (Erdés—Ginzburg—Ziv, 1961)

Toda sucesion de 2n — 1 elementos (no necesariamente distintos) de un
grupo abeliano G de orden n contiene una subsucesion de cardinalidad n de
suma nula.

La longitud de la sucesién 2n — 1 dada en el teorema es la mejor posible ya
que si se tiene una sucesién de n — 1 ceros y n — 1 unos no existe ninguna
subsucesién de n elementos de suma cero.

Teorema 3.3 Sean G un grupo de orden n, k = ns un entero positivo, A
un grupo con |A| = n+k—1 y una funcion f: A — G. Entonces, ezisten
A1, As,. .. As subconjuntos de A, con |A;|=nparal <i<syANA =0
sii# j, tales que ) ., f(z) =0.

Demostracién: Por induccion.

El Teorema 3.2 puede obtenerse a partir de este ultimo tomando s = 1.
Recientemente Bialostocki y Dierker [3], Caro [6] y Flores y Ordaz [11] han
precisado el Teorema de Erdos-Ginzburg-Ziv de la siguiente forma:

Teorema 3.4 ([3], [6]) Supdngase que n > k > 2 son enteros tales que k
divide an. Sea f: A — Z, con |A| =n+ k — 2, una sucesidn; entonces una
de las dos siguientes condiciones se cumple:

i) Eziste S C A con |S| =n tal que ) ¢ f(x) = 0.
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ii) Ezisten a,b € Zy, tales que {(a — by = Zy, (es decir Zy, es generado por
b—a) yla sucesion [ estd formada por rk — 1 elementos iguales a a y
(s —r)k + k — 1 elementos iguales a b, donden =ks y1 <r <s.

Teorema 3.5 ([11]) Sean n > 3 y A un congunto finito con |A| > 2n — 3.
Sea f: A — Z, tal que ), p f(x) # 0 para todo B C A tal que |B| = n.
Entonces ezisten a,b € Z} tales que una de las siguientes condiciones es
valida:

i) [A| <2 =2, [fHa)=n-1y|fT'®)=]4]-n+1
i) |[Al=2n=3,[fHa)|=n-1,[f®)|=n-3y|f1(2b-a)=1

Un conocido resultado de Teoria de Grafos es el siguiente:

Lema 3.6 El nimero de vértices de grado impar es par.

Teorema 3.7 (Harary, [13])

i) Sin es impar, entonces Ky, es la union disjunta por lados de (n —1)/2
ciclos hamiltonianos.

i) Sin es par, entonces Ky, es la unién disjunta por lados de (n — 1)/2
ciclos hamiltonianos y un matching perfecto.

4 Numeros Ramsey de suma nula

Sean G un grafo y k un entero positivo que divide a |E(G)|. El nimero Ram-
sey de suma nula denotado por R(G, Zy) se define como el minimo entero M
tal que para toda Zj-coloracién de los lados de K j; éste contiene una copia de
G de suma nula. La existencia del niimero Ramsey de suma nula estd garanti-
zada por la existencia del nimero Ramsey cldsico N = R(G;0,1,2,...,k—1).
En efecto, para toda k-coloracién f de Ky éste contiene una copia mono-
cromdtica de G, digamos de color s. Al sumar los valores de f en lados de la
copia de G resulta |[E(G)|s = 0 (mod k). Luego R(G, Zy) existe y es menor
oigual a R(G;0,1,2,...,k —1). Observe que |E(G)| debe ser multiplo de &,
ya que de lo contrario para la k-coloraciéon de K; idénticamente igual a uno
en cada arista no habria ninguna copia de G en Kj; con suma nula.

Lema 4.1 Sea G un grafo, f una k-coloracion de G y n un entero positivo
maltiplo de k. Si G tiene un vértice x de grado d(z) > k+n — 1, entonces G
contiene una copia de K1, de suma nula.
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Teorema 4.2 Si k divide a n, entonces

n+k—1 sin=k=0 (mod2)

R(Kl,nazk) = { n+k en otro caso

Este nimero fue calculado para k = n por Bialostocki y Dierker [3] en 1992 y
en el caso general (n multiplo de k) por Caro [6] en el mismo afio.

Los siguientes dos teoremas no sélo permiten determinar el minimo orden
M = R(tKi n,Zy) de un grafo completo que garantice la presencia de t-
estrellas disjuntas por lados, cada una de suma nula, sino que también da una
estimacién de la cantidad de copias de la estrella de suma nula.

Teorema 4.3 Sean M y k enteros positivos, n un miltiplo de k tal que M >
n+ k yt el nimero de estrellas disjuntas por lados de suma nula en una
k-coloracion de Kpr. Entonces,

{M(M—n—k+1)" <t

<

2n

)

Demostracion: Si d(z) > n + k — 1 para algin x € V(K)y), entonces existe
en Kjs una copia de K, de suma nula. Luego, se suprimen de Ky todos
los lados de esta copia y se repite el proceso hasta obtener un grafo Kj; con
vértices de grado menor o igual que n + k — 2, logrando asi la cota inferior.

La cota superior se obtiene observando que el niimero de lados de Ky, es
M (M —1)/2. Por lo tanto, en K s se pueden obtener a lo sumo M (M —1)/(2n)
estrellas. Entonces,

MM—-n—-k+1) <t< M(M —1)
2n - - 2n

Ahora bien, como consecuencia de (1) se obtiene el siguiente resultado:

(1)

Teorema 4.4 El minimo orden M de un grafo completo que garantice la
presencia de t estrellas disjuntas por lados de suma nula es al menos

/2t +1+1
n4+ -4+ =
4 2

—1)2 -1
\/2m+("+lf1 ) +n+§

y a lo sumo




38 Cammaroto, A., Duran, M., Gonzilez, S.

Como una aplicacién de los teoremas anteriores se tiene que:

1) El minimo orden M de un grafo completo que garantice la presencia de
cuatro estrellas K 4 disjuntas por lados de suma nula en Z3 es por lo
menos 7y alo sumo 24, es decir 7 < R(4K1 4, Z>) < 24. En este ejemplo
podemos visualizar que en K no podemos encontrar 4K 4 disjuntas
por lados con suma nula en Z. Por lo tanto R(4K7 4, 2Z5) = 7.

2) En Ky coloreado con elementos de Zs se pueden encontrar de 3 a 7
estrellas K 4 de suma nula.

5 No existencia de las estrellas de suma nula

Sean k£ un numero impar y n un miultiplo de k. El objetivo de esta seccién
es determinar el niimero maximo de colores con los que se debe colorear los
lados de un grafo completo K, 11 de tal forma que no contenga una estrella
K ,, de suma nula y dar la descripcién de la coloracién del grafo completo.
Consideremos un grafo G con lados coloreados de manera que cada vértice
tiene lados incidentes coloreados con dos colores (un par de colores). Un
grafo C tal que cada vértice estd identificado por el par de colores (elementos
de Z}) con los que estan coloreados sus lados incidentes, se denomina grafo
de pares de colores. Un grafo de pares de colores C' satisface las siguientes
propiedades:

i) Dos vértices en V(C') son adyacentes si y s6lo si existe un color comin
entre los pares de colores; en tal caso, el lado incidente estd etiquetado
con el color comun.

ii) A cada vértice de V(C) se le asignan dos bucles (‘loops’), uno de cada
color. Por ejemplo en el vértice ab hay dos bucles, uno etiquetado con
a y el otro con b.

Es claro que los vértices ab y cd no son adyacentes, por lo que decimos que
los vértices son disjuntos.

A continuacién se presentan ejemplos de grafos de pares de colores.
1) Con tres colores a, b, c.
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2) El grafo C de cuatro colores a, b, ¢, d se obtiene adiciondndole los bucles
al siguiente grafo (Octaedro):

En la figura se puede observar que los cliques del octaedro tienen a lo
sumo tres vértices. Mds atn, existen dos clases de cliques con tres vértices:

i) Tipo 1 con sélo tres colores, por ejemplo el de vértices ab, bc, ac y lados
incidentes de diferente color:
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ab

bc c ac

ii) Tipo 2 , por ejemplo el de vértices ab, ac, ad y lados incidentes de un
mismo color (a):

ab

ac a ad

El grafo C permite considerar la aplicacién h del grafo G (coloreado) en C'
que preserva los colores de los lados, h: G — C, la cual asigna a cada vértice
de G el par de colores que aparece en los lados incidentes. Por lo tanto para
G dado en la siguiente figura:

X1 a Xa d X3

X5

X4 C X6
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se obtiene la siguiente imagen en C' con bucles.

d

De donde, se puede decir que dos vértices X; y X5 van a ab € V(C) y
al lado incidente (color b) en E(G) le corresponde un bucle (color b) en C
mediante esta aplicacion. Si el grafo G es completo, entonces su imagen en C'
es completo. En efecto, para ab en Im(h), existe algin vértice z € V(G) que
tiene lados incidentes de colores a y b, y ademds es adyacente al resto de los
vértices de V(G), por lo tanto ab es adyacente a todo y € Im(g) \ {ab}, pues
h preserva los colores de los lados. Si hay un bucle se debe a la existencia
en V(G) de dos vértices adyacentes con lados coloreados con el mismo par de
colores.

El siguiente teorema acota el nimero de colores que debe tener una colo-
racion de los lados del grafo completo K, 1 sin estrella de suma nula.

Teorema 5.1 Sea k un entero y n un maltiplo de k. Una coloracion de
Kyt+r—1 con colores en Zy, sin estrellas K, de suma nula, contiene a lo
sumo fracnk + 1 colores si fracnk > 2 y a lo mds tres colores sin = k.

Demostracién: Por el Teorema 3.5, cada vértice del grafo completo K, x—1
coloreado tiene lados incidentes etiquetados con sélo dos colores. Determi-
nando el nimero de vértices de Ky -1, que se le asigna a un vértice de C'
mediante la aplicacién natural h: K,r—1 — C (que preserva los colores) se
sigue el teorema.

En los siguientes teoremas se describen las coloraciones de los grafos com-
pletos sin estrella de suma cero.
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Dado el nidmero de colores con que estd coloreado el grafo completo
K,1k—1 y los pares de colores (ab, ac, ad, ... ) con que estdan etiquetados
los lados de los vértices, se determinan las condiciones sobre la cardinalidad
(X, ¥, %, ... ) de los conjuntos de vértices (con lados incidentes etiquetados
con el mismo par de colores) y la cantidad de uplas x, y, z, ... que existen
(es decir el nimero de coloraciones que hay), mediante un argumento de pa-
ridad sobre los subgrafos generados por los conjuntos de vértices de cada par
de colores. Consideremos una coloracién de Kpix—1, f: E(Kpip—1) = Zg
con Im(f)| = s+ 1, n = sk. Ademds, cada vértice tiene lados etiquetados
con un par de colores ab, con 1 < b < s. La coloracién produce s subgrafos
disjuntos por vértices sobre los conjuntos de vértices (de un par de colores)
Vi, 1<i<s,con

Z Vil=n+k—-1

1<i<s

y cada subgrafo tiene vértices con lados color a y p, donde p es uno de los
s colores; méas aun, los lados incidentes entre vértices de V; y V., con 1 < ¢,
r < s, tienen el color comun a.

El siguiente teorema esté relacionado con el nimero de s-uplas de cardi-
nalidad |Vi|, 1 < i < s, que se pueden formar para que la coloracién posea
las caracteristicas anteriores.

Teorema 5.2 Sean k impar, n mailtiplo de k y f: E(Kpyr—1) — Zi una
coloracion sin estrella de suma cero, tal que |Im(f)| = s+ 1 y Vi conjunto
de vértices con lados etiquetados con el par de colores ap con 1 < p < s.
Entonces existen

n—sk+k+s—2
s—1

valores convenientes para las s-uplas de cardinalidad |V;| > k con 1 <i < s.

Demostracion: se aplica el Teorema 3.5.
En el siguiente teorema los lados incidentes a los vértices del grafo com-
pleto K11 estan coloreados con los pares de colores ab, bc y ca.

Teorema 5.3 Sean k impar, n = sk y f: E(Kptk—1) = Z una coloracion
sin estrella K , de suma nula, con |Im(f)| = 3. Sean z, y, z las cardina-
lidades de los conjuntos de vértices con lados etiquetados con los pares ab,
be, ca respectivamente; entonces el mimero de tripletas xyz que satisfacen
>3k —1— (ymod k) — (2 mod k) es n?/2+ O(s) cuando s — <.
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Demostracién: Por el Teorema 3.5 se calcula una estimacién de z, y, z y
el argumento de paridad sobre los subgrafos generados por los conjuntos de
vértices con lados ab,bc,ca determina el numero de tripletas convenientes. Es
importante destacar que cada tripleta zyz identifica una coloracién de K11
sin estrellas K, de suma nula.

Ejemplo 5.4 Sean k =3, s =2, n = sk = 6; asi Kpyx—1 = Kg. Sea t el
nimero de colores de la coloracion f: E(Kg) — Z3 sin estrella de suma cero.
Entonces por el Teorema 5.1, t < 3 con n/k = 2. Supongamos que t = 3; por
el Teorema 5.3 se puede considerar la tripleta xyz que satisface la expresion
x>3k—1—(ymodk)— (zmod k), conxz=2,y=23, 2=23. Ademds por
el Teorema 3.5 un vértice con lados etiquetados con ab(be)(ca) tiene 5 lados
color a y 2 lados color b (con 2y 5), (con 2, 5). La siguiente figura representa
una coloracion de Ky sin estrellas Ky de suma nula.

ab
.L.
b a
a
c c
. . al g !
a
bc ac
6 Numero Ramsey baricéntrico
La necesidad de la condicién |E(H)| = 0 (mod n) para la existencia de

R(H, Z,) es clara; coloreando los lados de cualquier grafo completo con 1,
no es posible hallar copias del grafo dado H tales que la suma de los colores
asignados a sus lados sea nula. Recientemente, Y. Hamidoune demostré la
siguiente generalizacién del Teorema de Erdds-Ginzburg-Ziv:

Teorema 6.1 Sea A un conjunto con cardinalidad n+k—1. Sean f: A — Z,
una sucesion en Z, y {w;: 1 < i < n} una familia de nimeros naturales tal
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que para todo i, med(w;,n) = 1. Entonces existen k elementos distintos ay,
as, ..., ar en A tales que:

k

k
Z wif(ai) = (O wi)f(ax)

i=1

Cuando k = ny w; = 1, con 1 < i < n, se obtiene el Teorema de Erdos-
Ginzburg-Ziv [5].

El Teorema de Hamidoune sugiere la definicién de un concepto similar
al de numero Ramsey de suma nula, trabajando con grafos H y enteros n
arbitrarios (sin exigir la condicién |E(H)| = 0 (mod n)), tomando, ademas,
algin conjunto particular de pesos y reemplazando la condicién de suma nula
por la condicién baricéntrica en el Teorema 6.1.

Definicién 6.2 Sea n > 2 un entero. Sean G un grupo abeliano de orden
|G| =n y H un grafo con |E(H)| = k. El nimero Ramsey baricéntrico del
par (H,Q), denotado por BR(H,G), es el minimo entero r tal que para cada
coloracion f de los lados de K, con elementos de G, eziste una copia de H,
digamos Hy, y un lado eg € E(H,), tales que la siguiente igualdad se cumple:

> fle) =kf(eo)

e€E(Hy)

Los siguientes resultados se obtienen de forma inmediata a partir de la
definicién :

Teorema 6.3

a) BR(H,G) siempre existe. De hecho, si R(H,n) es el usual nimero
Ramsey para n colores ([9], [5]), se cumple BR(H,G) < R(H,n).

b) Si G =Z, yn divide a E(H), entonces BR(H,G) = R(H, Z,).

Seguidamente calcularemos, o al menos acotaremos, algunos de estos nimeros
baricéntricos.

Cuando G es el grupo ciclico de orden 2, el nimero Ramsey baricéntrico
queda completamente determinado para cualquier grafo H, como lo muestra
el siguiente teorema:
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Teorema 6.4 Si H tiene un nimero impar de lados, entonces BR(H, Z>) =
|V(H)| . Si H tiene un nimero par de lados, entonces BR(H, Z>) = R(H, Zs).

Por lo tanto los resultados en [2] y [11] pueden aplicarse:
R(H,Z,) = |V (H)| a menos que:

e H sea completo ( y entonces R(H, Z2) = |V (H)| + 2).
e H sea la unién disjunta de dos cliques.

e H no sea completo y todos los vértices tengan grado impar.

En los dos dltimos casos R(H, Z2) = |[V(H)| + 1.
A continuacién veremos algunos resultados con G = Zs. Los primeros
resultados obtenidos en este caso se refieren a la estrella K .

Teorema 6.5 Si k no es miltiplo de 3, BR(K14,2Z3) esk+2yk+3 en
caso contrario. Por otra parte, BR(K11,7Z3) =2 y BR(K1,2,23) = 5.

Demostracién: Cuando & es miiltiplo de 3, podemos usar los resultados sobre
estrellas de suma nula [9] y combinarlos con la propiedad (b) en el Teorema
6.3. Supongamos que k no es miltiplo de 3. El caso £ = 1 es trivial. Se
mostrard que Kj.o, para cualquier coloracién con elementos de Z3, contiene
alguna estrella K j con la propiedad baricéntrica. Si en algin vértice los
lados incidentes en él estan coloreados con tres colores, con al menos dos de
estos lados con el mismo color, entonces existird una estrella K centrada en
ese vértice cuyos lados estaran coloreados con los tres colores y, por lo tanto,
tendra la propiedad baricéntrica.

Si todos los lados incidentes en algin vértice de Kj4o estan coloreados
con el mismo color, toda estrella centrada en este vértice tendra la propiedad
baricéntrica.

Finalmente, si los lados incidentes en un vértice estan coloreados con
exactamente dos colores, digamos a y b, apareciendo cadaunory s =k+1—r
veces respectivamente, uno de los baricentros

ra+ (s —1)b (r—1)a+ sb
k Y k

recaerd al menos en a o b.

De hecho se ha mostrado que si k& > 4, cada vértice en Ko es el cen-
tro de alguna estrella K j con la propiedad baricéntrica. Consecuentemente
BR(K1 ,Z3) < k+ 2. Se verd en lo que sigue que BR(K1 j, Z3) > k + 2.
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Cuando k£ = 1 (mod 3) y k£ > 2, puede construirse un subgrafo regular
de grado 2 en K41 con sus lados coloreados con 1 y los restantes lados del
grafo completo coloreados con 0. Similarmente si k = 2 (mod 3) y k > 4,
puede construirse un subgrafo regular de grado 4 cuyos lados estén coloreados
con 1 y los restantes lados con 0. Entonces el baricentro es 2, el cual no se
encuentra entre los colores asignados a los lados del grafo completo. Por lo
tanto BR(K1 y, Z3) > k + 1. Por otra parte si k = 2, coloreamos los lados de
K, con tres colores, cada uno de ellos asignado a lados “opuestos”. Con esta
coloracién es imposible encontrar copias de K » baricéntricas, lo que muestra
que BR(K1 2, Z5) > 4. En K5 se comprueba ficilmente que cada vértice es el
centro de una estrella K; » monocromadtica, con lo cual puede concluirse que
BR(K:3,Z3) =5.

Teorema 6.6 BR(K3,G) es |G|+ 2 si |G| es impar y |G| +1 si |G| es par.

Demostracion: Para probar la igualdad BR(K 2, G) = t, debe mostrarse que
cualquier coloracion de los lados del grafo completo K; da dos lados adyacentes
con el mismo color, y que alguna coloracién de K;_; impide esta configuracién.
Si el orden de G es impar, puede descomponerse K|g|4+1 en |G| matchings
perfectos (ver [13], Teorema 9.1, pdg. 85), y colorearse cada matching con un
color diferente. Por otro lado, en cada vértice de K|g 4.2 algunos de los |G| +1
lados incidentes en el vértice comparten el mismo color. Si el orden de G es
par, puede descomponerse K| en |G| — 1 matchings perfectos y colorearse
cada matching con un color diferente, para de esta forma evitar la formacién
de estrellas K » baricéntricas. Por otra parte, no es posible que cada color
quede asignado a un solo lado en cada uno de los vértices del grafo completo
K|g|4+1 de orden impar. Por tanto, algin color aparece dos veces en algin
vértice.
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