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Resumen

Se considera un modelo de la Biologia de Poblaciones, con
tiempo discretizado, que consiste en la composicién de un ope-
rador lineal integral de dispersién con una funcién no lineal de
crecimiento. En un articulo anterior (Agregacién Metaestable en
un Modelo con Tiempo Discreto, Divulgaciones Matemdticasv. 5,
No. 1/2 (1997), 21-27), se mostré que dicho modelo podia gene-
rar patrones metaestables de agregacion, y en el caso de una sola
regién de agregacién, se obtuvo que ésta ocupaba la mitad del
héabitat, después de una evolucién exponencialmente lenta. En
este trabajo, se introducen en el modelo ciertas perturbaciones
exponencialmente pequenas, cuyos efectos draméticos son una
modificacién notable para la velocidad de la frontera de agrega-
cién asi como un cambio de orden uno para la extensién final de
la regién de agregacién.

Palabras y frases clave: Agregacion de poblaciones, Pertur-
baciones singulares, Supersensibilidad.

Abstract

A discrete-time model from Biology of Populations is con-
sidered, which is the composition of a linear integral operator
of dispersion with a nonlinear growth function. In a previous

TRecibido 98/05/15. Aceptado 98/11/15.
MSC (1991): 39A12; 92D25.



114 Jacques Laforgue

paper (Metastable Aggregation Within a Discrete-Time Model,
Divulgaciones Matemdticas v. 5, No. 1/2 (1997), 21-27), it was
shown that such a model could generate metastable patterns of
aggregation, and in the case of a unique region of aggregation,
it was found that it occupied half the habitat, after an exponen-
tially slow evolution. This work introduces in the model certain
exponentially small perturbations, whose dramatic effects are a
noticeable modification for the speed of the frontier of aggrega-
tion, and an order one change in the final extent of the region of
aggregation.

Key words and phrases: Aggregating populations, Singular
perturbations, Supersensitivity.

1 Introduccién

En [2], se estudié una instancia particular de un modelo de la Biologia de
Poblaciones, propuesto en una forma més general por Kot y Schaffer en [1].
Las escogencias de una funcién de crecimiento relativo cuadratica (para apor-
tar biestabilidad), y de un operador integral de dispersién basado en la dis-
tribucién exponencial bilateral de Laplace, permitieron producir un patrén
metaestable de agregacién: El dominio se dividia naturalmente en una region
de saturacién demografica y otra de desertizacion, y la frontera entre ellas,
cualquiera que hubiese sido su ubicacién original, se desplazaba con lentitud
exponencial hacia la posicién central, correspondiente a un estado estacionario
consecuente con la simetria presente en el planteamiento del problema.

En el trabajo presentado a continuacién, se rompe dicha simetria en forma
minima: Se introducen tanto en la ecuacién como en las condiciones de borde
ciertas perturbaciones exponencialmente pequenas que, en contextos méas co-
munes, no tendrian ningun efecto perceptible. Sin embargo, como el “motor”
de la metaestabilidad es un seudo autovalor dominante exponencialmente pe-
queno, basta que alguna perturbacién lo supere para que pueda observarse
una nueva velocidad para la capa interior de transicién, y un nuevo estado
estacionario en el cual la regién de agregacion tiene una extensiéon mayor o
menor, siendo de orden uno la modificacién con respecto al caso sin perturbar.

Este fenémeno, observado con la versién estacionaria de la ecuacién de
Burgers, fue llamado supersensibilidad en [3], y fue estudiado, para la ecuacién
de Burgers en [5] y para ecuaciones de evolucién m4s generales en [4]. Resulta
interesante que lo obtenido con estas ecuaciones diferenciales se reproduce aqui
de manera analoga con una ecuaciéon en diferencias e integral.



Supersensibilidad en un Modelo de Agregacion . . . 115

En la seccién 2 se describe el modelo perturbado, en la seccién 3 se analiza
la evolucién del patron de agregaciéon y en la seccién 4 se determina cémo la
posicién estacionaria limite depende de las perturbaciones introducidas.

2 Planteamiento del Problema Perturbado

Utilizamos variables sin dimensién. Asi, el pardmetro pequeno € > 0 represen-
ta la razon del alcance promedio de la dispersion a la dimensién del hébitat;
la densidad relativa u¢(x) € [0,1] es el cociente de la densidad poblacional en
el sitio x en el instante ¢ entre la maxima densidad alojable por el ambiente;
la funcién (sin perturbar) de crecimiento absoluto

(1) flu):=[1-7r*(1 —u)(l—2u)]u

(donde 0 < r < 1) es una aplicacién de [0,1] en [0,1]; y los procesos de
crecimiento y dispersién ocurren en el intervalo normalizado —1 < z < 1.

Sea p un numero positivo fijo. Introducimos perturbaciones de orden
O(e~?/¢) tanto en las condiciones de borde

p_ePle, x € (—o0, —1]
(2) u(z) =

1—prePle ze 1, 00)

como en la funcién de crecimiento absoluto

3) Fu) = f(u) + plu)e /<.
Los nimeros p_ y p4 son nonegativos, y la funcion p es integrable con valores

de signo cualquiera.
La dindmica se rige por la ecuacion

@ wn) = [

— 00

oo

~ exp (—;y') Fluty) dy.  we(-11),

y tomamos como origen ¢ = 0 un tiempo tal que la agregacién se haya ya
producido, con una frontera ubicada en un punto dado z§ € (—1,1). Es decir

€
T — xf

(5) ut(x) ~ @ ( ) para t:07172a3a"'

€

donde, segiin lo desarrollado en [2], la estructura de la frontera viene dada por
o(n) = (1+e ™)~ vy x5 es el punto lentamente mévil donde uy () = 1/2.
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3 Desplazamiento de la Frontera de Agrega-
cién
De manera mds precisa, escribimos la solucién del problema (2)(4) en la forma

(6) u(x) = p(ne) + ve(ne)

donde la variable espacial ampliada n; := (x — x§)/e queda centrada en la
frontera de agregacion, asi minimizando la correccién v;. Entonces (4) se
transforma en una ecuacién de funcién incégnita vy:

+
Vi1 (1) = —@(Mes1) + 3 f,zf exp(—[ne — 04]) £ (£ + ve) (62)) db
(™) 5 (eI e T g (1= pye ) e
+ %6_”/5 ffooo exp(—|ne — 64]) p(( + ve)(6;)) by,

donde 7 := +(1 T x¢)/e. Ahora despreciamos vyy1(n41) — (1) frente a
ve(ne), v¢ frente a @ y los términos O(e~27/€) frente a los O(e™?/¢). Resulta

+
ve(ne) ~ —@(ms1)+ 3 f;} exp(—|ne — 04|) f(p(6:)) db:
® +gen 4 et (L= r2)puen T — pyen i)
L exp(—nn — 64]) ple(6))) det] |

Utilizando la identidad [ 1exp(—[n — 6]) f(¢(0))d8 = ¢(n) y evaluando
asintéticamente las integrales fuera del intervalo (1;,7;"), obtenemos

ve(me) = ) —e(Mes1) + 1;« (e"t*(”r)"fr — e(l+r)n, *m)
(9) —+ 672—p/€ |:(]_ _ 7’2)(1)_677; —Nt 7p+€77t777;r)
+ [ exp(—|n — 04]) p(0(6r)) d@t] .

Como la condicién us(x§) = 1/2 centra la frontera en 7, = 0, y ©(0) = 1/2,
debemos tener v:(0) = 0 al evaluar (9) en x = zf. Por lo tanto

(10) (M) ~ (0) + ﬂ{e—(lmn? CE
€ 2

+erle [(1 +7) (pfe”; —p+e_"f+) +IP] }
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donde Zp := (1 —r)~! [%_exp(—|6]) p(¢(0)) df. Obtenemos finalmente la es-
timacién siguiente para la velocidad exponencialmente pequena de la frontera
de agregacién:

(11) 2%, — ot = 2¢( — 1){e<1+r><1+wz>/e () (el /e
.

el [(1 ) (pye Ao/ —p_e=(4sie) _ 7] }

4 Estado Estacionario Limite

En (11) observamos que si Zp # 0, la perturbacién introducida en la funcién
de crecimiento f(u) domina las perturbaciones introducidas en las condiciones
de borde. Entonces, reescribimos (11) como

(12)

Z‘§+1 _ Jf; ~ 26(7‘71 _ 1)67(14*’)”)/6 (ef(lJrr)m:/é _ e(lJrr)m:/e _ Zpe(H»rfp)/e) ]

Por lo tanto, si p > 1+ r, las perturbaciones son demasiado pequenas y la
posicién de equilibrio es exponencialmente pequena:

7z —(p—1-— .
(13) x;:—%i—fr)e (p—1—r)/e si o p>1+m,

una diferencia insensible con respecto a 5, = 0 del caso sin perturbar. Si
p =1+ r, la diferencia con el caso sin perturbar es de orden € :

(14) ¢ < 1n<V(Ip)2+4_Ip>
2

Tl o~ si p=1+4r.

147

Si p < 1+7, de (12) obtenemos el resultado supersensible |20 | = 1—p/(1+7),
es decir la perturbacién exponencialmente pequena de f(u) provoca un cam-
bio de orden uno para la extensién final de la regién de agregacion. Es-
pecificamente, el signo de z<_ es el opuesto del de Zp y tenemos

—1+ 1% — 1 In(Zp) si. p<l+r e Ip>0,

12

(15) =z

oo

-+ 5 In(-Ip) si p<l+r e Ip<O.

Analicemos ahora el caso Zp = 0, el cual ocurre en particular cuando no
se perturbe la funcién de crecimiento o cuando p sea simétrica: p(1 — u) =
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—p(u), Vu €]0,1]. En este caso, reescribimos (11) como
(16) aj,q —af ~2€(r ' — 1)e~(+n)/e {e—(l‘ﬂ”)ri/é _ (1Hm)zg/e
+ (14 r)elr=p)/e (p+e“’§/5 — pe‘”i/e)} .

Por lo tanto, si p > r, las perturbaciones son demasiado pequenas y la posicién
de equilibrio es exponencialmente pequena:

(17) x;:we_(p_r)/e si Ip=0 'y p>r.

Si p = r, tenemos x5, = O(e). Finalmente, si p < r, de (16) obtenemos el
resultado supersensible |29 | = 1 — p/r, es decir las perturbaciones exponen-
cialmente pequenas de las condiciones de borde tienen un efecto de orden uno
sobre la extensién final de la regién de agregacién. Especificamente, existen
dos posiciones de equilibrio asintéticamente estables, y la posicién ultima de
la frontera de agregacion depende del signo de su posicién inicial:

1—24<cn[(1+r)py] st Ip=0, p<r y x5>0,
(18) a5, =

1+ 2—fhf(1+r)p-] si Ip=0, p<r y z§<0.
(Si 2§ = 0, deducimos de (16) que z¢, es la posicién de equilibrio del mismo
signo que py —p_.)
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