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Resumen

Los resultados de este trabajo son los siguientes: 1) Se determina
que el minimo orden de un grafo completo orientado simétricamente que
garantiza la existencia de t estrellas dirigidas K , disjuntas por lados,
de suma cero, es aproximadamente y/nt. Para torneos este niimero
es aproximadamente v/2nt. 2) Se logran las siguientes estimaciones
para el nimero de Ramsey baricéntrico asociado a las estrellas K1 5¢+2
y Ki,3 y al grupo ciclico Z,: a) Si p es un numero primo, p > 5,
entonces BR(K1,3,Z,) < 2[p/3]+2, b) Sit > 2 es un entero, entonces
BR(Ki5t42,7Z5) < 5(t +1). 3) Se demuestra que si p es un nimero
primo impar y ¢ > 2 es un entero, entonces BR(K1,tpt+1,25) = (t+1)p.
4) Se determinan coloraciones de los grafos completos K,4,—3 con k
primoyn =k—1, Knt1 conn =1 (mod 3) y Kny1 conn < p (p
primo) sin estrellas K1, baricéntricas. 5) Se describen las estructuras
del grafo completo K3,—1 sin estrellas Ki, de suma cero, con n =
2k, y se calculan los diferentes tipos de particiones del conjunto de
vértices inducidas por coloraciones con 3 colores: a) Existen k formas
de particionar el conjunto V(Ksk—1) en subconjuntos X,Y. b) Existen
9(k*—1)/8 formas de particionar el conjunto V (K3,—1) en subconjuntos
XY, Z.
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Abstract

The results of this paper are the following: 1) It is determined
that the minimum order of a complete symmetrically oriented graph
which guarantees the existence of ¢t oriented stars K , disjoint by sides,
with zero sum, is approximately v/nt. For tournaments this number
is approximately v/2nt. 2) The following estimates are found for the
barycentric Ramsey numbers associated with the stars Ki 542 and
Ki3 and the cyclic group Zp: a) If p is a prime number, p > 5,
then BR(K1,3,Zp) < 2[p/3] +2, b) If t > 2 is an integer, then
BR(K 5t42,2Z5) < 5(t+1). 3) It is proved that if p is a prime number
and t > 2 is an integer, then BR(K1,tp+1,Z5) = (t+1)p. 4) Colorations
are found for the complete graph K, x_3 with k a prime number and
n==k—1, Kpy1 with n = (mod 3) and Kn+1 with n < p (p prime)
without barycentric stars K1 . 5) The structures of a complete graph
K31 without stars K1, of zero sum with n = 2k are described and
the number of types of induced partitions of the set of vertices in sub-
sets X, Y or XY, Z is calculated: a) there are k forms of partitioning
the set V(K3k—1) in subsets X,Y. b) there are 9(k* — 1)/8 forms of
partitioning the set V (K3x,—1) in subsets X, Y, Z.

Key words and phrases: Ramsey number, barycentric Ramsey num-
ber, complete oriented graph, zero-sum stars.

1 Introduccion

Erdés, Ginzburg y Ziv [7] demostraron que en un grupo abeliano de orden
n, toda sucesion con longitud 2n — 1 contiene una subsucesion de longitud n
y de suma cero. Este resultado motivé en el campo de la teoria Aditiva y
Combinatoria el desarrollo de diversas areas de investigacion entre las cuales
tenemos el calculo de los nimeros de Ramsey de suma cero.

Actualmente existen varias demostraciones de este teorema, entre ellas
podemos mencionar las de Mann [11], la de Bailey y Richter [1], y més recien-
temente la de Hamidoune [10].

Caro [5] y Bialostocki-Dierker [2] demostraron que el minimo orden de
un grafo completo (de lados coloreados con elementos de Zi) para que este
contenga una estrella K7 ,, de suma ceroesn+k—1sin=k=0 (mod 2) y
n + k en los casos restantes.

Los ntimeros de Ramsey baricéntricos, para grafos H y grupos abelianos
finitos G, fueron introducidos por Delorme, Ferniandez de La Vega y Ordaz
en el ano 1995. Este concepto generaliza el de niimeros de Ramsey de suma
cero.
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En este trabajo se dan resultados acerca de la existencia o no de estrellas
de suma cero o baricéntricas en grafos completos. En las secciones 4.2 y 4.3
se estiman los niimeros de Ramsey de suma cero y baricéntrico de estrellas
dirigidas y estrellas, respectivamente, y en las secciones 4.1 y 4.4 se dan re-
sultados que caracterizan las coloraciones de un grafo completo de tal forma
que no contenga estrellas de suma cero o baricéntricas, respectivamente.

2 Terminologia y notaciones

A continuacién daremos las definiciones bésicas utilizadas en el desarrollo de
este trabajo.

2.1 Sea G = (V(G), E(G)) un grafo. Una k-coloracion de G es una funcién
f:E(G) —{0,1,2,...,k—1}.

2.2 Sea Zj, el grupo ciclico de los enteros médulo k. Una Zg-coloracion de
los lados de un grafo G = (V(G), E(G)) es una funcién f : E(G) — Zj.

2.3 Si ZeeE(G) f(e) = 0, diremos que G es un grafo de suma cero con
respecto a f.

2.4 Se denomina grado de un vértice x, denotado por d(z), al nimero de
lados incidentes en el vértice z.

2.5 El grafo completo de orden n, denotado K,, es el grafo dado por |V (K,,)| =
n, B(K,) = {(u,v) : u,v € V(K,),u # v}.

2.6 La estrella de orden n, K, es el grafo dado por

V(K1) ={u}U{v,ve,...,05},
E(Kyp) ={(u,v):i=1,2,...,n}

2.7 La estrella K, dirigida, es aquella que tiene todos sus lados orientados
hacia el centro o partiendo de él.

2.8 El nimero de Ramsey cldsico R(G;0,1,2,...,k — 1) se define como el
minimo entero M tal que para cualquier k-coloracién f : E(Kp) —
{0,1,2,...,k — 1} de los lados del grafo completo Kj; existe una copia
de G monocromética en K.
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2.9 Sea G un grafo con |E(G)| miltiplo de k, El ndmero de Ramsey de
suma cero R(G, Zy) se define como el minimo entero M tal que para
toda Zi-coloracion de los lados de K existe una copia de G en Ky de
suma cero.

2.10 Sea A un conjunto con |A| = k y h un entero positivo tal que h < k.
Definimos h"A={a; +as+---+ap:a; €A, i=1,2,...,h}.

2.11 Sean n > 2 un numero entero, G un grupo abeliano de orden n y H un
grafo con |E(H)| = k. El ndmero de Ramsey baricéntrico del par (H, G),
denotado por BR(H,G), es el menor entero t tal que cada coloracién
f: E(K¢) — G de los lados de K; con elementos de G induce en K
una copia Hy del grafo H, con un lado ¢y € E(Hp), tal que se cumple
la siguiente igualdad: 3_ cp gy, f(€) = kf(e). Se dice que la copia Hy
es baricéntrica con respecto a la coloracién f.

2.12 Una sucesion aq,as,...,a, con n > 2 en un grupo abeliano G se deno-
mina baricéntrica si existe s € {1,2,...,n} tal que nas = a;+azs+---+
as+---+an,. En este caso se dice que as es el baricentro de la sucesion.

La existencia del nimero de Ramsey de suma cero estd garantizada por la
existencia del nimero de Ramsey clésico R(G;0,1,2,...,k—1). En efecto, su-
pongamos que |E(G)| es multiplo de k. Si se tiene un grafo completo de orden
R(G;0,1,...,k—1) coloreado con elementos del conjunto {0,1,...,k—1}, en
el grafo completo Kp(c,0,1,... k—1) S€ encuentra una copia de G monocromatica.
Al sumar los lados de la copia de G resulta |[E(G)| - s, donde s es el color que
tiene la copia monocromdtica de G. Como |E(G)| es un multiplo de k se
obtiene suma cero (mod k). Luego R(G, Z;) < R(G;0,1,2,...,k— 1) por ser
R(G, Z) el minimo.

Observe que |E(G)| debe ser multiplo de k, ya que de lo contrario la
funcién f : E(Kp) — Zi idénticamente igual a uno, no permitirfa que G
fuese un grafo de suma cero.

3 Herramientas

Uno de los primeros resultados dentro de los problemas de suma cero es el
Lema siguiente:

Lema 3.1 ([8]). Sea G un grupo abeliano de orden n. Sea x1,xa,...,Zn
una sucesion de elementos de G. Entonces existe una subsucesion no vacia
a:j(l), xj(2)7 “e ,xj(k) con suma cero.
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El siguiente teorema de P. Erdos, A. Ginzburg y A. Ziv motivé el estudio
de los problemas de suma cero sobre un grupo G.

Teorema 3.2 ([7]). Sea G un grupo abeliano de orden n y sea aj,aq,...,
asn—1 una sucesion de elementos de G. Entonces existe un conjunto I C
{1,2,...,2n—1}, con |I| = n, tal que > a; = 0.
i€l

La longitud de la sucesién 2n — 1 del teorema es la menor posible ya que si
se tiene una sucesién de (n—1) ceros y (n — 1) unos no existe una subsucesién
de n elementos de suma cero.

Caro [5] y Bialostocki-Dierker [2] demostraron el siguiente teorema, deno-
minado “Teorema de Ramsey de suma cero”, que garantiza la existencia de
una estrella de suma cero en un grafo completo de R(K ,, Z)) vértices:

Teorema 3.3 ([5]). Sean n y k enteros positivos tales que n >k > 2. Si k
divide a n entonces

n+k—1sin=k=0 (mod 2)

R(Kin, Zy) = { n+k en otros casos

Este ntmero fue calculado para k = n por Bialostocki y Dierker [2] y para
n multiplo de &k por Caro [5]. Una consecuencia del Teorema 3.2 es el siguiente
resultado:

Lema 3.4. Sea G un grafo y f : E(G) — Zi. Sea n un entero positivo
multiplo de k. Si existe un vértice x de G con d(x) > n+ k — 1 entonces G
contiene una copia de K , de suma cero.

En 1992 Caro [5] demuestra que el minimo entero M tal que para toda
Zj, coloracién de los lados de K y cualquier orientacién de sus lados existe
al menos una estrella K4, dirigida y de suma cero es 2(n + k — 1). Una
consecuencia de este resultado es el siguiente lema.

Lema 3.5 ([5]). Sea G un grafo dirigido, n miltiplo de k y f : E(G) — Z.
Si G tiene un vértice x con d(x) > 2n 4+ 2k — 3 entonces x es el centro de
alguna estrella dirigida de suma cero.

En el siguiente Teorema Caro, Bialostocki-Dierker y Flores-Ordaz carac-
terizan las sucesiones que no contienen subsucesiones de longitud n y suma
cero.

Teorema 3.6 ([2], [5], [9]). Sean n y k enteros (n > k > 2) con n miltiplo
de k. Sea f: A — Zy, |Al = n+k — 2 una sucesion. Entonces una y sdlo
una de las siguientes condiciones es vdlida:
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a) Existe S C A, |S| =mn, tal que Y f(z)=0.
zes

b) Existen a y b € Zy con (b—a) = Zy (es decir, Zy es generado por
b—a) y la sucesion f estd formada por rk — 1 elementos iguales a a y
(s =)k +k — 1 elementos iguales a b, conn =sk y1 <r <s.

Teorema 3.7 (Dias da Silva — Hamidoune [6]). Sea p > 5 un ndmero
primo y sea A C Z,, donde |A| = k. Sea 2 < h < k. Entonces

|h" Al > min{p, h(k — h) + 1}.

Se considera h > 2 para evitar casos triviales.

4 Resultados

4.1 Particiones del conjunto de vértices del grafo
completo K3;,_; sin estrellas K, 5, de suma cero

El nimero de Ramsey de suma cero de la estrella de n lados, R(K1 ., Zk),
para n = k y n multiplo de k, fue determinado por Bialostocki-Dierker y
Caro. Seguidamente Cammaroto, Duran y Gonzélez [3] estiman el nimero de
Ramsey de suma cero para t-estrellas, R(tK1 n, Zi).

En esta seccién se determinan: la estructura del grafo completo K3, 1
coloreado con elementos de Zj, sin estrellas K o de suma cero, para k impar;
las caracteristicas de las cardinalidades z, y, z de los subconjuntos X, Y, Z
que conforman la particién del conjunto de vértices V(K3r—1) inducida por
la coloracion y el niimero de tales particiones.

Los resultados dados en esta seccién estan basados fundamentalmente en
el Teorema 3.6. La siguiente observacion es una consecuencia inmediata de
este teorema.

Observacién 4.1.1. En una Zj-coloracion del grafo completo K,,4—1 sin
estrellas K, de suma cero, para k impar y n multiplo de k, cada vértice en
V(Kpntk—1) tiene rk — 1 lados incidentes etiquetados cona 'y (s —r)k+k—1
lados incidentes etiquetados con b, siendo a y b elementos de Zj tales que
(b—a) =2, 1 <r<s.

Diremos en este caso que cada vértice del grafo completo K,,;_1 tiene
lados incidentes etiquetados con un par de colores. Dados dos vértices de
K, +1—1 con lados incidentes etiquetados con los pares de colores ab y cd res-
pectivamente, entonces debe existir un color comin a ambos pares, ya que
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el grafo es completo. Por lo tanto si coloreamos los lados del grafo completo
K, +k—1 con tres colores a, by ¢, podemos considerar dos tipos de pares de
colores con los que se etiquetan los lados incidentes en un vértice en el grafo
completo sin estrellas K ,, de suma cero:

tipo 1) {ab,bc}, con un color en comiin, y

tipo 2) {ab,bc, ca}, los cuales no tienen un color en comuin.

En el siguiente teorema se determina el niimero méximo de colores con los
que se puede colorear los lados del grafo completo K,,;r_1, con k impar y n
multiplo de £, de tal forma que éste no contenga una copia de la estrella K; ,
de suma cero.

Teorema 4.1.2. Sean k impar y n maltiplo de k. Una Zy—coloracion de
Kyyr—1 sin estrellas Ky, de suma cero tiene a lo sumo 31 + 1 colores si
n > 2k y a lo mds tres colores si n = k.

Es inmediato que si coloreamos el grafo completo K, 1x—1 con sélo un
elemento, éste tendra en cada vértice una estrella K ,, de suma cero.

En los siguientes resultados se toma n = k y se describen las coloraciones
del grafo completo Kaj_1 sin estrellas K j, de suma cero (con k impar) usando
dos o tres colores. Es decir, | Im f| esigual a 2 0 3, donde f : E(Kap_1) — Zj
es una coloracion de Koj_1.

Cada vértice v de Ko7 tiene grado 2k — 2, entonces de la Observacién
4.1.1, el vértice v tendra k — 1 lados incidentes etiquetados con a, v k — 1
lados incidentes etiquetados con b, para a, y b, € Zj.

Proposicién 4.1.3 ([4]). Una Zy-coloracion de Kop_1 sin estrellas K, i, de
suma cero, con k impar, tal que |Im f| = 2, determina dos subgrafos (k —1)-
regulares monocromdticos.

En la Proposicién 4.1.3 se da la estructura del grafo completo de orden
2k — 1 (sin estrellas K j de suma cero) a partir de los subgrafos inducidos
por los lados de un mismo color, cada subgrafo con orden 2k — 1.

En el siguiente teorema se describe la estructura del grafo completo Kop_ 1
determinando la forma de particionar el conjunto de vértices V(Ka,—1) en los
subconjuntos X, Y, Z de manera tal que:

1. Los vértices de X tienen lados incidentes etiquetados con el par de co-
lores ab.
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2. Los vértices de Y tienen lados incidentes etiquetados con el par de co-
lores be.

3. Los vértices de Z tienen lados incidentes etiquetados con el par de colores
ca.

Cada vértice en el conjunto X tiene k — 1 lados incidentes etiquetados con
a y k —1 lados incidentes etiquetados con b. Los vértices de los conjuntos Y
y Z tienen igual cantidad de lados incidentes etiquetados con los colores de
los pares bc y ca, respectivamente. Si |X| =z, |[Y| =y v |Z| = z, entonces
T4y+z=2k—1.

El siguiente teorema da el nimero de formas de particionar el conjunto

V(K2k—1) en los subconjuntos X, Y, Z, es decir el nimero de posibles ternas
(2,9, 2).
Teorema 4.1.4 ([4]). Sea k un ndmero impar. Entonces existen 3k -1)
formas de particionar el conjunto de vértices del grafo completo Kap_1 (sin
estrellas K1 1, de suma cero) en subconjuntos X, Y, Z, de modo que los lados
incidentes con los vértices de cada subconjunto est’en etiquetados con los pares
de colores ab, bc y ca respectivamente.

En la demostracién del teorema 4.2.4 se deduce que las cardinalidades =,
Y, z no pueden ser simultidneamente niimeros impares.

En la presente seccién se describen las estructuras del grafo completo
K3j—1 sin estrellas K ,, de suma cero, con n = 2k, y se determina el niimero
de tipos de particiones inducidas de su conjunto de vértices.

De la Observacién 4.1.1, cada vértice de K3;_1 tiene lados incidentes eti-
quetados con dos colores y tales colores aparecen k—1 y 2k — 1 veces, es decir,
cada vértice v tendra k — 1 lados incidentes etiquetados con a, y 2k — 1 lados
incidentes etiquetados con b, para a, y b, € Z.

En la siguiente proposicion se da la estructura del grafo completo de orden
3k — 1, a partir de los subgrafos inducidos por los lados de un mismo color.

Proposicién 4.1.5. Sean k impar y f : E(Ksi—1) — Zx una coloracién sin
estrellas K1 o, de suma cero tal que |Im f| = 2. Entonces se cumple una y
solo una de las siguientes condiciones:

1. La coloracion genera dos subgrafos monocromdticos requlares de grados k—
1y2k—1.

2. La coloracion genera dos subgrafos monocromdticos de grado k—1 o 2k—1.
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Sea X el subconjunto de vértices de lados incidentes etiquetados con los
colores a y b, Y el subconjunto de vértices de lados incidentes etiquetados
con los colores b y c. En el siguiente teorema se da la estructura del grafo
completo K31 sin estrellas K o de suma cero, particionando el conjunto
V(K3k—1) en los subconjuntos X, Y. Ademads se determina el niimero de tipos
de particiones del conjunto de vértices en los subconjuntos X e Y.

Teorema 4.1.6. Sea k un numero impar y consideremos las Zy-coloraciones
de K3i_1 sin estrellas Ky o, de suma cero. FEntonces existen k formas de
particionar el conjunto de vértices V (Ks—1) en subconjuntos X, Y, con lados
incidentes etiquetados con los pares de colores ab y be, respectivamente.

Demostracion. Dado que el grafo completo K31 no contiene estrellas K o
de suma cero, se tienen las desigualdades =,y < 2k — 1. Por lo tanto:

x=3k—-1—-y>3k—-1-2k+1=k, (1)

de donde x e y > k. Entonces calcular el nimero de formas de particionar el
conjunto V' (Ksk—1) en subconjuntos X, Y, es equivalente a calcular el niimero
de soluciones de (2).

r+y=3k—-1
k<z<2k—1 (2)
k<y<2k—1

Llamemos dupla a una solucién (x,y) de (2). Cada vértice v € X tiene
y lados incidentes de color b del total de lados etiquetados con el color b.
Anélogamente cada vértice w € Y tiene x lados incidentes de color b del total
de lados etiquetados con el color b

Por ser y > k cada uno de los z vértices tienen k — 1 lados incidentes
coloreados con a y 2k — 1 lados incidentes coloreados con b

Como y lados color b son incidentes a cada v € X, al considerar el subgrafo
regular del conjunto de vértices X inducido por los lados color b cuyo grado
es 2k — 1 —y = x — k, se tienen dos casos:

e Para x un ntimero par, el subgrafo monocromatico de color b tiene grado
impar y orden par.

e Si x es un numero impar, el subgrafo monocromatico de color b tiene
grado par y un numero impar de vértices.

Entonces el grafo completo K3, 1 tiene un subgrafo monocromético de
vértices X, (z — k)-regular y color b para x un nimero par o impar.



138 A. Cammaroto, L. Cordero, M. Duran, S. Gonzalez

Andlogamente, dado que x > k, cada uno de los y vértices tiene k—1 lados
incidentes color ¢ y 2k — 1 lados incidentes color b. Ademas, ya que = lados
color b son incidentes a todo vértice w € Y, se tiene que para y un ntmero
par o impar los lados color b con extremos en Y generan un subgrafo regular
de grado 2k — 1 —x =y — k y de orden y.

Ademds en Ksi_1 hay dos subgrafos monocromédticos (k — 1)-regulares
inducidos por los lados de color a y ¢ respectivamente, de 6rdenes = = |X| e
y=[Y]

Por lo tanto la estructura de la coloracion del grafo completo Ks;_1 puede
describirse con cuatro subgrafos monocromaticos complementarios: dos de
ellos (k — 1)-regulares, uno (z — k)-regular de orden = y otro (y — k)-regular
de orden y.

Por otro lado, ya que k < x < 2k — 1, se tienen 2k — 1 — k + 1 = k valores
de z. Por ser y = 3k — 1 — x, existen entonces k duplas (z,y). O

En el siguiente Teorema se determina el nimero de formas de particionar
el conjunto de vértices del grafo completo K3,_1 sin estrellas K o5 de suma
cero en tres subconjuntos X, Y, Z.

Teorema 4.1.7. Sea k un numero impar y consideremos las Zy-coloraciones
2
X , -1
de K31 sin estrellas K1 g de suma cero. Entonces existen g(ks ) formas
de particionar V(Ksg_1) en subconjuntos X, Y, Z con lados incidentes eti-

quetados con los pares de colores ab, bc y ac, respectivamente.

A lo sumo una de las tres cardinalidades:x, y, z es mayor o igual que k,
pues de lo contrario seria posible hallar una estrella K o, de suma cero.

La demostracién del Teorema4.1.7 es similar a la del Teorema 4.1.6; de-
terminando en este caso la solucién del sistema:

r4+y+z=3k-1
con 1<y z<k; k<z<2k-1

Adicionando las siguientes condiciones:

1. (a) =, y, z deben ser nimeros pares, o

(b) Dos de estas cardinalidades son impares.

2. Si x es un numero par y = > k, se tiene z e y que no deben ser nimeros
impares.
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4.2 Estrellas dirigidas de suma cero

En 1996 Cammaroto, Duran y Gonzélez [3] determinaron el minimo orden de
un grafo completo, de lados coloreados con elementos de Zj, que garantiza la
presencia de ¢ copias disjuntas por lados de la estrella K ,, cada una de suma
cero. Ademads se demuestra un resultado que permite estimar la cantidad de
estrellas de suma cero que pueden extraerse de un grafo completo dado, como
lo enuncian los siguientes teoremas:

Teorema 4.2.1 ([3]). Sean M y k enteros positivos, n un multiplo de k tal
que M >n+k, f: E(Ky) — Zi yt el nimero de estrellas Ky ,,, disjuntas
por lados, de suma cero. Entonces:

[M(M;kﬂ)w e {M(]\jl)J

Teorema 4.2.2 ([3]). Sean M y k enteros positivos, n mailtiplo de k, M >
n+k, f: E(Ky) — Zi. El minimo orden M de un grafo completo que
garantice la presencia de t estrellas K ,,, disjuntas por lados y de suma cero,

es al menos
2t+1+1
J2n 4+ = 4 =
4 2

_ 2 _
\/2m+(n+]jl D +(n+§ b

Los dos siguientes teoremas permiten determinar el minimo orden M =
R(tK1 p, Zy) de un grafo completo orientado que garantice la presencia de ¢
estrellas K ,, dirigidas, disjuntas por lados, de suma cero. Ademé&s dan una
estimacién de la cantidad de copias de K ,, dirigidas, de suma cero, que
pueden extraerse de un grafo completo Kj; dado.

y a lo sumo

Teorema 4.2.3. Sea el grafo completo Ky orientado (en forma simétrica),
n multiplo de k. M > 2n+2k—2, f : E(Kpy ) — Zi yt el ndmero de estrellas
K, disjuntas por lados, de suma cero, en Kyr. Entonces:

{M(M—n—lﬁ—l)w Ci< V\W—UJ

n n

Demostracion. Sea f: E(Ky) — Zy una Zg-coloracién de los lados del grafo
completo Kp;. Sea Gy = Kjpr. Como para todo x € V(Kjpy) es d(z) >
2n + 2k — 3, existe en Ky una copia I de K ,, dirigida y de suma cero

(e f(e) =0).
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Consideremos ahora el grafo completo Kj; sin los lados de la copia I,
G1 =Ky —E(I), y tomemos y € V(Kyy) tal que y # z y d(y) > 2n+2k — 3.
Entonces existe en K una copia I de la estrella dirigida K , de suma cero,

Sea Gy = G — E(I). Si no, entonces d(y) < 2n + 2k — 4.

Se reitera este proceso hasta obtener un grafo G dirigido con M vértices,
cada uno de los cuales con grado menor o igual que 2n + 2k — 4, por lo que

B(G)| = %Zd(l‘) . 2(M(n;k—2))’

|E(Go)| — |E(Gy)| > M(M —1) = M(n+k—2) = M(M —n—k+1),

y se obtiene

t2M<M_n_k+1).
n

En el grafo completo K, el nimero de lados es M (M — 1), por lo tanto Ky
puede tener a lo sumo M (M —1)/n estrellas K7 , disjuntas por lados. Por lo

tanto MM X MM
(M —n—k+1) _, _ MM-1)

n n

O

Teorema 4.2.4. Sea M un entero positivo, f : E(Ky) — Zy, n maltiplo de
k. El menor orden M de un grafo completo Ky orientado en forma simétrica,
que garantice la presencia de t estrellas Ky 5, disjuntas por lados, de suma cero,

es

1 1 a? a

\/ S S <M<y = 4=

nt+4+2_ < nt—|—4+2,
dondea=n+k—1.

Demostracion. Por el teorema 4.2.3 en un grafo completo orientado en forma
simétrica Kj; se puede obtener t estrellas disjuntas por lados de suma cero,
con

MM —n—k+1) _ _ MOM-1)

n n

En consecuencia

MM —n—k+1)<nt < MM —1),

1/t+1+1<M<\/ AU
My Ty s sy Ty

dondea=n+k—1. O

de donde:
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Z1
1 0
xTo 0 Zs
0 1
11 0 010
1
xs3 T4

Figura 1: Torneo de 5 vértices.

Teorema 4.2.5. Sean G un grafo dirigido, f : E(G) — Zy y n un mailtiplo
de k. Entonces

a) Si G es un torneo de M wértices, entonces G contiene por lo menos
M(M — 2n — 2k 4+ 3)/(2n) estrellas de suma cero dirigidas de n arcos
y alo sumo M(M —1)/(2n).

b) El nidmero de vértices necesarios para garantizar la presencia de t estrellas
de suma cero en un torneo es aproximadamente \/2nt para t suficiente-
mente grande.

Demostracion. La demostracién de la parte a) es similar a la del teorema 4.2.3
y la parte b) es consecuencia de a). O

La Figura 1 muestra que un torneo de 5 vértices coloreado con elementos
de Z5 contiene a lo sumo cinco estrellas K o dirigidas de suma cero.

1) {x9, 25} — 0, {z2, 24} — 0

2) {xz, 21} — 0, {x4,21} — 0

3) {x3, x5} — 1, {z3,24} — 1

4) {z1,25} = 0, {x4,25} — 0
)

) {xl,xg} — 1, {$3,$2} — 1.
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4.3 Numero de Ramsey baricéntrico para estrellas

En esta seccién se determina el nimero de Ramsey baricéntrico BR(K1 ¢pt1,
Z5) y se estiman BR(K 5142, Z5) v el numero de Ramsey baricéntrico para la
estrella de tres lados K 3. Ademas se definen coloraciones de grafos completos
sin estrellas baricéntricas.

Teorema 4.3.1. Sea p > 5 un numero primo. Entonces
BR(K13,7,) <2 %’] 1o

Demostracion. Coloreemos los lados de K; con t = 2 [%] + 2, colores en Z,.
Entonces:

e Existen tres lados incidentes en algin vértice con el mismo color, y en
consecuencia se tendrd una estrella monocromética K 3, centrada en
dicho vértice, o

e Los lados incidentes en algtin vértice son coloreados con al menos t =
(%] +1 colores. En este caso se empleara el Teorema 3.7 para demostrar
la existencia de estrellas baricéntricas de tres lados.

Sea C' el conjunto de los colores asignados a los lados incidentes en el
vértice considerado. Recordemos que

2°C ={x1 4+ 22, con z1,29 € C 'y x1 # x2}.

Entonces

ot mn o (([2] 1) -2) 1) =i fpa 5] 1} 2[5 1

Por otra parte, el conjunto de ¢ valores en Z, de la forma 2z, donde = € C,
debe intersectarse con el conjunto 2°C pues

t+|2AC|:[§]+1+2P§]—1:3[§] > p.

En consecuencia tenemos que 2x¢g = x1 + x2 para alguna tripleta de valores
distintos en C', de donde 3xy = xg + &1 + 2. Se ha encontrado de esta forma
una estrella K 3 baricéntrica. O

Teorema 4.3.2. Sea p un niumero primo impar y t > 2 un entero. FEntonces

BR(Kl,thrla Z5) = (t + 1)p



Problemas Sobre Estrellas en Grafos Completos 143

Demostracion. La desigualdad BR(K1 4p41,25) > N —1=(t+1)p — 1 estd
determinada por cualquier coloracién de K _1 con dos colores, uno de ellos
coloreando algun subgrafo de grado p — 1.

Por otra parte, cualquier estrella de K1), tiene (t+1)p—1 lados y por
tanto contiene una estrella de suma cero con tp vértices. Adicionando otro de
los lados del centro de la estrella a la de suma cero, se obtiene una estrella
baricéntrica, con el color del nuevo lado como baricentro. O

Teorema 4.3.3. Sea t > 2 un numero entero positivo. Entonces
BR(K 5¢42,25) < 5(t+1).

Demostracion. Seleccionemos un vértice en Ky;41). Considérense los 5t +
4 = 5(t — 1) + 9 lados incidentes en este vértice. Esta cantidad permite
formar ¢ — 1 subconjuntos de lados, cada uno de cardinalidad 5 y tales que
la suma de los colores asignados a los lados de cada subconjunto es cero,
como consecuencia del Teorema de Erdos, Ginzburg y Ziv. Después de este
procedimiento, quedan 9 lados incidentes en el vértice, sin ser considerados.
Si 7 de ellos forman una estrella baricéntrica, se agregan a los 5(¢ — 1) lados
senalados para formar una estrella baricéntrica de 5t 4+ 5 lados. Veamos que
esto siempre es posible.

Como el orden del grupo es menor que 9, existen por lo menos dos de los
9 lados con el mismo color. Si los seleccionamos y existe algin conjunto de 5
lados con suma cero en los siete restantes, entonces estos 5 lados con los dos
elegidos forman una estrella baricéntrica de 7 lados. Si por el contrario los
7 lados no contienen ningun subconjunto de 5 elementos de suma cero, ellos
deben tener una de las dos siguientes coloraciones: 0,1,1,1y 0,1,1,2,2,2,2.
En cada caso, cualquiera sea el conjunto de lados seleccionados, puede en-
contrarse un conveniente conjunto baricéntrico. El conjunto baricéntrico y su
baricentro estan dados en la siguiente tabla:

000011100 011222200
000011111 011222211
000011122 011222222
000011133 011222233
000011144 011222244
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4.4 Coloraciones de grafos completos sin estrellas
baricéntricas

En el estudio de los problemas de coloraciones de grafos y en particular de los
problemas de nimeros de Ramsey, se hace necesario determinar las coloracio-
nes de grafos completos sin copia de algin grafo de suma cero o baricéntrica.

A continuacién damos algunos resultados de coloraciones de grafos com-
pletos sin estrellas baricéntricas.

Teorema 4.4.1. Sea n < k con k primo. Sin =k — 1 y coloreamos los
lados de cada vértice del grafo completo K, +r—3 con dos colores en Zy, tales
que k — 2 lados incidentes sean coloreados con un color y k — 3 lados con otro
color, entonces no existe estrella Ky ,, baricéntrica.

Demostracion. Cada vértice de Kok _4 tiene 2k — 5 lados incidentes. Sean a y
b elementos de Zj y coloreemos k — 2 lados de Ks,_4 con a y k — 3 lados de
Kop—4 con by supongamos que existe K, en Kop_4 baricéntrica. Entonces,
(k—1—r)a+rb=nadé(k—1—r)a+rb=mnb,conl <r <k-—3.

e Si(k—1—r)a+rb=naentonces (k—1—r)a+rb=(k—1)ayra=rb.
Esto se cumple si r = 0 (mod k), pero 1 < r < k — 3 y por lo tanto

ra # rb.

e Si(k—1—-r)a+rb = nbentonces (k —1—r)a+rb=(k—1)by
(k—=1-=7r)a=(k—1—r)b. Estosecumplesi k—1—r =0 (mod k),
pero 1 <r <k —3y por lo tanto (k —1—r)a # (k—1—r)b.

En consecuencia no existe en Ky;_4 una estrella K, , baricéntrica. O

Observaciéon 4.4.2. Una coloracién del grafo completo K»,_4, con tres ele-
mentos de Z,, con p primo, sin estrella K ,_; baricéntrica es la siguiente: un
subgrafo K, de Ka,_4 se colorea con un elemento a de Z, y otro subgrafo
K, sin vértices en comunen con el primero se colorea con un elemento b de
Zy. El resto de los lados de Kap,_4 se colorean con un color c. Asf cada vértice
del grafo Ky, _4 es coloreado con dos colores.

Teorema 4.4.3. Sean n = 1 (mod 3) y el grafo completo K, 1 coloreado
con dos elementos de Z3 tal que a lados estdn coloreados con un elemento y b
lados estdan coloreados con el otro elemento. Si no existe estrella baricéntrica
K, en K11, entonces a =b=2 (mod 3).

Demostracion. Supongamos que los a lados de K,,;1 estan coloreados con 0
y que los otros b lados de K41 estan coloreados con 1. Como en K, 41 no
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existe K ,, baricéntrica, se tiene que a(0)+b(1) =2 (mod 3). Entonces b = 2
(mod 3). Por otro lado como n =1 (mod 3) se tiene que a +b=1 (mod 3),
asfa=1-2=2 (mod 3). O

Observacién 4.4.4. Una coloracion del grafo completo K41, con todos los
elementos de Zs, sin estrella K , baricéntrica es la siguiente: un grafo K,
en K, 1 se colorea con un elemento ¢ de Zs y un grafo Kpi1 en K41 se
colorea con un elemento d de Z3, de tal forma que cada vértice de K1 tenga
a lados coloreados con ¢ y b lados coloreados con d.

El resto de los lados de K11 se colorean con el color e de Z3.

Teorema 4.4.5. Sea n < p, con p primo y sea el grafo K, 11 coloreado con
elementos de Z,. Si los lados incidentes en cada vértice estdn coloreados con
elementos de Z, en progresion aritmética entonces:

1) Para n impar existe en K, 11 una estrella baricéntrica K ,.
2) Para n par no existe en K, 11 una estrella K1, baricéntrica.

Demostracion. Sea x un vértice de K, 1 con sus lados incidentes coloreados
cona,a+r,a+2r,...,a+(n—1)r,conr € N,y a€ Z, Entonces

a+(a+r)+--+@+nmn-1r)=na+(1+2+---+(n—-1)r
=nla+ ((n—1)/2)r).

Sin es impar, (n —1)/2 € Z y la estrella K;, es baricéntrica.
Sinespar,(n—1)/2¢ Z,y laestrella K; , no es baricéntrica. O

Referencias

[1] Bailey, C., Richter, R. Sum Zero (mod n), Size n Subsets of Integers,
Amer. Math. Monthly 96(3) (1989), 240-242.

[2] Bialostocki, A., Dierker, P. On the Erdés-Ginzburg-Ziv Theorem and the
Ramsey Numbers for Stars and Matchings, Discrete Math. 110 (1992),
1-8.

[3] Cammaroto, A., Duran, M. y Gonzélez, S. Problemas de Suma Cero y
Baricéntricos, Divulgaciones Matematicas 4(1996). 33-47.

[4] Cammaroto, A., Delorme, Ch., Duran, M., Ordaz, O. Caracterizacion de
las Coloraciones del Grafo Completo Kap_1 sin Estrellas K, de Suma
Cero, Preprint. VIII Jornadas de Teoria de Grafos, Marzo de 1998.



146

[5]

[10]

[11]

A. Cammaroto, L. Cordero, M. Duran, S. Gonzalez

Caro, Y. On Zero-sum Ramsey Numbers Stars, Discrete Math.
104(1992), 1-6.

Dias Da Silva, J. A., Hamidoune, Y. Cyclic Spaces for Grassmann Deri-
vatives and Additive Theory, Bull. London Math. Soc. 26(1994) 140-146.

Erdos, P., Ginzburg, A., Ziv, A. Theorem in Additive Number Theory,
Bull. Res. Council Israel 10, 1961.

Erdos, P., Graham, R. Old and New Results in Combinatorial Num-
ber Theory, Monographie 28 de L’Enseignement Mathematique, Geneve,
1980.

Flores C., Ordaz, O. On the Erdds-Ginzburg-Ziv Theorem. Discrete Mat-
hematics 152 (1996), 321-324.

Hamidoune, Y. Combinatorial Problems on Sequence Sums, CNRS, Paris,
June 4, 1993.

Mann, H. B. Two Addition Theorems, Journal of Combinatorial Theory
3(1967). 233-235.



