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Resumen

En este articulo consideramos un ejemplo del mundo real que puede
ser utilizado en los tultimos cursos de la Escuela Secundaria. La gene-
ralizacién del problema (nivel universitario) nos lleva a algunos t6picos
interesantes: ecuaciones en diferencias, diagonalizaciéon de matrices, po-
tencia de una matriz, cadenas de Markov, etc. ..

Palabras y frases clave: Autovalores, diagonalizacién, ecuaciones en
diferencias.

Abstract

In this paper we give a real world example that can be used in the
last courses of the Secondary School. The generalization of the problem
(university level) leads us to some interesting topics: difference equa-
tions, diagonalization of matrices, power of a matrix, Markov chains,
etc. ..
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1 Introduccion

La Matematica Discreta es una rama de las Matematicas que se ha desarro-
llado intensamente en los tltimos anos, basicamente por sus aplicaciones en
computacién y otras ciencias.

Desde el punto de vista de la Educacion, la Mateméatica Discreta puede
ayudar a obtener conocimientos béasicos para resolucién de problemas, reco-
nocimiento de estructuras, generalizaciones, simulacién matematica, etc. Por
todo ello, la introduccion a la Matemaética Discreta pertenece al curriculum
de la Escuela Secundaria (standard 12, grados 9-12).

En Curriculum and Evaluation Standards for School Mathematics, (NCTM
1989, p. 176), el apartado “Discrete Mathematics” nos indica:

“En los grados 9-12, el curriculum de Matematicas debe incluir tépicos de
Matematica Discreta de modo que los estudiantes puedan:

- Representar situaciones usando estructuras discretas tales como grafos
finitos, matrices, sucesiones y relaciones recurrentes;

- Representar y analizar grafos finitos usando matrices.

- Desarrollar y analizar algoritmos (...)”
“Ademsds, los estudiantes podran:

- Representar y resolver problemas usando programacion lineal y ecuacio-
nes en diferencias.

- Investigar situaciones problematicas que puedan ser verificadas median-
te computador y aplicacién de algoritmos.”

Desde el punto de vista de la educacion, este estudio matematico debe perse-
guir los siguientes objetivos:

- “Promover la construccién de conexiones matematicas.
- Proveer un escenario para resolver problemas aplicados al mundo real.
- Aprovechar para el mundo tecnolégico.

- Fomentar el pensamiento critico y el razonamiento matematico.”

(Kenney, M.J. and Hirscht, C. R., 1991).

Como dijimos al comienzo, en este articulo presentamos un ejemplo que
puede ser utilizado en los 1ltimos cursos de la escuela secundaria. La gene-
ralizacién del problema (nivel universitario) nos lleva a algunos tépicos inte-
resantes, tales como ecuaciones en diferencias, diagonalizacién de matrices,
potencia de una matriz, cadenas de Markov, etc.
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2 Rehabilitacion de una estructura de
hormigon

Consideremos la siguiente situacién:

Una estructura de hormigdn estd deteriorada en un 25%, debido un proceso
de corrosién. Se envuelve la estructura en una malla de titanio a la que se
aplica un microvoltaje que invierte el proceso quimico de corrosién, logrando
que mensualmente se recupere el 40% de la zona deteriorada, aunque se sigue
deteriorando mensualmente un 20% de la zona sana. §Cudl serd la situacién
a los 3 meses?. ;Y alos 10 meses?. ;Y al cabo de mucho tiempo?

Si consideramos tantos por uno, al cabo de un mes se ha recuperado 0.25 x
0.4 = 0.1 de la zona deteriorada, pero la zona sana se ha reducido a 0.75 x
0.8 = 0.6. En total, la zona sana al cabo de un mes sera: 0.1 + 0.6 =
0.7. Si procedemos del mismo modo con la zona deteriorada, resulta: 0.25 x
0.6 +0.75 x 0.2 = 0.15 4+ 0.15 = 0.3. Podemos intentar resolver el problema
construyendo una tabla:

Meses Deteriorado Sano

0 0.25 0.75
0.25 x 0.6 = 0.15 0.25 x 0.4 = 0.1

1 0.75 x 0.2 =0.15 0.75 x 0.8 = 0.6
0.15 + 0.15 = 0.3 0.1 + 0.6 =0.7
0.3 x 0.6 = 0.18 0.3 x 0.4 =0.12

2 0.75 x 0.2 =10.14 0.7 x 0.8 = 0.56
0.18 + 0.14 = 0.32 0.12 + 0.56 = 0.68
0.32 x 0.6 = 0.192 0.32 x 0.4 = 0.128

3 0.68 x 0.2 = 0.136 0.68 x 0.8 = 0.544
0.192 + 0.136 = 0.328 0.128 + 0.544 = 0.672

Vemos que al cabo de tres meses las partes deteriorada y sana de la estruc-
tura son 0.328 y 0.672. Pero este procedimiento es muy lento y practicamente
inviable para periodos de tiempo mads largos. Es preciso utilizar otro método
méas practico.

Divulgaciones Matemadticas Vol. 9 No. 2 (2001), pp. 197-205



200 P. R. Almeida, I. Médrquez, J. R. Franco

3 Diagonalizaciéon de una matriz

Vamos a recordar dos definiciones y tres interesantes teoremas.

Definition 1. El nimero A; es un autovalor de la matriz A si y sélo si
det(A—XNI)=0

siendo I la matriz unidad. A cada valor de \; le corresponde un autovector

v (A—=XNI)v; =0.

Ejemplo.- Sea la matriz
3 -3
(27

-3
4— )

Entonces:
3—A 9
det(A — AI) = det 9 =XX-TA+6=0=>X\=1, Ao =6

Para el calculo del autovector vy, correspondiente al autovalor A\; = 1, resol-

a3 )(2)-(1)
(1)

El primer autovector es cualquier multiplo de

n=(3)

Procediendo del mismo modo, obtenemos

== ()

Teorema 1. Sila matriz A, cuadrada de orden n, tiene n autovectores lineal-
mente independientes, entonces la matriz D = P~ AP es diagonal, siendo las

y obtenemos
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columnas de la matriz P los autovectores de A. Las entradas diagonales de D
son precisamente los autovalores de A:

A1
A2
P lAP=D=

An

Ejemplo.- Consideremos la matriz del ejemplo anterior

3 -3
(37
Entonces:

rrar= (s am ) (2 ) (0 o) =(os)=7

Teorema 2. Si los autovalores de A son A1, Ag, ..., A,, entonces los autovalo-
res de A¥ son AP, A5 ... \F |y los autovectores de A son también autovectores
de A*. La matriz P, que diagonaliza A, también diagonaliza A*:

P7lA*P = (P7'AP)(P~'AP)...(P7'AP) = D*
ya que cada P~! cancela una P.

Ejemplo.- Consideremos la matriz de los ejemplos anteriores

3 -3
(27
Entonces, tomando k = 2:

per- (U2 ) (5B (2 )= (4 ) e

Teorema 3. Si A es diagonalizable, A = PDP~!, entonces
A* = (PDP~Y)(PDP™Y)...(PDP~') = PD*P~!

Ejemplo.- Consideremos de nuevo la matriz

3 -3
=3 7)
Tomando k& = 2:

e = (3 ) (o m ) (2 as)=( i m)=#
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4 Calculos matriciales
Volvemos al problema anterior y generalizamos:
Sea dj, = tanto por uno deteriorado en el mes k.
Sea s = tanto por uno sano en el mes k.
La situacién sugiere una ecuacién en diferencias:
di+1 =0.6 X d, +0.2 X s,

Skp+1 = 0.4 X di + 0.8 X sp,
0.6 0.2
Ukt =1\ 04 08 ) VF

_(
(%)
Puesto que conocemos la condicién inicial
o — do \ [ 0.25
7 \so ) 075

tenemos que v1 = A-vg > va = A-vy = A-A-vg = A%vg = - = v, = AFuyg.
Por tanto, el problema queda reducido a:

di \ _ (06 02\ (025
s )\ 04 08 0.75

0.6 0.2
A= ( 04 0.8 )
es la llamada matriz de transicion y cumple que la suma de los elementos de

cada columna es igual a la unidad y son todos ellos no negativos.
Es preciso calcular A*. Vamos a hallar sus autovalores:

que matricialmente sera:

donde

La matriz

det(A—X) =X —1424+04=0=X\ =1, \p =04

Y sus autovectores:
—-0.4 0.2 0
)\1:1:(A—)\1[)U1:< 0.4 —O.2>Ul:<0>
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El primer autovector es cualquier multiplo de:

(1)

0.2 0.2
)\1:0.42 (A—)\QI)’UQ:(OA 0'4>’U2:(

Por otra parte:

o O
N—

El segundo autovector es cualquier multiplo de:

()

o o) (2 1j3)

Diagonalizamos A:

_ (1 1
A=PDP _(2 _1>

0
@) (2 ) (om

> - (0.25)(0.4)’“( _ig )
Para k =3y k = 10:

(

e (1 D08 ()
0
4

Meses Deteriorado Sano
3 0.328 0.672
10 0.3333246 0.6666754

Segun vemos en la férmula anterior, la variacién de vy esta gobernada por
los factores )\f y la estabilidad del proceso depende de los autovalores A;. Si
todos los autovalores |\;| < 1, la ecuacién en diferencias vp11 = A - vy es
estable. Si |A\;| > 1 para algin i, dicha ecuacién es inestable. Si para algin
i, |A;| = 1, se dice que la ecuacién es neutralmente estable. En nuestro caso,
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A = 1% = 1, y la variacién de v;, depende tinicamente de A5 = 0.4%, siendo
neutralmente estable.
Cuando k£ — oo:

o= (3) -omoar (12)=(22)

ya que 0.4% tiende a cero, por ser 0.4 < 1, y dicho limite coincide con el

autovector
o (13
7\ 2/3

correspondiente al autovalor A\; = 1.

5 Comentarios

Como se puede apreciar, las partes deteriorada y sana se estabilizan en el
tiempo, en 1/3 y 2/3 de la estructura, independientemente de la situacién
inicial de deterioro de dicha estructura. Hemos supuesto inicialmente un de-
terioro de un 25%, pero si hubiesemos considerado, por ejemplo, un deterioro
inicial de un 40% o 60%, al cabo de mucho tiempo la situacién de las partes
deteriorada y sana de la estructura se estabilizarian igualmente en 1/3 y 2/3.

Por otra parte, el anterior problema es un ejemplo de los llamados procesos
de Markov, ya que las entradas de la matriz de transicién

0.6 0.2
1= (04 s )

son todas positivas, la suma de cada columna es igual a la unidad, A\ =1 y el
otro autovalor satisface || < 1. La solucién final coincide con el autovector

- ()

correspondiente al autovalor A\; = 1.
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