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Condition de stabilité d’un réseau de files d’attente a
deux stations et /N classes de clients !

Faiza Belarbi, Amina Angelika Bouchentouf

Résumé

Nous étudions Iergodicité d’un réseau de files d’attente & deux sta-
tions et IV classes avec N — 3 feedbacks dans la deuxiéme station sous

la discipline de service FIFO et sous les conditions habituelles p; =
N—1

my+my < 1et pp = Z m; < 1. En utilisant le critére de modéle
1=2
fluide présenté par Rybko, Stolyar et Dai, nous montrons que si p1 < pa

alors le modéle fluide est stable et le réseau de files d’attente stochastique
est ergodique.

2010 Mathematics Subject Classification : 60K25, 60M20, 90B22.
Key words and phrases : Stabilité, Multiclasses, Service de discipline
FIFO, Modéle fluide.

1 Introduction

Notre réseau se compose de deux files d’attente (i = 1,2). A chaque file
d’attente il v a un serveur et une salle d’attente de capacité infinie. Les clients
suivent un itinéraire fixé par le réseau. Ils arrivent de 'extérieur a la cadence
1, ils vont faire la file 1 ou ils ont besoin d’un service de moyenne my, et puis
aligner 2 ou ils ont besoin d’abord d’un service de moyenne mg, et puis ils
éprouvent un feedback a cette file exigeant un service de moyenne ms, ensuite
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ils éprouvent encore une fois un autre feedback a la méme file exigeant un ser-
vice de moyenne my, les clients continuent les feedbacks jusqu’a ce qu’ils auront
leur dernier service dans cette station qui est de moyenne my_1, ensuite ils
reviennent & la premiére file ou ils demandent un service de moyenne my et
ils quittent le réseau. Donc les clients font N — 3 feedbacks dans la deuxiéme
station avant de revenir définitivement & la premiére file d’attente. Par consé-
quent nous avons N classes de clients, 1 et IV & la premiére file d’attente, et
2, 3, 4,...jusqu’a N — 1 a la seconde. La discipline est FIFO dans les deux files
d’attente.

=1 mj m;

g +

mg Y
+ ms
1
myz |
+ mry 2
my My 1 +

Réseau a deux stations et N classes avec N-3
feedbacks.

Les conditions nécéssaires de stabilité sont

N-1

(1) p1:m1+mN<1etp2:Zml<1.
=2

2 Modéle fluide

2.1 Présentation générale

Pour chaque nombre entier n > 1, soit 7(n) le temps d’interarrivée entre

Iarrivée du (n — 1)™€ client et celle du n*®™¢ client de I'extérieur ; le premier

ieme

client arrive au temps 7(1) : Les temps de services pour le n client dans

les différentes classes sont o1(n), ....,on(n).
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Nous faisons les présentations suivantes sur les interarrivées et les services.
D’abord, nous avons :

(2) {(r(n),o1(n),...,on(n)),n > 1} estune suite i.i.d.

Ensuite, nous supposons que les variables aléatoires ont les premiers moments
finis.

(3) E[r(1)] < oo et E[og(1l)] =my < oo, pour k=1,...N

Finalement, nous supposons que les interarrivées sont non bornées et leurs
distributions sont étendues, c’est a dire

(4) Vz >0, P[r(l)>z] >0

On suppose aussi pour un certain nombre entier n > 0 et une certaine fonction
p(x) > 0 sur Ry avec [;° p(x)dz > 0,

n b
(5) Pla < Zr(j) <b > / p(z)dz, pour tout 0 <a <b.
i=1 a

Sans perte de généralité, nous supposons que IE[7(1)] = 1. Pour i = 1,2,

la charge du travail pour le serveur i par unité de temps est p; = m; + my
N-1

et po = Z my < . Dans tout ce travail, nous supposons que les conditions
1=2
(1) sont satisfaites. Nous supposons que la discipline de service dans les deux

stations est FIFO.

Dans Dai [3] ou Dumas [4] les auteurs ont présenté un processus stochas-
tique {X (¢),t > 0} qui décrit la dynamique du réseau de files d’attente.
Pour chaque t > 0, X (t) = (X1(t), X2(t)) ou X;(t) est I'état a la station i au
temps t.

Puisque la discipline utilisée est FIFO on a besoin de prendre

(6) Xi(t) = (Ci(i, 1), ..., Ce(i, Ni(t)), u(t), vi(t))

ot N;(t) est le nombre de clients a la file i au temps ¢t > 0 et Cy(7, h) est la

he™€ client dans la file i au temps t.

classe du
Ici, u(t) est le temps résiduel pour le prochain client qui arrive de I’extérieur

et v;(t) est le temps résiduel de service pour le client étant entretenu a la station
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i au temps t (par convention, si N;(t) = 0,v;(t) = 0). Dans les présentations
(2) et (3) le processus (X;)i>0 est un processus de Markov déterministe par
morceaux, voir Dai [3]. Comme d’habitude nous identifions la stabilité de notre
réseau par la réccurence positive au sens de Harris de (X¢)¢>0. Nous utiliserons
la notion de limite fluide présentée par Rybko et Stolyar [5], et Dai [3]. A cet
effet nous allons besoin de quelques notations.

Définition 1 Pour un état initial donné z, et une classe donnée k a la file 1,
Qr(z,t) est le nombre de clients de la classe k au temps t.

Ap(z,t) est le nombre d’arrivées de la classe k jusqu’au temps t. (par conven-
tion Q(z,0) = Ag(x,0)).

Dy (z,t) est le nombre de départs de la classe k jusqu’au temps t (avec
Dy (z,0) = 0)

Ti(z,t) est le temps passé par le serveur o(k) pour servir des clients de la
classe k jusqu’au temps t.

Zi(x,t) est la charge de travail immédiate o la file i au temps t.

Tous ces processus sont pris continus. Nous définissons les processus corres-
pondants de vecteurs Q, A, D et T qui sont de dimension 4 et Z = (Z1,Z3).

3 La limite fluide et le modéle fluide

Si x est I'état de réseau, nous notons par |z| le nombre total des clients
dans le systéme dans I’état x. Pour toute suite d’états (xy,)n>0 avec |z,| > 0,
Vn, et pour tout processus (H(x,,t))s>0, on définit H' par

vt >0, ﬁ":fw
Tn

Théoréme 1 (Dai) Soit (zy,) une suite d’états initiouz avec |x,| — —+o0,
(@Mn) : Z¢(”)’ E¢(”)’ T¢(”)’ 7¢(”))

alors il existe une sous suite (x4(n)) telle que
converge en loi vers la limite (Q,A,D,T,Z).

Cette limite satisfait les équations suivantes :
(7) Qk(t) = Qk(O) + ,uk_lTk_l(t) — ,uka(t) pour k= 1, ..N
avec [ = m%@ pour k=1,....N, po =1 et To(t) =t pourt >0

(8) Qr(t) >0 pour k=1,...N
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(9) Dy (t) = pupTr(t) pour k=1,..,N
(10) T.(0) =0 et Ti(.) est croissant pour k=1,...N
N—-1
(11) By(t) = Tu(t) + Tn(t) et Ba(t) = > Ti(t)
1=2
(12) Yi(t) =t — Bj(t) est croissant pour i=1,2,
(13) Yi(t) augmente seulement par t quand Z;(t) =0, i=1,2

Zi(t) = m1Q1( ) +mNQn(1).
a4 Z miQu(t)

(15) Dy(t+ Zi(t)) = Qr(0) + Ag(t) pour k=1,..,N, i=oc(k)

Définition 2 Toute solution aux équations (7),...,(15) s’appelle modéle fluide.
Ainsi n’importe qu’elle limite fluide est un modéle fluide.

Pour tout k =1, ..., N, les fonctions ¢t — Ty(t) et t — ¢t — Ty(t) sont croissantes
et nous avons |Ti(t) — Ti(s)| < |t — s| pour tout s,¢ > 0, donc elles sont
absolument continues et par les équations de fluides toutes les fonctions Q(.),
Bi(.), Yi(.), et Z;(.) sont absolument continues.

La condition de conservation du travail (13) est utilisée dans la formule

suivante
(16) Si Zi(t) > 0 pour tout t € [a,b], alors Yi(a) = Yi(b)

L’équation de FIFO (15) est également connue sous la forme équivalente sui-

vante :
(17) Dy(t) = Qr(0) + Ax(1:(t)) pour tout t >t; = Z;(0), i =o(k),

avec 7;(t) est l'inverse de la fonction ¢t — t + Z;(t).

Dans le contexte stochastique, 7;(t) est le temps d’arrivée du client actuel
en service a la station i si Z;(t) > 0 et 7;(t) =t si Z;(t) =0

Dans la proposition suivante, on va donner les propriétés de la fonction
7i(t), i = 1,2 (Pour plus de détails, voir Chen et Zhang [2]).
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Proposition 1 Pour i=1,2, nous avons
- a) Zi(Ti(t)) =1— Tl‘(t) pour t > Zl'(()),
— b) 7i(t) est lipschitzienne sur [0, oo],
- ¢) 7i(t) est une fonction croissante et 7;(t) — 400 quand t — 4o0.

4 Reésultat de stabilité :

Théoréme 2 En plus de (1), si nous avons :

(18) p1 < P2,

alors tout modele fluide Q(.) satisfait tliT |Q(t)] = 0, et donc le réseau est
stable.

Preuve. Soit Z(t) = Z1(t) + Z2(t). Ainsi nous avons
i Q0] =0 lim 70 =0

Nous réecrivons les charges de travail aux deux stations sous une forme com-
mode qui nous permet d’employer la propriété de conservation (16).

En utilisant les équations fluides (7), (9),(14) et 'équation de FIFO (17), la
charge de travail dans les deux stations peut s’écrire comme suit :

Z1(t) = m1(Q1(0) + A1 (1)) + mny(Qn(0) + An(t)) — t + Yi(t).
N-1

Zo(t) = my(Qi(0) + Ai(t)) —t + Ya(t).
=2

(19)

Toutes les relations dans la suite ne peuvent se tenir pour aucun y > 0 mais
seulement pour tout t > Ty avec Tp un temps fini & détérminer par les données
initiales. Et puisque nous étudions le comportement de Z(t) lorsque ¢ — oo,
nous omettrons d’'indiquer la constante 7.

Le réseau est une ligne de réentrée, ainsi nous avons
Ai(t) = t, Ao(t) = Di(t), As(t) = Da(t), Aa(t) = Ds(t),... An—1(t) =
Dn_(t), An(t) = Dn—1(t),

[’équation de FIFO (17) donne

(20) Ai(t) =t
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(21) As(t) = D1(t) = Q1(0) + Ar(71(2))

(22) A3(t) = Da(t) = Q2(0) + Aa(72(t))

(23) Ay(t) = D3(t) = Q3(0) + As(2(t))

(24) An_1(t) = Dn—2(t) = Qn—2(0) + Ax_2(72(1))
(25) AN(t) = Dn-1(t) = Qn-1(0) + An_1(72(t))

En remplagant t par 71(t) dans (20) et (25) et par 72(t) dans (21), (22), (23)
et (24) nous obtenons

Ar(ni(t)) = 7 (t)

Az (72(t)) = Q1(0) + A1 (1(72(1)))
As(ra(1)) = Qa(0) + A (137 (1))
Aa(ma(t)) = Q5(0) + As(r32 (1))

An-1(72(1)) = Qu—2(0) + An—a(r3” (1)
An(11(t)) = Qn-1(0) + An—1(72(71(2)))
Récapitulons les équations ci-dessus. Pour tout t > T' (avec T un temps
fini)

Ai(t) =t
AQ(t) = Ql(O) + Tl(t)
Az(t) = Q1(0) + Q2(0) + 71 (72(t))
Aa(t) = Q1(0) + Q2(0) + Q3(0) + 7 (737 (t))
N—-2
Ava®) =S Qu0) + n(rN D)
N—lfl
Av®) =Y Qo) + (w2 (1))
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La substitution de Ag(t) en (19) rapporte
Z1(t) = c1 —my(t— ("2 (1) + (o1 — D+ i (1),
Zo(t) = c3 — ma(t — 11(1)) — m(t — 11 (12(1))) — ma(t — 7 (757 (1))

N-3
—ee =yt =i (1) + (o2 = D+ V().
ol c1 et co sont des constantes qui ne dépendent pas du temps.
Donc,

(26)  Yi(t) = Zu(t) +mn(t — (" P (1)) ~ (pr — 1)t — 1.

(27) Ya(t) = Za(t) + ma(t — 11(¢)) + ms(t — 11(72(¢)))

+ mat—m (12 (0)) + Ay (= (7 () = (p2— 1)t —co.

En utilisant la proprieté a) de la proposition 1 nous pouvons réecrire (26)
sous la forme suivante :

Yi(t) = Zu(t) +mnlt = ma(t) + 12(t) — 182 (1) + 152 (8) = 87 () + 1) (2)
) =A@ — i (HBTP(6)] — (o1 - 1)t — e
Ainsi,
N-2

(28)  Yi(t) = Zi(t) +mnl> Zo(ry (1) + Zu(ra(m P ()]
=1

— (pl — 1)t —C1.

avec 72( )( t) = 7a(t), et (27) sous la forme suivante

Ya(t) = Za(t) +ma(t — 71(t)) +m3[t—72( )+ Ta(t )—71(72@))]
+malt = 7a(t) + 7(t) — T+ () — (D ()]
+ oyt — () + ma(t) — T (1) + s (t) — ”<>+r§3><t>
+o V@) = N (T 0)] - (o2 — 1)t — e
Donc

(29)  Ya(t) = Za(t) + ma(Z1(11(2))) + ms[Z2(m2(t)) + Z1(T1(72(2)))]

+ma[Za(ra(1)) + Za(7 (8)) + Zy (1o (77 ()] + .
N-3

+mn-1l Y Zo(ry () + Za(ra(m P (1))~ (p2— 1)t —ca.

=1
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avec 7'2(1)(t) = To(t).
Nous allons réduire ce probléme a I’étude de Z ().

Lemme 1 Si tliT Z1(t) =0 alors lim Z(t) =0
— T 00

t——+o0

Preuve. Soit ¢ un temps tel que Za(t) > 0 et a = maz{u < t,Z3(u) = 0},
alors Ya(a) = Ya(t). En utilisant la relation (27) et le fait que Z»(t) = 0 nous
avons

Zy(t) + maZy (1)) + ms(t — T1(r2(t))) + ma(t — (12 (1))
tee b my_i (= (7 V(1)) — (p2 — V)t — [Za(a) + maZy (11 (a))
+mz(a — 11(ra(a)) +mala— 71 (757 () + oo+ my—1(a—7i(r" (@)

—(p2 — 1)a] = 0.

Za(a) = 0 car a = max{u < t, Za(u) = 0} et 72(a) = a car Zz(a) =0
donc,

Zy(t) +maZy (11 (1)) +ma(t — 1 (72(1)) +ma(t — 71(r57 (1))
ot my—a(t = (Y (1) — ma(Z1(11(a))) — ms(a — 7i(a))
—my(a —T11(a)) — ... —my_1(a — 11(a)) = (p2 — 1)(t — a)

Z(t) + maZ1 (11 (t)) +ms(t — 71(r2(8))) + ma(t — 7(r57 (1))
ot my_1 (=11 (r () = paZi(r1(a) = (p2 — D)(t — a).

Comme py < 1, nous avons

Zo(t) < Zo(t) +mao(t —1(1)) + ms(t — 71 (r2(t))) + ma(t — 11 (757 (£)))
+ oyt — (1) < p2Zi(ni(a)),

donc,

(30) Za(t) < p2 sup  Zi(u)
T2(a)<u<t
Maintenant, pour prouver la stabilité, il suffit de prouver que tliT Zi(t) =0.
— T 00

Pour toute solution fluide @(.), on a associé une suite croissante de temps t;,
comme dans Bertsimas, Gamarnik et Tsitsiklik [1| qui satisfait
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( dans (tNm+17tNm+2) Zl(t) >0 et ZQ(t) >0
dans (tNm+2,tNm+3) A (t) >0 et Zg(t) >0

dans (tNm+37tNm+4) Al (t) >0 et Zo (t) >0

dans (tNmy (N—1)s tNm+N) Z1(t) 20 et Za(t) >0
L dans (tNm+N7tNm+(N+1)> Zl(t) >0 et ZQ(t) >0

et par continuité, ZZ(tNm-I—l) = Zg(tNm+2) = 0, et Zl(tNm-i-?)) = ... =
Z1(tNmr(N-1)) = Z1(tNm+n) = 0.

L’existence de la suite ¢; est due au fait que sous les conditions nécéssaires
de stabilité (1), pour ¢ = 1,2 U'ensemble des points t auxquels Z;(t) = 0 est
illimité.

S’il existe d > 0 tel que Z(t) = 0 pour tout ¢ > § pour toute limite fluide

Z(.), alors ‘liT t; < 6 et le réseau est stable. Sinon, il existe une solution
1— 100

fluide telle que la suite associée t; satisfait ‘MT t; = oo et dans tout le reste
1—T 00

de la preuve, nous considérons que nous somme dans le deuxiéme cas.
Pour terminer la preuve du théoréme 2, nous avons besoin des inégalités

suivantes :
(31) sup Z1(t) < Zi(mi(tNm+2)),
ENm+1,tNm+N]
(32) sup  Z1()<mn[Zo(ms ) (tnman )+ Z1 (11 (72 (Enmen))),

[t NmAN ot Nomp(N41)]

(33) sup  Zi(t) <mn[Za(rs ) (Enman ) 21 (11 (72 (E ),
[t N 1) PN (mt1 2]

Nous allons donner la preuve de la premiére inégalité, (31). La démonstration
détaillée des deuxiéme et troisiéme inégalités, (32) et (33) sera donnée & l’ap-
pendice.
Preuve de I'inégalité (31) :Soit t € (tnmt2, tnme(v+1)), Z2(t) > 0 et
Yo(t) = Ya(tnm+2)-

En utilisant (27) et le fait que,Z2(tNm+2) = 0 nous avons

Zy(t) + maZy (11 (1) + ms(t — 11(r2(£)) + ma(t — 1 (2 ®)) + ...

mnoi(t =71 (1) = p2Zi (T (Enma2)) = (p2 — D)t — txms2),
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maZy(11(£)) + mslt — 71 (72(t)] + malt — 71 (757 ()] + ...
+mpy_1[t — Tl(TQ(N_g) ()]
=moZ1(m1(t)) + ms[t — 71 (t) + 11(t) — 11 (72(t))] + malt — 71 (¢)
) = EP @)+ A myaalt— @) + 1) — @G NV @)]
= paZy (11 (£)) + ma[r1 (1) — 71(r2 ()] + malra (8) — 71 (77 (1))
tmy () = m(mY 1),

Donc

Zo(t) + p2Z1 (11 (1)) + ma[ri(t) — 71(72(£))] + malri (£) — 71 (32 (1))]
+my_1[t — 7i(t) +7i(t) — Tl(TQ(Ni?)) ()] = p2Z1(T1(tNms2))

= (p2 = )t — tnmt2)-
ce qui implique que (quand p2 < 1)
Z1(11(t)) < Z1(m1(ENma2)) pour tout t € [tNmy2, tNm+(N4+1))5

mais la fonction 7 (.) est continue est strictement croissante de [t Nm+2, t Nm+(N+1)]

dans [71(tNm+2), T1 (tNm-i-(N—i-l))]' D’ow, pour tout ¢t € [11(tNm+2), T1 (tNm+(N+1)>]7
nous avons

Zl(t) < Zl(Tl(tNm+2)) pour tout t € [Tl(tNm+2)7Tl(tNm+(N+1))]7

Par définition de la suite {t;}, nous avons en premier lieu Z; (t nyy42) > 0, ainsi
ainsi 71 (tNm+2) < tNmi2, et en second lieu Z1(71(tNmin)) = 0, tnmi(nv—1) =
TL(ENm+(N=1)) < T1ENm+(N+1))-

Pour conclure, nous récapitulons tous les résultats.

Nous avons

sup Z1(t) < Z1(11(tNm+2)),

[tNmt2,tNm4N]

et nous avons

sup Z1(t) <mnZi(T1(tNm+2)),

[ENm+NEN(mt1)+2)
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les deux inégalités impliquent, d’une part,

(34) Z1(m(Enmr)+2) <myZ1(T1(ENms2))
et d’autre part,

(35) sup Zl(t) < Zl(Tl(tNm+2)).

[ENm+2,t N (my1)+2]

La dérniére inégalité (35) est valable pour tout m, en remplagant m par (m-+1).
Nous avons

sup Z1(t) < Z1(m1(tN(ms1)+2))-

[tN('m+1)+2 vtN('m+2)+2}

Ainsi, en utilisant (34), nous avons

(36)  Z1(t) <mnZi(Ti(tnm+2)) pour tout t € [En(mi1)+2: IN(mt2)+2]-

Maintenant, soit Sy, = tymt2. Si lim t; = 0o, alors lim S; = 0o, et I'inéga-
1——+400 1—00

lité (36) implique que

pour tout t € [Sp, Sm42], Zi1(t) <my  sup  Zi(u)
Sm—2<u<Sm

par itération et car my < 1, on aboutit au résultat escompté.

Nous terminerons cette section par deux résultats numériques.
On suppose que les clients arrivent suivant un processus de Poisson de para-
métre A = 1 et que les temps de services suivent des lois exponentielles de
parameétres f;.
Dans les tableaux suivantx, nous donnons des exemples de simulation pour
illustrer la stabilité du réseau quand la condition (18) du théoréme (2) est vé-
rifiée.

e Cas d’un réseau a deux stations et cinq classes
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w1 | p2 | p3 | pa | ps | Poucentage.
03102030305 51%
04102)|041]03]0.2 96%
02102030303 100%
06101060101 87%

Le cas des moyennes m; = 0.2359, mo = 0.2359, ms = 0.2979, m4 = 0.2979,
ms = 0.2979. Le pourcentage est 100% c’est & dire que tous les clients sont
servis et le réseau se vide (cas de stabilité).

e Cas d’un réseau a deux stations et sept classes

pro| p2 | ps | pa | ps | pe | g7 | Poucentage.
01]/01]03/01]01/[0.1]0.6 54%
01]/01]02/03]01[0.2]|0.2 98%
021]01]01/01{01]0.1]0.1 100%
01]03]02|02(01]0.1]0.1 99%

Le cas des moyennes m; = 0.2359, mg = 0.0883, m3 = 0.0883, m4 =
0.0883, ms = 0.0883, mg = 0.0883, m7 = 0.0883, Le pourcentage est 100%, les
clients sont servis et le réseau se vide (cas de stabilité).

Maintenant, nous donnons des exemples de simulation pour illustrer 1’in-
stabilité du réseau quand la condition (18) du théoréme (2) n’est pas vérifiée.

e Cas d’un réseau a deux stations et cinq classes

w1 | p2 | p3 | pa | ps | Poucentage.
05101020303 0%
04102]01(01]04 0%
0.6 0302|0202 ™%
0.8(0401]01]01 0%

Le cas des moyennes m; = 0.5564, mg = 0.0883, ms = 0.2359, my =
0.2979, ms = 0.2979. Le pourcentage est 0% c’est a dire qu’il y a blocage dans
le réseau(cas d’instabilité).

e Cas d’un réseau a deux stations et sept classes

p1 | p2 | ps | pa | ps | pe | 7 | Poucentage.

08(02(01|03]01]01]0.1 13%
05(01(102]01]011]0.110.3 0%
02(03(02]|01]01]0.110.7 9%

06{0101(01]01|017]0.3 0%
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Le cas des moyennes m; = 0.5564, mg = 0.0883, ms = 0.2359, my =
0.0883, ms = 0.0883, mg = 0.0883, m; = 0.2979. Le pourcentage est 100%,
tous les clients sont servis et le réseau se vide (cas d’instabilité).

5 Appendice

La preuve des inégalités (32) et (33) se fait en deux étapes :
Etape 1 :
Nous montrerons l'inégalité suivante :

37 Zo(rs" Pt n)) + Z1i(ri(m D (tvman))) < Zi(ri(tnmen)-

(N*Q)(

Preuve. Par définition 7, tNm+N) satisfait

(N—2)(

INm+y2 < Ty ENmAN) < ENmg(N+1)

d’ou en utilisant la propriété de conservation (16), nous explicitons la relation
(27) pour t = tnpmt2 et pour t = TQ(N_2) (tNm+nN) le fait que

Yo(tnmin) = Yz(Tg(NJ) (tNm+N))s

Alors,

Zo(rg™ " (tnmen)) + p2Z1 (r1 (18Dt n))) + ma (i (ry™ 2 (Enmsn))
(T () + ma(r (5 (v n)) = 11 (7 (Evma )

tmy 1 (t =11 D Evmen) + 11Dt )

(N T Enman) — P22 (11 (ENm2))
= (p2 — 1)(72(N72) (tNm+N) — tNm+2)-

La derniére expression peut s’écrire comme suit :

(p2 = DY P Enmin) — tms2)
= (o2 = DR tvmen) = 1 D nmin) + 15Dt n) — 2]
= —(p2 — D[ 2" P txmin))] + (02 = DI Evmin) — tvms)-
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d’ou

2] Zo(r " (tnmen)) + Za(ri (s ><tNm+N>>>1 +ms(r (s (Evman)
(N

(TN D (N n))) + ma(m (7]
tmn—1(t = (Y2 Evman) + 1T (Evman)
(7D g n)) = p2Z1 (71 (ENms2))

= (p2 = DN (twmin) — tamea)-

tnmin)) = 117 (Evman)))

donc

Zo(r{" P i) + Z1 (5 (v n)) < Za(71 (Enms2)),

Etape 2 : Nous donnons la preuve de la deuxiéme inégalité
1" cas
Si 7o(t) < tnm+nN < t, alors nous aurons par la suite :

tnmey =73 (tvmen) St =m0 () <t mi(r (),
le
N-3 l N-2 N— Vo2
3" 2o (tvmen) < Z Zy(r{P) Z )+ Zy(n (7N 2 ().
=1 =1
mais t satlsfalt encore (comme Yi(t) = Yi(tnm+n))

N-
) +mn Z Zo(ry) (1)) + Zo(m (g™ Pt Z D (tnmn)

N—
+Zl<n<r§ ’(tNm+N>>>] = (p1 = D)t — tymsn) < 0.
d’oll nous avons nécéssairement

Z1(t) < my[Za (7 P (tmen) + 2o (157 (e n)]-

2¢M€ cas 1 Si tnmin < T2(t) <t <typmy(n+1), DOUs avons d'une part,

Yao(7a(t)) = Yo(m2(tNman))s

ceci implique que

Zo(ra(t)) + maZy (11(12 (1)) + ma[ Za(rs2 () + Zu(ri(ry2 (1))

+ma[Za(ry? () + Zo(ry? (1)) + Z1(ma (32 (1)) + ...
N-2

rmnal Y Zo(r (1)) + Zy(mi(m ()] — Za(ra(tnmen))
=2
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~maZy (11 (Ta(tNman))) — M3 Za(rs? (tman)) + Z2 (1 (787 (Enms )]
— [ Zo (52 (tnman)) + Zo(r5 (Enman) + Z1 (71 (72 (Enma )]
N-2

o=yl Y Zo(r (i) + Z1(ra (1D (e n))]
=2
= (p2 — 1)(m2(t) — 2(tNmsnN))
= (p2 - 1)[ (t) — bt 7o(t) — To(t) + T () — T (E) + Ty (8) — 5 (t)
+o.. T 2 ( ) — (N 3)( t) — tNm+N + tNmaN — T2(ENm+N) + T2(ENm+N)

2 )<tNm+N> — 2 (tnma n) + T8t n) — T8 (E N )
(N-3

—Ty (tNerN)

et min) = 75" (tman)]

_|_
D(tn
N—
—(p2—1) Z + (p2 = D[t — tnmin + 72(t)
=1

(N— 3)

N-3
N3
—To(tNm+N) + Tg( )(tNm+N) — Ty p2—1) Z Zy(: tNm+N)-
=1

d’on,
N-3

(38) p2 Y Zo(ry(t) + maZy(ri(r2(1))) + ms[Za(ri(t))
=1

+Z1(r (787 ()] + ma[Za(r32 (1)) + Zo (78D (1)) + Z1 (ma (7 (1)))]
2

te by Y Zo(w () + Zu(n (7P (1))
=2

—p2 Z Zo Tg(l) (tNm+N) — maZi(T1(T2(tNm+N)))

—ms[Z2<T§ N (tnman)) + 21 (11 (72 (Evmaen))] = mal Zo (72 (Enman )
+ Zo (s (tnman) + Zu(r(ry? (tnman)))] —

N—-2
—mn-1[ Y Zo(ry (tnman)) + Zo(ri (7Y (Exmen)]

=2
= (pa— D[t — tNm+N +72(t) = a(twman) + 7D (tvman)
N-3
~r )] + Z Zs(. Zo(rs (tNmin).

=2
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N-1
Comme py = Z my, la derniére égalité peut s’écrire comme suit :
1=2
mo Z ZQ + m2Z1(7'1(7'2( ))) + m3[Z2(7’2(t)) + 2Z2(T(2)(t))
2

+ Z Zo(ry (1)) + Z1 (1 (r? (1)))] + ma[Za(r2(1)) + 2Za (757 (t))
=3

+2Za(ry (1)) + > Za(i (8)) + Zu(ri(ryY (1)))] + ..
=4

+mn 1| Za(a(t +zz Zo(rP (1) + Za(rs" 2 (1) + Za(n (N (1))

—maZa(T2(tNm4N)) — mQZl(Tl (T2 (tNmN))) — m3[Za(T2(ENmN))
N-3

+2Z5(73") (tNman)) + > Zo(ry) (tnmin) + Z1(11 (757 (tNmsn)))]
=3
malZa(ra(tnm ) + 222(157 (Enman)) + 2Z2(r) (txmn)

+3° 2o (tnmen)) + Zu(ra (78 (tnme )] —
N-3

—mn [ Za(ra(tnmin) +2 D Zo(r (tnman)) + Za(rs 2 (Enmn)
=2

+7Z1 (7’1 (TQ(N_2) (tNm+N)))]

— (po — 1>[t ~ i + 72( ) = maltaman)) + ) ()
-3
N Z Zo(r Zz(é” (tNmin)).
=2
D’autre part, nous avons Yi(t) = Yi(tnym+tn) alors la relation (28) nous
avons
= N
(39) ) +my Z )+ Zi(m (s 2 ()]
N-—-2 - . N
—mn[ Y Zo(r (tnmen)) + Zu(ri(m ) (Evman)))]
=1

= (p1 = Dt = tvmiN)-

qui peut s’écrire comme suit
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N-2 N—-2
)+ mn[ > Za(r Zin( @) = mal Y Zo(r (1))
=1 =1

~Zi(r(ry 2 (0))] = (o1 = Dt tnmen)

N-3
Z Zo( 7'2 Nt Nmen))] + mN[Z2(7—2(N7 't Nmen))

+Zl<n<r§N D (txmen))).
D’ou si,
Z1(t) > my[Zo(r" P (tnman) + Zu(ri (5D (Evmen))].
Alors
my Z Z(7 Zi(r ("2 )] = (o1 = Dt~ tnmen)

Z Zs( 72 (tNm-‘rN))]

Utilisons la propriété de la fonction 7;(.) pour ¢ = 1,2 nous avons

N-2
13" 2w () + 2 (Y @) = [t - (Y (8)]
1

> [t = 7u(r2(6)] = [Za(r2(t) + Z1 (1 (1))

donc,

N—
(40) (pr — D)t — tamen) +my EZ: Dt nNman))] — my|Za(ma(t))

+Z1(11(t))] > 0.

La relation (38) nous permet d’écrire

N-3
(41) (3" Zo( (twmen))) — P2 Z Zo(r) (1)) + Z1(ri (s 2 ()]

=1
< (1= p)[t — tman + mo(t) — Tz<tNm+N> + 7N (Emen)
N-3
—7'2(N + Z Z2 7’2 tNm+N Z ZQ l)

=2

—my(Z1(71 (Fa(tNman)))) — ms [Zm( ><tNm+N>> + Zy(r (152 (E )]
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—m4[Za (32 (tnman)) + Zo (130 (txman) + Z1 (11 (752 (Enma )]
N-2

—.. — mel[Z ZQ(TQ(Z)(tNerN)) + Zl(Tl(TQ(Nim(tNerN)))]'
=2

D’autre part la relation (39) se réecrit comme suit

N—-2
Z1(t) + mnl Y Zo(ry (1)) + Zo(m (5™ 2 (1))
1=
+(1 —p1)(t — t11Vm+N)
N-3
NI Zo(r (tvma )] = mn[Za(rs™ P (tnmen))

=1
+71 (7'1 (7_2(N—2) (tNm+N)))] :

(42)

Maintenant, on va distinguer deux cas selon le terme droite de ’égalité (42)
est positif ou non. Si

N-3
Z Zs( T2 tNm+N ) < Z Zs(T. l) +Zl(7'l( N 72)(75)))'
=1

Alors d’aprés I'egalité (42) et comme (p; < 1) on a

Z1(t) < my[Zo(r{" 2 (1)) + Zi(m (7P ().

Ce qui est le résultat recherche sinon, on a
N-3

> Zo(r (tnmn)) Z Zo(r () + Zi(n (NP 1)),

=1
Alors puisque my < p1 < p2, 0n a
N—: N-2

NI 2o (tamen))] — mN[Z Zo(ry (1)) + Za(ma(ry" 2 (1))

=1

-3
< (> Zo(r (tnmn))) — pa Z Zo(r) (1)) + Zu(n (75" 2 (1)),
=1
En utilisant toujours I’égalité (42) on obtient
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Z1(t) — my[Za(rs" D (tnman)) + Zo(r (72 (txme)))
-2

N-3
+(1 = p2)(t — tvmen) < pa( ZZQ 72)(tNm+N Z Z(.
=1 =1

+21(n (" (1))).

Ceci implique, d’apres (41), que

20(t) = mn[Zo(r{N ™ (tvm ) + 20 (7 (b))

+(1 = p1)(t = tnman) < (1= ,02)[75 - tNm+N + 72(t) — T2 (ENm+ )

+75 D twmen) — D0+ Z Zs(73 (L) i Zo(r
o2 (ot )) — {2 () + Za(r (7 ()
a2 () + 27 (i) + Za(m (7 ()]
- mN_l[NZ_j2 Zo(m (tnms ) + Zo (1 (T2 (g )]

Or (1—py) < l(12 — p1), donc,

Z1(t) — mn[Zo(rs" P (tnman) + 21 (7Y v n)]

< —ma(Z1(r1(ra(tNman)))) — M3 Za(rs? (tnmen)) + Z1 (1 (787 (Enme )]

—m4[Zo(r§? (tnmn)) + Zo(13 (Enman) + Z1 (11 (782 (Enme )]
N—-2

S — mN_l[i: ZQ(TQ(l)(tNm—i-N)) + Z1(n (TQ(N_Q)(tNm-‘rN)))]

=2
N-3
¢
+ZZQ 7'2 tNerN 222 )
=2

Ce qui achéve la preuve de T 1negahte (32).
Maintenant , nous donnons la preuve de 'inégalité (33)
Preuve. Vt € [t N4 (N41)> EN(m+1)+2]; nOus avons

Zl(t) >0 et Zg(t) >0
i=M
Nous pouvons alors écrire [t nm4(N41)s EN(mt+1)+2] = U (ai,a;r1) tel que, a
i=0
chaque intervalle (a;,a;+1) nous avons Vt € (a;,a;+1), Z1(t) >0 et Za(t) >0
ou bien Vt € (a;,ai+1), Z1(t) >0 et Za(t) =0
Ainsi dans la suite nous distinguons deux cas :

1" cas : Soit [a,b] C (tN(mi1)+1> EN(mr1)42) tel que

Zs(a) = Za(b) =0 et Za(t) > 0 pour tout a <t <b
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Soit t € (a,b), alors a < T(t) <t < bet Ya(ma(t)) = Ya(a), ainsi en utilisant la
relation (29) sur Uintervalle (a, 72(t)), nous avons

(43)  Za(ma(t) + ma(Zi(ri(r2(1)))) + ma[ Za(ry? (1)) + Za (11 (752 (1))
(

2
[ Zo(rs? (1) + Zo(rs () + Z1 (r1 (rs) (E)] + ..
N—-2
iy 1[ Zm(” 0) + Zi(n (72 (1)) — paZi(11(a))

=(p2— )(T2(t) a) = (p2 = 1)(m2(t) =t +t —a)
—(p2 = 1) Z2(72(t)) + (p2 = 1)(t — a).
N-1
en utilisant le fait que po = Z my, il s’ensuit que

=2
Za(ma(t)) +maZy (11 (1a(t))) + ma[Za (47 (¢ )+ 2 (ra (7 ()] + mal Zo(ry? (1))

+Zo(137) (1) + Zo(ra (7 ()))] + o+ M- 1222 () (1)) + Za(ra(m" 2 (1))

=2
—Zlel 7'1 Zml—l ZQ 7'2 ))—l—(pg—l)(t—a).
ms[Zz(Tz( )+ Zo(ry” >< >> + Zy(n (52 (0)] + mal Za(ra(t)) + Zo(rs (1))
N—-2
+Za(13 (1) + Za(ra (7Y )] + oo+ 1] Y Zo(ry (1))
=1
+Z1(T1( Z le1 7'1

=(p2 = 1)(t —a)+ mzZl(ﬁ( ) — ma[Za(72(t)) + Z1(1a(72(2)))].
Cette derniére relation est une conséquence de la propriété de conservation

appliquée a la deuxiéme station.
En utilisant la méme propriété pour la premiére station sur l'intervalle (a,t),
Yi(t) = Yi(a) et la relation (28) implique ceci

() ) +ma Z Zo(ry (1) + Zi(na (73" ()]
—Z1(a) — mNZ1(71( ) = (o1 = 1)(t — a).
(car le fait que Zs(a) = Z3(b) = 0 entraine que 7 (a) = 7'2(2) (a) = 7'2(3) (a)

=..= TQ(N 2)(a) a).
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Cette égalité implique que

Z1 (t) < Zl (CL),

autrement dit, la derniére égalité implique, d’une part que

(45) Z Zo(rP ) + Zo(n (7N T2 ()] < my Za (71 (a)).

et d’autre part, elle peut s’écrire comme suit :
(1 = D)(t = a) + myZi(ra(a) = mnlt = ma(rs" 2 ()] = Z1(t) = Zi(a) 2 0,
et comme ¢t — 71 (12(t)) <t — 71(72(2) ) <.<t-— 7'1(7'2N—2 (t)), nous avons :
(pr = 1)(t — a) + myZy(71(a)) — my[t — 71 (72(t))] > 0,
L’égalité (43) peut se reécrire de la fagon suivante :
4s) - malZa(n(®) + Zm (1) + Za( (7" ()] + malZa(ma (1))

)+ Zo(ry” (1) + Za(ra (57 ()] + ..

+Z2(7'2 (t
N-—-2 N—-1
+myor [+ Z Zo() (1) + Za(n (" 2 0] = (O mu) Zu(m1(a)
=1 =3
= (p2 — 1)( —a) +maZi(r1(a)) — ma(t — 11(72(1))).
Or,
[t — 1 (ra(®)] < [t —7u(s" 2 (2))],
donc,
N—
uny A Z )+ 2" )]

< (1= p2)(t = a)-

D’autre part la relation (44) implique que
Z1(t) — Zl( )+ (1 —p1)(t — a) = myZi(71(a))

48) —my Z (1 (1) + Za(m ("2 (1))

En utilisant l'inégalité (47), dont les deux termes sont négatifs, et tenant
compte que my < p2, on obtient

Z1(t) = Zi(a) + (1 = p1)(t —a) < (1= p2)(t - a),
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et puisque (1 — p2) < (1 — p1), alors Z1(t) < Zi(a)

2¢m¢ cas : Soit [a,b] C (En(m+1)+15 EN(m+1)+2) tel que Z2(.) = 0, comme Z(.)
est une fonction positive, si elle est différentiable pour tout ¢ € [a,b], alors
Zy(t) = 0, ou bien,

N-1 ) N-1 )
Zo(t) = > mQu(t) Zy(t) = > mQit) =0
=2 =2

Qi) =0, V=2, N—1
Q2(t) = mTi(t) — paTi(t) = 0
mTi(t) = pTh(1)

Q3(t) = neTa(t) — psT3(t) = 0

' paTa(t) = psTs(t)
Qa(t) = paT5(t) — paTu(t) = 0
psTs(t) = paTy(t)

Q2(t) = Q2(0) + p1 T (t) — p2Tx(t)
Q3(t) = Q3(0) + p2To(t) — pusTs(t)

Qa(t) = Q4(0) + psT3(t) — paTy(t)

2 2 R

QN-1(t) = Qn-1(0) + pn—2TN—2(t) ' .
—pun—1TNn-1(t) = Qn-1(t) = pn-2Tn-2(t)
—pN—1TN-1(t) =0
= pun—2TN_2(t) = pn—1TN-1(t)
Ce qui implique que

mTi(t) = pTo(t) = paTs(t) = paTu(t) = .. = v Tn-a (b).
Ainsi, nous avons d’une part

Z1(t) = ma[Q1(0) + ¢ = T1(8)] + mn[Qn(0) + pn1TN-1(t) — pnTn ()]
= Z1(t) = mi(1 — T () + my(pv T (t) — pnTn(t) = 0

=my — Ti(t) + mypun—1Tn-1(t) — Tn(t)

= my + punTi () = (Ta(t) + T (1))

=mi + /LN/,L1T1(t) — Bl(t).

et d’autre part,

Zo(t) = malu Ty (t) — paTo(t)] 4+ mas[uaTa(t) — p3T3 ()] + malusTs(t) — paTa(t)]
+...+ mel[/J/N72TN72(t) - uNflTNfl(t)] = pg,u,lTl(t) - Bg(t) =0.

donc,
pg,ulTl(t) = Bg(t) < 1.



108 F. Belarbi, A. A. Bouchentouf

le fait que my < po entraine que

t
Zl(t) — Zl(a) = / Zl(u)du S 0.
a
Récapitulons ci-dessus, pour tout ¢ =0,...M — 1
Zl(t) < Zl(ai) st te [ai,ai_,_l],

Ainsi, pour tout ¢ € [ao, anm] = [Enmi (N+1)s EN(mr1)+2)s Z1(8) < Zi(ao) =
Z1(t Nm+(N+1)) et par la deuxiéme inégalité

Z1(t) < mn[Za(m" ™ (tnmen) + 21 (72 (e n))].
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