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BICATEGORIES MONOIDALES
ET
EXTENSIONS DE GR-CATEGORIES

ALAIN ROUSSEAU
(communicated by Antonio Cegarra)

Abstract

In this work, we study the 2-category Ext(IC,G) of exten-
sions of a gr-category IC by a gr-category G. Such an extension
consists of a gr-category H, an essentially surjective homomor-
phism p : H — K and a monoidal equivalence ¢ : G — N(p)
where N(p) is the homotopy kernel of the homomorphism p.
The main result is a classification theorem which constructs
a biequivalence between the 2-category Ext(KC,G)°P and the
bicategory Bimon(K, Bieq(G)) of monoidal bicategory homo-
morphisms between K and Bieq(G), where Bieq(G) is the
monoidal bicategory of biequivalences of G with itself.

1. Introduction

Une gr-catégorie ou groupe catégorique est un groupoide muni d’une loi de
groupe c’est-a-dire une catégorie monoidale dont les fleches sont des isomorphismes
et dont les objets sont quasi-inversibles. L’exemple le plus simple est celui de la
gr-catégorie discrete H[0] associée & un groupe H dont les objets sont les éléments
de H, cas particulier de la gr-catégorie stricte C(4) associée & un module croisé
0 : G—H. Un cas de gr-catégorie non stricte est obtenu avec un groupe K, un
groupe abélien A muni d’'une structure de K-module et un 3-cocycle w € Z3(K, A),
ce dernier définissant une contrainte d’associativité sur la ®-catégorie obtenue avec
le module croisé trivial 0 : A—K, [33]. Ce cas est générique. Pour H une gr-
catégorie, 'ensemble 7o (H) des classes d’isomorphisme d’objets de H est un groupe,
le groupe abélien 71 (H) := Aut(l) des automorphismes de 'objet unité de H est
un 7o (H)-module, la condition de cohérence de l'associativité du produit dans H
donne un 3-cocycle de mo(H) & valeur dans 1 (H). La gr-catégorie obtenue comme
dans 'exemple cité plus haut avec ce mo(H)-module 71 (H) et ce 3-cocycle est alors
monoidalement équivalente & H, [35]. Pour un groupe abélien A muni d’une struc-
ture de K-module, H. X. Sinh obtient ainsi que le troisieme groupe de cohomologie
H3(K, A) détermine & équivalence pres, les gr-catégories H dont les groupes 7 et
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le 1 sont donnés & isomorphisme pres par K et A, ce qui donne la classification
des classes d’équivalence d’extensions de gr-catégories du type

1—Al] 5 H -5 K0 —1, (1.0.1)

ou A[l1] est la gr-catégorie associée au module croisé A—0. L’objet de ce travail
est d’étudier le cas général. Pour G et IC deux gr-catégories quelconques, on cherche
donc a classifier la 2-catégorie Ext(/C, G) des extensions de K par G,

1—G —H -5 K—1. (1.0.2)

Un cas bien connu est celui obtenu lorsque toutes les gr-catégories considérées sont
discretes c’est-a-dire celui des classes d’extensions de groupes,

1—G 5 H - K—1. (1.0.3)

Pour G = A un groupe abélien, on sait depuis [16] que ’ensemble classifiant est
donné par le second groupe de cohomologie H?(K, A) ol A est muni de la struc-
ture de K-module définie par la conjugaison dans H. Lorsque G est un groupe
quelconque, la classification est connue depuis O. Schreier [34]. Une section en-
sembliste de ’homomorphisme p de (1.0.3) définit un cocycle de Schreier, soit,
un couple d’applications (6 : K—Aut(G), x : K x K—@G) vérifiant certaines
conditions de cohérence. Ce cocycle détermine & équivalence pres le groupe H et
I’ensemble des classes d’extensions de K par G est alors en bijection avec ce qu’il
est convenu & présent d’appeler le H? non abélien de K & valeur dans G. Une
généralisation des classifications précédentes a été obtenue par L. Breen dans [3].
Pour une gr-catégorie G quelconque et un groupe K fixés, L. Breen décrit en des
termes cohomologiques les classes d’extensions du type :

I—G¢ - H -2 K0 —I. (1.0.4)

Les cocycles obtenus sont & valeur dans le “carré croisé” i : G—Eq(G) associé
a la gr-catégorie G, généralisation du module croisé défini pour un groupe G
par 'homomorphisme de conjugaison intérieure i : G—Aut(G). Lorsque la gr-
catégorie I n’est plus supposée discrete, des classifications ont été obtenues dans
des cas ou des hypotheses de commutativité sont prises pour la gr-catégorie G. Dans
[7], P. Carrasco et A.M. Cegarra ont classifié les extensions centrales, cas particulier
de la classification des extensions singuliéres obtenue par la suite dans [8] par P.
Carrasco, A. R. Garzon et J. G. Miranda. Citons pour finir le cas des F-extensions
traité par D. Bourn et E. M. Vitale [4].

Les résultats de classification obtenus pour de telles questions s’expriment le plus
souvent en des termes cohomologiques [29, 35, 11, 3, 7, 8, 10, 4, 9, ...]. L.
Breen avait remarqué, au vu de la nature compliquée de ses cocycles, qu’il ne serait
guere possible de poursuivre actuellement dans cette direction pour les dimensions
supérieures sans une formulation maniable de ce qu’est une n-catégorie (voir par
exemple [25]). Pour définir les ensembles de cohomologie non abélienne de degré
supérieur & 3 et & valeur dans un groupe G [3, §4.3], il choisit le contexte topologique
plutot que le contexte n-catégorique. On dispose en effet dans le cadre topologique
d’un résultat tres général pour le probleme de la classification des fibrations sur
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un CW-complexe Y, de fibres homotopiquement équivalentes a un espace X. De
telles fibrations sont classifiées par 'ensemble [Y, B(E(X))],: des classes d’homotopie
d’applications continues pointées de ’espace Y vers 'espace classifiant du monoide
E(X) des auto-équivalences d’homotopie de X. Les résultats obtenus dans le travail
qui suit, montrent que 1’on peut s’attendre a un énoncé de nature similaire dans un
contexe purement n-catégorique qui, dans le cas présent, est celui des tricatégories
et surtout de leurs homomorphismes laches dont les définitions apparaissent dans
[17].

Le cas de la dimension 1 des extensions de groupes s’exprime avec des homomor-
phismes de catégories monoidales soit des homomorphismes de bicatégories ayant
un seul objet. On peut commencer par remarquer que les 2-cocycles d’un groupe
K a valeur dans un module croisé § : G—H et les cobords associés définis par
Dedecker [13] ne sont rien d’autre que les objets et les morphismes de la catégorie
Mon(K[0],C(d)) des homomorphismes monoidaux de la gr-catégorie discréte K|0]
associée & K dans la gr-catégorie C(d) associée au module croisé 6. En particulier,
pour ¢ le module croisé i : G— Aut(G) donné par ’lhomomorphisme de conjugaison
intérieure associé a un groupe G, on retrouve les 2-cocycles obtenus par Schreier
pour la classification de (1.0.3). La gr-catégorie C(i) associée au module croisé
précédent est celle des auto-équivalences £q(G[1]) du groupoide G[1], groupoide
ayant un seul objet dont les fleches sont les éléments du groupe G. La classifica-
tion des extensions de groupes se résume alors simplement a une équivalence de
catégories

Mon(K[0], £¢(G[1]))—Ext (K, G)°P. (1.0.5)

Ce résultat est d’ailleurs mieux connu dans le cadre faisceautique c’est-a-dire
lorsque K et G sont des groupes d’un topos T quelconques. L. Breen, suiv-
ant A. Grothendieck, a montré [2, th. 4.5] 'existence d’une équivalence en-
tre le gr-champ £q(G[1]) et celui des G-bitorseurs de T et la classification du
champ des extensions de K par G de T est exprimée avec une équivalence,
Hom(K|0], Bitors(G))—Ext(K, G), entre le champ des foncteurs additifs du gr-
champ associé au groupe K vers celui des G-bitorseurs et celui des extensions.

Le cas de la dimension 2, auquel on s’intéresse ici, nécessite 1'utilisation
d’homomorphismes de bicatégories monoidales, c’est-a-dire de trihomomorphismes
de tricatégories ayant un seul objet [17]. Le théoréme de classification obtenu étend
exactement & la dimension supérieure 1’équivalence de catégories (1.0.5). Il a été
nécessaire de définir pour les bicatégories monoidales les bicatégories d’homomor-
phismes Bimon(—, —), équivalent des catégories Mon(—, —) d’homomorphismes
de catégories monoidales. Comme pour le cas de la gr-catégorie Eq(G[1]) as-
sociée au module croisé i : G— Aut(G) défini pour un groupe G, au carré
croisé i : G—Eq(G) introduit dans [3] doit étre associée la bicatégorie monoidale
Bieq(G[1]) des auto-biéquivalences de la bicatégorie & un seul objet G[1] associée a
G. Pour toutes gr-catégories G et K, le résultat de classification s’exprime avec une
biéquivalence de bicatégories, résultat principal de ce travail,

Bimon(K, Bieq(G[1]))—Ext (K, G)". (1.0.6)
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Ce résultat est global puisqu’il s’exprime via une biéquivalence et a ce titre ne
peut plus étre seulement considéré de type cohomologique, qui pour ce genre de
probleme avait le défaut d’occulter la nature des objets mis en jeu. On entrevoit
mieux a présent ’analogie avec la classification des fibrations d’espaces évoquée plus
haut et conjointement ce que pourrait étre le cas de la dimension n. Par ailleurs,
les récents travaux comme ceux de [6, 14, 15, 5] sur le Nerf des bicatégories et leur
réalisation géométrique, devraient permettre de réaliser le lien entre les extensions
classifiées ici et les fibrations d’espaces topologiques ayant le méme type d’homotopie
(m; #0ssii=1,2), et, il n’y pas de réelle obstruction & penser que la 2-catégorie
Ext(K,G) est 2-équivalente & celle des fibrations sur le CW-complexe |[Ner(K)|, de
fibres homotopiquement équivalentes & l’espace |Ner(G)|.

Le corps du texte est articulé de la facon suivante. Les sections 2 et 3 sont
consacrées a des rappels sur les gr-catégories et les bicatégories. On expose en
particulier les premiers résultats concernant le noyau homotopique d’un homomor-
phisme de gr-catégories. Apres un rappel sur les bicatégories monoidales, la sec-
tion 4 donne une description de la structure monoidale utilisée sur la bicatégorie
Bieq(g[1]) des auto-biéquivalences de G. On s’intéresse ensuite, section 5, aux mor-
phismes “laches” de bicatégories monoidales: on définit les notions de transforma-
tion monoidale et de modification pour de tels morphismes; pour deux bicatégories
monoidales 7 et S, la bicatégorie décrite est notée Bimon;(Z, S). Notre con-
struction est comparable en tout point & celle réalisée dans [12] pour le cas tres
spécial ou les bicatégories monoidales considérées sont des Gray-monoides, cela dit,
pour l’étude qui nous concerne apparaissent tres naturellement des bicatégories
plutét que des Gray-monoides. Dans la section 6, on établit une biéquivalence entre
la 2-catégorie Bimon, (K, Cat) des pseudo-foncteurs monoidauzr définis sur une
catégorie monoidale K et la 2-catégorie Cofmony des cofibrations monoidales sur
IC, ce qui complete les résultats de [7] sur ce sujet et qui généralise aux cas monoidal
la 2-équivalence de [18], Bicat(K, Cat)— Cofiby, sur les cofibrations sur K in-
troduites par A. Grothendieck dans [19]. Les sections 7 et 8 sont consacrées a
I’étude des torseurs et bitorseurs pour ’action d’une gr-catégorie G. On établit une
biéquivalence Bieq(G[1])—Bitors(G) entre la bicatégorie des auto-biéquivalences
de la bicatégorie G[1] et celle des G-bitorseurs Bitors(G). On explicite dans la sec-
tion 9 la fleche de la biéquivalence induite, de but les KC-fibrations en G-bitorseurs,
Bicat(K, Bieq(G[1]))—Bicat(K, Bitors(G)), sous-jacente a celle du théoréme de
classification (1.0.6). Les sections suivantes sont entierement consacrées a la clas-
sification des extensions. Sections 10 et 11, on définit la 2-catégorie des extensions
de gr-catégories Ext(K, G) et 'on montre que cette derniere est un 2-groupoide
biéquivalent & son sous 2-groupoide Ext., (K, G) (resp. Ext (K, G) des exten-
sions cofibrées (resp. fibrées) de K par G. On donne ensuite dans la section 12 une
description de la bicatégorie Bimon (K, Bieq(G[1])) et la construction de la fleche
de (1.0.6). On souhaitait une description explicite, ce qui est obtenu mais nécessite
une discussion longue et technique. Pour plus de lisibilité, on explicite seulement le
cas ou la gr-catégorie G est unitaire et ol les biéquivalences de G sont strictes sur les
unités. Enfin, on montre la biéquivalence dans la derniere section. Elle est obtenue
en partie avec le méme point de vue que celui de la théorie de Breen-Grothendieck
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développée dans [2] et [3, §3] . La donnée d’une extension de IC par G détermine,
avec les fibres homotopiques de I'homomorphisme p, une K-fibration en G-bitorseurs
ainsi qu’une C-fibration monoidale.

Cet article est une version remaniée de ma these de doctorat réalisée sous la
direction de Lawrence Breen. Je lui dois mon premier contact avec “1’algebre de
dimension supérieure” essentielle ici et qui semble incontournable dans 'avenir au
moins pour de telles questions. Je tiens ici une nouvelle fois & le remercier et a lui
témoigner toute ma reconnaissance.

2. Catégories monoidales, gr-catégories

Pour toute la suite Cat est la 2-catégorie des petites catégories. Les structures
de catégorie monoidale et de gr-catégorie sont a présent bien connues (voir par ex-
emple [26], [22], [33], [35] et [3]). Une catégorie monoidale K = (K, ®, a, I, g, d)
est un objet monoidal dans Cat. Explicitement, IC est une catégorie munie d’un
foncteur ® : K x K—K auquel sont associées une contrainte d’associativité et une
contrainte d’unité compatible. Une contrainte d’associativité consiste en la donnée
d’une famille d’isomorphismes fonctoriels a4, p,c : (A® B) ® C—A® (B® (), A,
B et C objets de K telle que le pentagone suivant commute pour tout objets A, B,
C, et D de K [26] :

(A(BC))D ——= A((BC)D)

(AB)(CD)

Une contrainte d’unité (I,g,d) compatible & celle d’associativité consiste en la
donnée d'un objet I de K, d’une famille d’isomorphismes fonctoriels g4 : I ®
A—A et dy: A—A®I, A objet de K tels que pour tout objet A et B
de K le diagramme suivant commute :

aA,I,B

(AD)B A(IB)
da ®§AB .4®9B

Une catégorie monoidale est dite stricte si les contraintes d’associativité et d’unité
sont des égalités. Le théoréme de cohérence pour les catégories monoidales [26], [22],
permettent de considérer une catégorie monoidale comme étant stricte. Rappelons
qu’une catégorie monoidale [C peut étre vue soit comme une bicatégorie ayant un
seul objet [1, p. 19] (notifié quelquefois avec la notation K[1]), soit comme une bi-
catégorie monoidale ot les 2-morphismes se réduisent aux identités. Ces deux points
de vue sont fondamentaux pour I’étude qui suit des extensions de gr-catégories.

Un objet X d’une catégorie monoidale est 2-régulier si les foncteurs de translation
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a gauche t,(X) : C—K,Y — XY et de translation & droite ¢4(X) : C—K,Y —
Y X sont des équivalences [33, p. 12].

Définition 2.1. [35] Une gr-catégorie est une catégorie monoidale ot les fléches
sont des isomorphismes et les objets sont 2-réquliers.

Un morphisme de catégories monoidales ou foncteur monoidal F = (F,®" ®,) :
H—K consiste en la donnée d’un foncteur F' : H— /X et de morphismes fonc-
toriels appelés les contraintes de comparaison et la contrainte d’unité, respective-
ment ®¥ (A, B) : F(A) ® F(B)—F(A® B) et ®, : [—F(I), compatibles aux
contraintes d’associativité et d’unité c’est-a-dire tels que les diagrammes suivants
commutent :

(P FB)F(C) AP papype) 22“PCL paB)c)
aF(A%F(B%F(C)i . ; \LF(G'A,B,C)
FAFB)FC) 22PD payrBo) 2L paBey)
POFA) Y pray  pan <22 payra)
¢o®1T lF(gu F(m)T Tlmo
TF(A) — Y pla) P4 —ZY L Ry

Une transformation monoidale \ : =G, consiste en la donnée d’une transforma-
tion naturelle, A : F=-G telle que pour tout objet A et B de H les diagrammes
suivant commutent :

Py PB) AP papy R —

/\A®)\B\L i/AAB \ /
#%(A,B) b5 ¢S

GAG(B) 2 qaB) I.

Un morphisme P = (P, ®" ®F) : H— de catégories monoidales est appelé ho-
momorphisme lorsque la contrainte de comparaison ®7 et celle d'unité ®F sont
des isomorphismes fonctoriels. Pour ces derniers, on privilégiera les directions
®F'(A, B): F(A® B)—F(A) ® F(B) et ®, : F(I)—1, opposées a celles prises
dans le cas lache et plus utilisée pour les homomorphismes. Pour un homomor-
phisme de catégories monoidales entre deux gr-catégories, c’est-a-dire un homo-
morphisme de gr-catégories, la donnée de la contrainte d’unité @, : F(I)—1T est
redondante.

Notation 2.2. On note Mon (resp. grCat), la 2-catégorie dont les objets,
les 1-morphismes et les 2-morphismes sont respectivement les (petites) catégories
monoidales (resp. les gr-catégories), les homomorphismes et les transformations
monoidales.
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On assimile la catégorie des groupes Grp, ainsi que celle des groupes abéliens Ab,
a des 2-catégories localement discrétes; on dispose ainsi de 2-foncteurs [35] :

m, : grCat— Grp et w1 : grCat—Ab,

ol pour une gr-catégorie H, le groupe m,(H) est celui des composantes connexes
de H et le groupe abélien m (H) est celui des automorphismes Aut(l) :=H(I,I) de
I’objet unité de H.

Notation 2.3. Soit P : H—K un homomorphisme de catégories monoidales, on
note par (N(P), j,€) le noyau de P ( [32, §3.1], [23, §1]).

Pour mémoire, rappelons que la catégorie monoidale N(P) (appelée aussi noyau
par abus) a pour catégorie sous jacente la fibre homotopique de P au dessus de I,
dont les objets sont les paires (X, f) ou X est un objet de H et f : P(X)—1 un
morphisme de K et dont un morphisme h : (X, f)— (Y, g)) est un morphisme h de
H(X,Y) tel que f = go P(h). La ®-structure sur la catégorie N (P) est définie par :
(X, f)®(Y,9) = (X ®Y, f.g), ou f.g est le morphisme de K défini par la composée
Cgro(f®g) o®(X)Y) : PX®Y)—P(X)® P(Y)—I ® [—I. L’objet
(I, ®F) est I'objet unité, les contraintes d’associativité et d'unité de N(P) sont
celles H. L’homomorphisme j : N(P)—H intervenant dans le noyau (N (P), j,¢€)
est la projection canonique, (X, f) — X, enfin, € est la transformation monoidale
€ : Pj=1 ayant pour composante & l'objet (X, f) de N(P) le morphisme f :
P(X)—1 de K.

Proposition 2.4. Soit G une gr-catégorie et p : H—I un homomorphisme de
gr-catégories. La catégorie Mon(G, N(p)) est isomorphe d la fibre homotopique
Mon(g, p)) du foncteur Mon(g,p) : Mon(g, H)—Mon(G,K), au-dessus de
Uhomomorphisme “nul” , n: G—I, X — I ou I est l’objet unité de K.

Démonstration. Un objet (r, ) de la fibre homotopique Mon(g, p),) consiste en
la donnée d’un homomorphisme r : G—H et d’une transformation monoidale A :
pr=n. Pour un objet X et un morphisme x : X— X’ de G, on dispose donc d’un
objet (r(X),Ax) et d’un morphisme r(z) : (r(X), Ax)—(r(X’),Ax/) de N(p).
Cette correspondance détermine un foncteur : ¢ : G— N(p), qui est structuré en un
homomorphisme avec pour contraintes ®¢ = " et ¢ = ®7. De la méme maniere,
un morphisme ¢ : (r,\)—(r’, \') de Mon(G,p),) détermine une transformation
monoidale ¢ : g=—>¢’. On dispose ainsi d’un foncteur :

F :Mon(g,p) ) —Mon(G, N(p)). (2.4.1)
On montre sans difficulté que ce foncteur est un isomorphisme. O

Lorsque P : H— [ est un homomorphisme de gr-catégories, le noyau N(P) est
une gr-catégorie dont les groupes d’homotopie interviennent dans la longue suite ex-
acte d’homotopie associée & P [32, prop. 3.1.5]. Plus précisément, ’homomorphisme
A m(K)[0]—N(P), u—A(u)=(I,ud,) s’'inscrit dans une suite de grCat qui
est " 2-exacte” au sens de [23] :

m1(J) w1 (P) A

0 ——m(N(P))[0] —= m(H)[0] ——= m: (K)[0] H—">K,

N(P)
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et dont I'image par le 2-foncteur 7, donne la longue suite exacte en question, soit :

Proposition 2.5. [32, prop. 38.1.5]. Soit P : H—K wun homomorphisme
de gr-catégories de noyau (N(P),j,€).  L’homomorphisme § = m,(A)
m1 (IC)—7o(N(P)) est a valeur dans le centre du groupe w,(N(P)). La suite de
groupes suivante est exacte :

m1(4) 1 (P)

o (J 7o (P
0 —— m(N(P) ™ a1 (1) ) () (P)

7TO(ZV(P)) — 71-o(ﬂ) - Wo(&)

T (K)

Comme conséquence, on obtient que le noyau d’un homomorphisme P de gr-
catégories qualifie ce dernier [32, prop. 3.1.6] :

Proposition 2.6. L’homomorphisme P est fidéle (resp. plein) si et seulement si
m(N(P)) =1 (resp. mo(N(P)) =1).

*

2.7. Exemple. Soit H une gr-catégorie ou une contrainte d’inverse (.*, e, n)
a été choisie [33, § 2.5.5.2]. Pour tout objet A de H, on dispose du foncteur de
conjugaison par A (voir [3]) (ia, ®4) : H—H, X+—is(X) = (AX)A*. On est
alors en présence d’un homomorphisme dit de conjugaison : (i, ®%) : H—Eq(H).
Le noyau homotopique N(i) de cet 'homomorphisme est strictement isomorphe au
centre Z(H) de H ([22] pour le centre). Par ailleurs, m(Eq(H)) est le groupe
des 1-cocycles (i.e. des homomorphismes croisés ou dérivations [27, p. 106])
Z'(m,(H), 71 (H)) du groupe m,(H) & valeur dans le 7,(H)-module 7 (H) ([35],
pour Paction de 7,(H) sur 7 (H)). Le groupe m (Z(H)) est le groupe my (H)™ ),
sous groupe des automorphismes de I'unité invariant pour action du groupe 7, (H).
La longue suite exacte d’homotopie appliquée a 'homomorphisme de conjugaison
i : H—&q(H) donne la suite exacte de groupes (on note 71 et 7, pour m (H) et

0 7 m ) Zl(ﬂo,m)*5>7To(z(ﬂ))%7rol(2”o(5dﬂ))~

Pour u € my, 71(7)(u) est la dérivation principale [27, p. 106] définie par w. Enfin,
To(J) est a valeur sur le sous groupe Z(m,) N sty (71) de 7, ou st (1) est le sous
groupe de 7, des éléments qui stabilisent tous les automorphismes.



Homology, Homotopy and Applications, vol. 5(1), 2003 445

3. Rappels sur les bicatégories

On renvoie le lecteur & [37] ainsi qu’a [1], [18] et [17] pour les généralités sur
les bicatégories. Pour fixer les notations, donnons la définition classique suivante :

Définition Une bicatégorie A, correspond a la donnée d’une classe d’objets,

A, B,C,...,

BC1 d’une famille de (petites) catégories A(A, B), dont les objets et les mor-
phismes sont respectivement les 1-morphismes et les 2-morphismes de A,

BC2 d’une famille de foncteurs de composition “- 7 : A(B,C) x
A(A, B)—A(A,C),

BC3 d’une famille de foncteurs 14 : 1—.A(A, A), ou 1 est la catégorie & un objet
et une fleche.

BC4 d’une famille d’isomorphismes naturels (contraintes d’associativité)

-x1

A(C,D) x A(B,C) x A(A, B) A(B,D) x A(A, B)

A(C, D) x A(A, C) _ A(A, D)

BC5 de familles d’isomorphismes naturels (contraintes d’unité)

Ipx1 1xXIa

A(B, B) x A(A, B) A(A, B) — 24 L A4, B) x A(A, A)

\ﬁé’; ild:é/

A(A, B)

Ces données sont cohérentes, dans le sens ou la contrainte d’associativité vérifie
Pégalité du pentagone [18, BC6 p. 39] et est compatible & la contrainte d’unité [18,
BC7 p. 40].

Définition 3.1. On appelle bigroupoide, une bicatégorie pour laquelle les 1 et 2-
morphismes sont respectivement des équivalences et des 2-isomorphimes.

3.2. Le théoréme de cohérence pour les bicatégories [17, Théoreéme 1.5], [28] donne
que le collage (pasting) de 2-cellules est uniquement déterminé par le choix d'un
parenthésage des 1-morphismes du but et de la source de ce collage. Un collage
dans une bicatégorie peut donc étre signifié en omettant les 2-isomorphismes relatifs
aux contraintes d’associativité et d’unité.

3.3. Une propriété locale pour une bicatégorie A est une propriété vérifiée par toutes
les catégories A(A, B). Une bicatégorie B est dite sous-bicatégorie (resp. sous-
bicatégorie pleine, resp. sous-bicatégorie localement pleine) d’une bicatégorie A si
les objets de B sont des objets de A et si pour tout couple d’objets (A, B) de B,
B(A, B) est une sous-catégorie de A(A, B) (resp. B(A, B) = A(A, B), resp. B(A, B)
est une sous-catégorie pleine de A(A, B)). En particulier, pour un objet A de A,
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la sous bicatégorie pleine de A ayant A comme seul objet peut étre assimilée & une
catégorie monoidale [1, p. 19] que l'on notera A(A).

3.4. Pour A et B deux bicatégories, on note Bicat(A, B) la bicatégorie des ho-
momorphismes de A dans B. Un homomorphisme H : A—B, correspond
a la donnée d’une application H : 0b(A)—ob(B), d’une famille de foncteurs
Hap @ A(A,B)—B(H(A),H(B)), d'une famille de 2-isomorphismes : 4
H(Ix)=I H(A) et d'une famille d’isomorphismes naturels, appelés les contraintes
de comparaisons,

A(B,C) x A(A, B) : A(A,0) (3.4.1)

HB,CXHA,BJ/ CaBc iHA,c

B(H(B), H(C)) x B(H(A), H(B)) ————— B(H(A), H(C))

cohérentes aux contraintes d’associativité et d’unité. Le théoréeme de cohérence
pour les homomorphismes de bicatégories [17, Théoréme 1.6], nous autorise & ne pas
signifier les contraintes de ces derniers. Un 1-morphisme H— K de Bicat(.A, B) est
une pseudo-transformation naturelle § : H— K. Une telle transformation consiste
en la donnée d’une famille de 1-morphismes de B, appelés les composantes de 0,
04 : HLA)—K(A), A objet de A, et d’une famille d’isomorphismes naturels :

A(A, B) — 20 B(H(A), H(B))

Ka B 0 B(1,08)
/’

BUK (), K(B)) 5 BUH(A), K (B))

soit, d'une famille de 2-isomorphismes 0y : 0. H(f)=K(f).04 pour tout mor-
phisme f: A— B de A, appelés les 2-isomorphismes structuraux de 0, satisfaisant
aux conditions de cohérence usuelles [18, p. 43 et 80]. Lorsque pour tout ob-
jet A de A, les composantes 64 d’une pseudo-transformation 6 : H— K sont
des équivalences, on parle alors de pseudo-équivalence. La donnée pour chaque
composante 64 d’une équivalence quasi-inverse 6% - 04, détermine une pseudo-
équivalence quasi-inverse 6%, dont ’expression au morphisme f : A— B est donnée
par I'accouplement (0]71)* (voir [24] p. 87, pour la théorie de ’accouplement (the
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mates), voir aussi [30]) :

H(f)
m
H(A H(B H(B
@) (B) i (B)
[y 1 ef
A N 04 ﬂef 05 A
K(A) —— k(4) — - g(B)
W
K(f)

Enfin, un 2-morphisme soit une modification de Bicat(A, B),
H
7NN
A 0 & = / v B
\\\///

K

(3.4.2)

consiste en la donnée d’une famille de 2-morphismes m 4 :  4=y4, telle que pour
tout 1-morphisme f: A—B de A: ~p.(mpH(f)) = (K(f)ma).0;.

3.5. Un homomorphisme H : A— B est une biéquivalence si H est biessentiellement
surjectif c’est-a-dire si pour tout objet B de B, il existe un objet A de A et une
équivalence entre B et H(A) et si H est localement une équivalence, c’est-a-dire
si le foncteur Ha g : A(A, B)—B(H(A), H(B)) est une équivalence de catégories
pour tout couple (A, B) d’objets de A. Lorsque A et B sont des bigroupoides, un
homomorphisme H : A—B est une biéquivalence si et seulement si H induit une
bijection sur les composantes connexes mo(.A) et mo(B) et si pour tout objet A de
A, H induit une gr-équivalence sur les gr-catégories A(A) et B(H(A)) ([31] dans
le cas 2-groupoide).

Notation 3.6. Soit A une bicatégorie, on note par Bieq(A) le bigroupoide, sous-
bicatégorie de Bicat(A, A), dont les objets, les 1-morphismes et les 2-morphismes
sont respectivement les biéquivalences, les pseudo-équivalences et les modifications
inversibles.

3.7. Soient A, B, C et D des bicatégories. Un homomorphisme H : B—C détermine
des homomorphismes, strict pour le second, [18, p. 88], qui sont des biéquivalences
si H lest :

Ho : Bicat(A, B)—Bicat(A,C) et o H : Bicat(C,D)—Bicat(B,D).

Enfin, rappelons que 'on a des isomorphismes canoniques [37, p. 122]:

Bicat(A, Bicat(5,(C)) ~ Bicat(B, Bicat(A,C)), (3.7.1)
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Bicat(A, B) ~ Bicat (A, B°P)°F. (3.7.2)

3.8. Cas des catégories monoidales. Comme on ’a déja dit, une catégorie
monoidale [C peut étre assimilée & une bicatégorie ayant un seul objet, point de vue
que ’on signifira en cas d’ambiguité avec la notation K[1]. Un homomorphisme de
catégories monoidales est un homomorphisme de bicatégories. Pour deux catégories
monoidales K et G, on peut considérer les bicatégories Bicat(KC, G) et Bieq(G).

Une pseudo-transformation § : H— H' entre une paire d’homomorphismes de
Bicat(K, G) correspond & la donnée, pour son unique composante d’un objet 6 de
G et, pour ses isomorphismes structuraux d’une famille d’isomorphismes de G,

04:0 H(A)—H'(A) o0, (3.8.1)

naturels en A et cohérente a la structure avec la commutativité des deux diagrammes
suivants :

0H(AB) Oaz H'(AB)#
ao(@@H)l T@H,Qoa
(OH(A))H(B) 25 (H'(A)0)H(B) —> H'(A)(0H(B)) ~22 H'(A)(H'(B)f)
0 H(I) or H'(I)® 6
0®<I>fi - . l@f ®0
oI 0 I®0.

Lorsque G est une gr-catégorie ol des choix d’objets quasi-inverses sont faits,
une telle pseudo-transformation doit étre comprise comme une transformation
monoidale iy o H—H' ol iy est ’homomorphisme de conjugaison intérieur défini

par 'objet 6 de § composante de cette pseudo-transformation.

Enfin, un 2-morphisme m : =60’ : H—H’ correspond & la donnée d’un mor-
phisme de IC, m : 6—#’, tel que pour tout objet A de H, on ait la commutativité
du carré :

0 H(A) — 4 H'(A) 20

m®1l J{l@m

0" © H(A) —2> H'(A) 2 6.

4. La bicatégorie monoidale Bieq(G) des biéquivalences d’une
gr-catégories

On se réfere & [17] pour la structure de bicatégorie monoidale c’est-a-dire de
tricatégorie ayant un seul objet. Une structure monoidale sur une bicatégorie B
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consiste en les données suivantes :

B1 un homomorphisme de bicatégories ® : B x B—B;

B2 un homomorphisme unité I : 1—B de Bicat(l; B) ou 1 est la bicatégorie
ayant un objet, un 1-morphisme et un 2-morphisme;

B3 une pseudo-équivalence a de Bicat(B x B x B; B) appelée la contrainte
d’associativité

BxBxB—2 ~BxB
o] e

B x B B

B4 des pseudo-équivalences [ et r de Bicat(B; B) appelées les contraintes d’ unité

BxB<=t g pgyB
1
B

B5 une modification 7 de Bicat(BxBxBxB; B) donnant la pseudo-commutativité
des pentagones de Mac Lane

B6 une modification p de Bicat(B x B; B) donnant la pseudo-commutativité des
diagrammes de compatiblité des contraintes d’associativité et d’unité,

BQ—1>BQ
N |
\1><I><1 XN
N @x1 |f
1 33———|——>32
|Xll
|
1><®|1 v
B2~ 1@g -~ =B o, |®
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Les données B5 et B6 sont elles mémes cohérentes, c’est-a-dire que la modification
7 vérifie la condition du 4-cocycle non abélien ([17], TA1) condition qui correspond
a une commutativité du type polyedre K5 de Stasheff [36], la modification p vérifie
les conditions de normalisation & gauche et a droite (loc. cit., TA2-TA3) pour les
modifications A et p induites (loc. cit., rem. 2.3.).

Pour T = (7,®,a,1,g,d,m, 1) une bicatégorie monoidale, on omettra sou-
vent de signifier dans les diagrammes les contraintes dues a la bicatégorie 7 ou a
I’homomorphisme ® comme cela est possible avec les théoréemes de cohérence, th.
5 et th. 6, de loc. cit.. Par exemple, pour des 2-morphismes u et w de 7 du type

A*f>B D*h>E
oo | | |
A'?‘B/ D'T‘E/
le diagramme
h
AeD 1" BeE (4.0.1)

a®di Ju®w ib@e

A/®DIWB/®E/

aussi signifié quelquefois par la notation w X w, correspondra a la composition

boe)(foh) ~ (b.f)® (e.h) S (a.f )@ (W.d) ~ (f @h).(a®d).

De méme, pour un 1-morphisme f et un objet X de 7, on notera par f ® X le
l-morphisme f ® Iy (avec Ix I'unité en X). Pour un 2-morphisme u et un objet
X de 7, on notera par u ® X ou encore par v ® 1 le produit v ® 17,. Enfin,
pour 6 : X—Y un l-morphisme de 7, on notera aussi par Iy : Iy.0=—0.Ix, (ou
Iy = dpge) Vexpression en 6 de la pseudo-équivalence unité de 'homomorphisme
17 : T—T de Bicat(7,7) . Avec ces conventions, le produit u X Iy correspond
donc au diagramme

0
Aex By
a®X\L Jukl lb@Y
AX—>B QY
f'®8
4.1. La bicatégorie monoidale Bieq(G)

Soit G une gr-catégorie, on précise ici la structure monoidale sur Bieq(G) que
nous allons utiliser par la suite.




Homology, Homotopy and Applications, vol. 5(1), 2003 451

B1 L’homomorphisme de composition est défini sur la cellule de Bieq(G) x Bieq(G),

(#,0)
(K, H) H/(n,m) (K’,H/) (4.1.1)
(¢',6")
par les égalités :
KH=KH, ¢®0=¢H KO, n@m=nH Km.

La pseudo-transformation produit ¢ ® 6 correspond & la composition dans Bieq(G)

RN

g KH' g (4.1.2)

\W

K'H'

Cette pseudo-transformation est définie pour sa composante par 'objet ¢ ® K (0) de
G et pour ses isomorphismes structuraux par la famille d’isomorphismes (¢ ® 6)x,
X objet de G, donnés par la composition suivante (les contraintes d’associativité
sont omises, ce qui sera souvent le cas pour la suite) :

(KO)KH(X) -~ - - 2" - K'H'(X)(6K (0)) (1.1.3)

1(<I>K)71\L T‘bH/(x)l
S (OH (X)) X sk (1(X)0) 1% (6K H'(X))K (9)

La modification produit n ® m, est définie par le morphisme n ® K(m) de G. La
contrainte de comparaison de cet homomorphisme de composition est définie au
1-morphisme de Bieq(G) x Bieq(g) :

(. 1) 0 (1) S (K
par la modification de Bieq(G),
C% 1 (¢.9) © (0/.0)=(¢/ @ 0').(6 2 0), (4.1.4)
définie par le collage dans Bieq(G) :
K

K(0.0) " (¢".0)H"
¢/H/l

KH&KH/ Uqﬁel K/Hl/ HK”H” .

"N {/
SH' KO K'H' JH".K'9



Homology, Homotopy and Applications, vol. 5(1), 2003 452

Enfin, la contrainte d’unité est définie & 'unité (Ix,Iy) : (K, H)— (K, H) par la
modification Ix ® Igy==Ix g correspondant au morphisme de G :

® 1ok g
Cy IK(I) — Il — 1.
B2 L’'unité est donnée par I’ identité 1g et la pseudo-transformation I;,,.

B3 La contrainte d’associativité est la pseudo-équivalence de composantes des unités
ayant pour expression au 1-morphisme (w, ¢,0) : (L, K, H)— (L', K', H') 1la modi-
fication de Bieq(G) :

(we)o
—_—

(LK)H (L'K'"YH' (4.1.5)

QXw,p,0
\7//-
LK H) — =1/ (K'H')

ot le morphisme ay, 4,9 est défini par la composition dans G :

I(WL(Q)LK(0)) - = = = = == = = = = = (wL(¢K(9)))]

l T y
a L
(WL($)) LK (0) —“— w(L(¢) LK (0)) ——= wL($K(6)).
B4 Les contraintes d’unité sont les pseudo-équivalences de composantes des unités

et ol pour un 1-morphisme 6 : H—H’, les modifications ly et ry de Bieq(G) sont
définies par les morphismes de G :

lo: 1(16) 2~ 160 01 et ry:10 2% 01 2= 9H(I) —% (OH(I)I .

B5 La modification 7 est définie en utilisant les modifications de Bieq(G) induites
par les contraintes d’unité de style ¢, : M (I)—1I des homomorphismes considérés.
Sa composante en (M, L, K, H) correspond au morphisme de G :

(IM(I)[I(IMLK(I))] — IIIIT = 1II.
B6 La modification p admet pour composante en (K, H) le morphisme de G :
(IH(I)[I(ITH(I))] = IIIIT = 1T.

Enfin, en supposant G stricte on vérifie in extenso la condition du 4-cocycle non
abélien et les conditions de normalisation a gauche et a droite. Si 'on souhaite
encore alléger les diagrammes a considérer, on peut aussi supposer que les homo-
morphismes sont stricts, les contraintes d’associativité et d’unité sont alors strictes.
On note Bieq(G) la bicatégorie monoidale ainsi définie.

4.2. Exemples. Soit G[0] la gr-catégorie discrete dont les objets sont les éléments
d’un groupe G. La bicatégorie monoidale Bieq(G[0]) est la gr-catégorie stricte as-
sociée au module croisé i : G— Aut(G) ol i est 'homomorphisme de conjugaison.
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En effet, la bicatégorie Bieq(G|0]) est la 2-catégorie localement discrete dont les
objets sont les éléments du groupe Aut(G) des automorphismes de G et dont un
morphisme 6 : H— H' correspond & la donnée d’un objet 6 de G tel que iyo H = H'
ol ip est 'automorphisme de conjugaison défini par 6. Si l'on note (6, H) un tel
morphisme, I'égalité (63,i9, o H)(61,H) = (0261, H) définit la composition dans
Bieq(G[0]). Le produit est défini par I'égalité (¢, K) ® (0, H) = (¢K(0), KH) et
correspond au produit du groupe G x Aut(G), produit semi-direct pour I’action &
gauche de Aut(G) sur G.

Cet exemple se généralise au cas ou § est une gr-catégorie pour laquelle
des choix d’objet quasi-inverse sont effectués. Au “module croisé ~ défini par
I’homomorphisme de conjugaison (voir [3]),

(i,9%) : G—¢€q(9) ,

peut étre associée une bicatégorie monoidale, qui doit étre considérée comme étant
Bieq(G). En effet, 'homomorphisme de conjugaison détermine une action & gauche
sur le £¢(G)-torseur trivial (8.1.2). L’image de cette action par le foncteur défini en
(7.2.1) détermine une bicatégorie FG. On a un isomorphisme strict,

F : EG—Bieq(g) (4.2.1)

se réduisant a I'identité sur les objets et les 2-morphismes. Au 1-morphisme (), 6) :
H—H' de EG, le 1-morphisme F((,))) est la pseudo-transformation définie pour
sa composante par I'objet 6 de G et pour ses isomorphismes structuraux u_ : 6 ®
H(—)—H'(—) ® 0 par la famille d’isomorphismes de composante en A :
1@n," Aa®1
ua:OH(A) ~ (0H(A))I —= (0H(A))(0*0) ~ ((0H(A))0*)0 —— H'(A)0 .

L’isomorphisme F' permet alors de définir par transport une structure monoidale
sur la bicatégorie EG. Cela dit, comme pour l’exemple précédent, c’est bien la
bicatégorie monoidale Bieq(G) qu’il faut & présent associer & ’lhomomorphisme de
congugaison (i, ®) : G—Eq(G).

5. Morphismes de bicatégories monoidales

Un homomorphisme H : 7—S8 de catégories monoidales peut étre vu soit
comme un objet de la catégorie Mon(7, S) soit, lorsque 7 et S sont assimilées & des
bicatégories ayant un seul objet, & un objet de la bicatégorie Bicat(7Z,S). Pour T
et § des bicatégories monoidales, le deuxieme point de vue trouve sa généralisation
avec la tricatégorie Tricat(7Z,S) des trihomomorphismes de 7 vers S définie dans
[17]. On se propose ici d’étendre au cas des bicatégories monoidales le premier point
de vue, ce que 'on obtient avec la bicatégorie Bimon(Z, S). En fait, comme dans
[12] pour le cas des Gray-monoides, on développe dans la suite un cas “lache” .

Un morphisme ou homomorphisme lache H : 7—S§ de bicatégories monoidales
est avec la terminologie de [17], un foncteur lache ol la donnée (HTD2) de loc.
cit. est un homomorphisme, les données (HTD3) et (HTD4) sont des pseudo-
transformations et les données (HTD5) et (HTD6) sont des modifications in-
versibles, soit :
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Définition 5.1. Soient T et S deux bicatégories monoidales, un morphisme ou
homomorphisme lache H = (H, x, ¢, w, 7, 0) : T—S8 consiste en la donnée

HBM1 d’un homomorphisme H : T—S8 de Bicat(T; S),

HBM2 d’une pseudo-transformation naturelle x de Bicat(T xT; S) :

TxT —2  _sys
Y
T — S

HBM3 d’une pseudo-transformation naturelle 1" de Bicat(1; S) :

N
LH/

H

T S

HBM4 d’une modification inversible wf : Ha.(x.(x ® 1))=(x.(1® x)).a de
Bicat(7 x7T xT; S) (ot 1xx est sur la face arriére) :

3

73 S3
\ @x1 : ®x1
\A 2 Iﬁxl
IX® T2— = —+ - —>4g2
| ”=:1X®
A W
72——71+——>32 o a ®
= \\\7*‘
&d K
T = S

HBMS5 de modifications inversibles vy et 6 de Bicat(7; S) :
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T T T————"——- -T
< Ix1 ! 1 IxI l\\l
N Iy ld N
N ® If ® 2R
H T2 — ——+4+ — —>T H T2 —+——> T
| 5 lH I s lH
Hz' I Hz‘ I
I y [ '
———=l-==-=8 H S———+——S§ H
N
Ix1 v g((”\§ IxI Y dr
°o_____ o< o2 _ ____
S - s s >8

Ces données respectent les conditions de cohérence, [17], HTA1 et HTA2 que nous
n’expliciterons pas ici.

Les morphismes de bicatégories monoidales sont les objets d’une bicatégorie
Bimon;(7, S) (I en indice pour ldche) dont les 1 et 2-morphismes sont respec-
tivement les transformations monoidales et les modifications. Une transformation
monoidale s’identifie & une tri-transformation, définie dans [17], ayant pour com-
posantes des unités, ce qui est consistant avec le cas des catégories monoidales
ol une transformation monoidale s’identifie de la méme maniére a une pseudo-
transformation.

Définition 5.2. Un I-morphisme § = (6, I°, M?): H— K, appelé une transfor-
mation monoidale, consiste en la donnée d’une pseudo-transformation naturelle de
Bicat(7,S) : 0 : H= K :T—S et la donnée de modifications inversibles :

HxH HxH
/__“\ /—’\\
TxT 0x6|) _SxS TxT SxS8

N
HB
® ® = ©® X ®
X H /;
T /5 T 0] P
K K
1 , 1
I . I ME 1 I
v Y
T o S T\_”YJS
K K

sastisfaisant aux conditions de cohérence :
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(AB)C ABC . (AB)C
(6465)0 OaByc
LEY, ﬁsec LN /
— L ®€ . —
(AB)C —— ABC . (AB)C H(a)
@ WX,B,C
ve K@
S A®x [ X v
a ABC) ABC . ABC)
e Wﬁx{ B,C £§
94(0560c) = ba05c = \// Oacse)
A(BC) P ABC X A(BC)

(5.2.1)

(5.2.2)

pour tous objets A, B, et C de T et ot l’on a noté X et X pour H(X) et K(X).

Définition 5.3. Un 2-morphisme m : 8 = ¢, appelé une modification, consiste en

la donnée d’une modification m : 6 = ¢ de Bicat(7,S) sastisfaisant auz conditions
de cohérence :
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0AR0p
M
H(A)® H(B) 77lA®77lB\U, K(A)® K(B)
—
PARPB
XA,B XA,B
e
9A®B L/‘\
- = = - hugd
H(A® B) mags|, H(A® B)
bAgB

pour tout objet (A, B) de T x T.

5.4. La bicatégorie des (co)-homomorphismes Bimon(7Z,S) Un homomor-
phisme H : 7—S8 sera un morphisme de bicatégories monoidales pour lequel les
pseudo-transformations y et ¢ sont des pseudo-équivalences, ce qui avec la termi-
nologie de [17] est un trihomomorphisme de 7 dans S. En outre, lorsque les pseudo-
transformations x et ¢ sont prises dans 'autre sens, soit x : H o ® = ® o(H x H)
et +: H® I=1, et modulo les adaptations que cela implique, on parlera alors de
co-morphisme et de co-homomorphisme. En particulier, on notera Bimon (7, S) la
bicatégorie des co-homomorphismes de 7 dans S.

5.5. Compositions verticales et horizontales dans Bimon,(7, §). La com-
position verticale des 2-morphismes est définie par la composition verticale des
modifications de Bicat(7,S) sous-jacentes, la cohérente (5.3) est immédiate. cette
composition est stricte. Pour trois morphismes H, K et L de Bimon;(7,S), le
foncteur de composition horizontal,

-+ Bimony(Z, S)(K, L) x Bimon(Z, S)(H, K)—Bimon(Z, S)(H, L),
est défini sur les transformations monoidales par 1’égalité :

(o, M?, M?)- (0, I, M?):= (4.0, I*.11%, M?.M?) (5.5.1)

ou ¢.0 est la composition des pseudo-transformations naturelles dans
Bicat(7,S). La modification inversible M?.M? correspond & la composition
dans Bicat(1,S)(I,LI)

[

(6.0) 0 D) 25 (b T).((00 I)H) M (g0 1)K M52,

La modification T1?.11? est définie par le collage dans Bicat(7x7,S) en un cylindre
des modifications I1¢ et I1%, soit :
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HxH
/W\
KxK
TXT@::;SXS TXT————K;K———>SXS
LXL
® =I1? ® ® =11’ ®

La composante & 1'objet (A, B) de T2 de I1?.11° correspond ainsi au collage dans S

(¢.0)a®(¢.0)B

e

H(A)® HB) ——— > K(A) ® K(B) —— > L(A)® L(B)  (5.5.2)

0AR0p PARPB
XIZ,B y 1l Xf,B ym® Xﬁ,B
0
HA®B) — %" K(A@B)— " . [(A®B)
W
(¢.0) a0 B

Ces modifications I1?.11% et M?¢.M? sont cohérentes au sens de (5.2.1) et (5.2.2).
Par exemple pour IT1?.11%, il suffit de coller les “cubes” de (5.2.1) pour II? et I1?
suivant les faces ol interviennnent le 2-isomorphisme w’€. Le résultat s’obtient en
utilisant les théoremes de cohérence pour les bicatégories ([17], Théoremes 1.5 et

1.6).

La composition horizontale des 2-morphismes est définie via la composition
horizontale des modifications de Bicat(7,S) sous-jacentes. Précisément, pour des
2-morphismes composables, m : 80— ¢ et m’ : 8/—¢’, la modification m’.m est
cohérente aux structures monoidales. Par exemple, on obtient la premiére condition
de cohérence avec le collage :

04®05 0,007
T N
H(A)® H(B) mA@mB\U/ K(A)® K(B) mQ@m};U L(A)® L(B)
— T —
bAQPB LR
Xﬁ\I,B XIAiB , XIZ\,B
m? 1’
//’—EA_@B_-‘% /”’_QA_@)B_“~A'
H(A® B) mags), K(A® B) mhesl) L(A® B)
W w

bA®B Yron
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on applique aux arrétes supérieures la contrainte de comparaison de
I’homomorphisme ® : SxS—8, ce qui donne avec (5.5.2) la condition de cohérence
cherchée :

(07.0)A®(0".0)B
/’ﬂ\
H(A) ® H(B) m’.mA®m’.mBﬂ

(¢".9)a®(¢".9)B

XA,B (9/40114@ He/,He Xﬁ,B
- -7 o I
H(A@B) m'.mA®BH/ L(A@B)
\—///
(¢"-9)acn

Enfin, la compatibilité des compositions horizontales et verticales est immédiate.
Ce qui clot la définition des foncteurs de composition.

5.6. Contraintes d’unité et d’associativité de la bicatégorie Bimon,(7,S).
Ces contraintes sont induites par celles de Bicat (7, S) et celles de 'homomorphisme
® : SxS—S. En particulier pour 7 une bicatégorie monoidale et S une 2-catégorie
2-monoidale [17], Bimon, (7, S) est une 2-catégorie.

Plus précisément, pour un morphisme H = (H, x, ¢, w, 7, 0), unité
en H est donnée par I = (Ig,II!, M') on Iy est la pseudo-transformation
unité en H. La modification II! s’obtient avec la composition : (I71)(1.i®) :
X-(Ir ®IH)—>X-(IH(—)®H(7))—’(IH(7®7))~XH oui®: Iy QIg— I yom-) est
la modification de Bicat(7 x7,S) induite par la contrainte d’unité du morphisme
®o : Bicat(7 xT,S8 xS)—Bicat(7 x7,S). La modification M! est donnée par
Iisomorphisme d; * : ¢;.1pr(;y—ts. Les conditions de cohérences (5.2.1) et (5.2.2)
des modifications II? et M’ se vérifient en utilisant la cohérence aux unités de la
pseudo transformation x. La condition (5.2.1) est essentiellement due & ’expression
aux unités de la modification w : Ha.(x.(x®1))=(x.(1®x)).a. La condition (5.2.2)
s’obtient en utilisant les modifications v et § de HBMJ5. Pour Terminer avec les
unités, on vérifie que les contraintes d’unité en H de Bicat(7,S), définissent des
contraintes d’unité sur Bimon;(Z,S) : go : Iy.0—0 et dp : 0—0.1.

Enfin, pour trois morphismes composables 0, ¢ et w de Bimon; (7, S), la contrainte
d’associativité a : (w.¢).0—sw.(¢.0) de Bicat(7,S) détermine une modification de
Bimon;(7,S), naturelle en chaque terme. On montre alors (avec d’important
diagrammes) que ces modifications définissent des contraintes d’associativité,

cohérentes aux contraintes d’unité.

On vient de voir que les compositions et contraintes précédentes sont pour une
part induites par celles de la bicatégorie Bicat(7,S). Plus précisément, on a un
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homomorphisme “oubli” de la structure monoidale :
O : Bimon;(7,S8)—Bicat(7,S).

Proposition 5.7. Soient K : T—S un objet de Bimon,(Z, S) et § : H—K
une équivalence dans Bicat(7T, S) alors H et 0 peuvent étre structurés en un objet
H et un 1-morphisme 0 : H— K de Bimon, (7, S).

Démonstration succinte : Puisque 0 est une équivalence, on dispose d’une pseudo-
transformation 0* et de modifications inversibles 1x—06* et 8*0——1p telles que
I’'on obtienne une adjonction 6 4 *. Les pseudo-transformations x¥ et 7 sont
alors définies par les compositions 7 = (0" 0 ®@)(x®)(®@0 (8 x 0)) et T = (o 1) K.
En utilisant la modification inversible 1x——06*, on dispose alors d’une modifica-
ton inversible I1? : x®(® o (6 x 0))==0x", qui permet de définir en utilisant les
conditions de cohérence (5.2.1) et (5.2.2) les modifications w’ | v et 6. 0

6. Application aux (co)fibrations monoidales

Soit I une petite catégorie. On note Cofibx la 2-catégorie des cofibrations
sur IC, [19], dont les 1-morphismes et les 2-morphismes sont respectivement les
K-morphismes cocartésiens et les KC-transformations naturelles. Pour fixer les no-
tations, rappelons que pour une cofibration p : F—K, un coclivage R [19, p. 181]
correspond & la donnée, pour tout couple (X, f) olt X est un objet de F et f un
morphisme de K de source p(X), d’un f-morphisme cocartésien de F de source X :

Ry(X): X—bs(X). (6.0.1)

On sait depuis [19] et [18, p. 50] que 'on a une 2-équivalence définie sur les
objets par la construction de Grothendieck (voir aussi [37, 1.10]),

E : Bicat(K, Cat)—Cofibg. (6.0.2)

L’image d’un homomorphisme F : K—Cat est une cofibration pr : Ep— /K. Un
objet de EF est un objet (X, A) de F4 x K (on note F4 pour F(A)). Un morphisme
de Er est un couple (g, f) : (X, A)—(Y, B) ou f: A— B est un morphisme de K
et g : Fy(X)—Y est un morphisme de Fg (on note Fy pour F'(f)), en particulier
Lix,4) = (14(X),14) olt ia(X) est la composante en X de I"isomorphisme naturel
i4 + F1,=1p, fourni par la contrainte aux unités de I'homomorphisme F. La
composition des morphismes est définie par

(9" f)o(g,f):=(g" o Fp(g) o Cp y(X), f o f)

ou Cys ¢(X) est la composante en X de Iisomorphisme naturel Cys ¢ : Fprop==Fp0
F¢ fourni par la contrainte de comparaison de F'. La cofibration pr est la projection
canonique sur K. L’image par E d’une pseudo-transformation 0 : F—F" est le K-
foncteur cocartésien © : Ep— Eps, défini au morphisme (g, f) : (X, A)— (Y, B)
de Ep par O(g,f) = (08(g) o 0,'(X),f) : (6a(X),A)—(05(Y),B). Enfin,
L’image d’une modification m : =0 est la K-transformation M : ©=—0’
dont la composante en un objet (X, A) de Er est donnée par le morphisme :
(ma(X) 0ia(B.4(X)), La) : (94(X), A)—(64(X), A).
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Une cofibration monoidale [7, def. 1.4] est un homomorphisme p : H—C de
catégories monoidales tel que le foncteur sous-jacent soit une cofibration sur K
et pour laquelle le produit de deux morphismes cocartésiens est un morphisme
cocartésien. Pour 1’étude de tels objets, P. Carrasco et A. M. Cegarra ont défini
dans loc. cit la notion de pseudo-foncteur monoidal sur IC (def. 1.6) :

Définition 6.1. Soit K = (K,®,a,I,g,d) une catégorie monoidale. Un pseudo-
foncteur monoidal défini sur KC, consiste a se donner :
1. Un pseudo-foncteur (F,i,C) : K—Cat c’est-a-dire un objet de Bicat (K, Cat).
2. Pour tous objets (A, B) de K x K, un foncteur (noté ® dans [7]) :
Tap:Fax Fp—Fagp,
pour tous morphismes (f,q) : (A, B)—(A’,B’) de K x K, un isomorphisme
naturel
trg: Freg o Tap==Ta p o (Ff X Fy),

tels que les 2-diagrammes suivants commutent :
(a) pour tous morphismes (f'of,g’ og) : (A, B)—(A’, B')—(A4",B”) de Cx K,

Ta,B
FixFg Fagn
\ . /
FA X FB _— FA®B
FfXF.ql ti’/-j: iFf@)g
CpryxCyl g Cyrgl g

Ff/fXFg/g :FA,XFB/HFA/(gB/(: Ff/f®g’g

A’,B’
Ff/XF'g/l tf/%_ iFf/(@g/

V
FA77 X FB”TH FA”®B”

/ B tf’f 9’9
~ L

FA” % FB” FA”(X)B”

Ta» p»

(b) pour tous objets (A, B) de K x K,

FAXFB Tar FA®B

1FA><FB( /FIAXFlB Pags | == |Frass
tia =

FAXFB FA®B

3. Un objet I de Fy.
4. Pour tous objets (A, B,C) de K x K x K, un isomorphisme naturel :

aaB,C: FarpeooTapco(Tas *x1p.)=Tapco (lr, X Tpc),
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tel que pour tous morphismes (f,g,h) : (A, B,C)— (A", B',C") de K x K x K,

le diagramme suivant commute :

Tx1 T
FAI XFB/XFC/ FA’B’ XFC’ F(A’B’)C’

N
FfXFgXFh 4 X\\& Frgqx Fr tf®g,h/\\
7 ' Firogon

FaxFpxFe—FapxFc —= F(AB)C’

FAXFBXFC?FAXFBC%FA BC)
F
1xtg n FsxF F®(9®
/@Fh / \L Frewn tfg®h
Fyr x Fpr x For XT Fpo xFgior —> A’ B'C’)
Qpt ,B',c’

5. Pour tout objet A de K, des isomorphismes naturels (compte tenu de da :
A—A® I)

Ga: gAOT]A(I ):>1FA et DA5TA,I(-,I~):>F,1A

tel que pour tout morphisme f: A— A’ de K le diagramme suivant commute :

Fa

Fra—% Fra #Da Fap —=> Farp

A;v) T(FII(I)Q T(..I) T(.,FII(IQ
F

Far Fa Al

Fy

Fy Fy

Ces données devant étre cohérentes c’est-a-dire que les deux diagrammes suivants
commutent, le premier diagramme correspondant au polyédre Ky de Stasheff [36]
(dégénéré au sommet FaFpFcoFp puisque Cat est stricte) : pour tous objets
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(A,B,C,D) de KxKxKxK,

Tx1 / F N\ 1xT
Y (AB)(CD) N
/ o AN
7/ AN
/ TT AN
» N
1xT Tx1
FypFcFp Fyplcp <=—— FaAFBFep

pour tous objets (A, B) de IC x I (compte tenu que dg : A—ARI),

(o3

Fans e %\

Flaggya=1 Fiyep Y
Fa,@1 T

ty

TAYI(A,I_)XI IXTIYB(I:A)

Fq

DAxlﬁ UIXGB
FyFp FpFp FyFp

On désigne par Cat la 2-catégorie monoidale des petites catégories munies du
produit cartésien.

Lemme 6.2. Un pseudo-foncteur monoidal sur IC est un objet de la bicatégorie
Bimon, (K, Cat).
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Démonstration. Les points 2) et 3) de la définition précédente correspondent aux
pseudo-transformations x = (T,t71) et « de HBM2 et HBM3, 5.1. Les points 4)
et 5) correspondent aux modifications inversibles w = a, v = G et § = D! de
HBM4 et HBMS5, tandis que le point 6) correspond aux conditions de cohérence
de [17], HTA1 et HTA2. 0O

On étend de maniere évidente au cas monoidal les notions de C-morphismes co-
cartésiens et de [C-transformations naturelles, les objets sous-jacents étant des objets
monoidaux. On désigne par Cofmony la 2-catégorie des cofibrations monoidales
sur K. La variante pour le cas moinoidal de la 2-équivalence (6.0.2) est la suivante

Théoréme 1. On a une biéquivalence E : Bimon, (I, Cat)— Cofmony qui est
localement un isomorphisme, d’homomorphisme sous-jacent aprés oubli des struc-
tures monoidales celui de la 2-équivalence (6.0.2).

Démonstration. L’homomorphisme E est donc tel que le diagramme suivant com-
mute, les fleches verticales étant celles d’oublies des structures monoidales,

Bimon, (K, Cat) £ Cofmong
Bicat (K, Cat) —o5; = Cofibk.

Soit F = (F, x, t, a, v, 0) un objet de Bimon; (K, Cat). Soit pr : Ep—K
la cofibration image par E, (6.0.2) du pseudo-foncteur F. Avec loc. cit. prop.
1.7, cette cofibration est sous-jacente & une cofibration monoidale pr : Ep—K,
ce qui définit homomorphisme E sur les objets. Pour mémoire, en reprenant les
notations de 6.1, rappelons que le foncteur ® : Ep X Ep—FEp est défini sur
les objets par (X,A4) ® (Y,B) = (T4,5(X,Y),A® B) et sur les morphismes par
(@, f) ® (y,9) = (Tar,p (x,y) oty qg(x,y), f ® g). La contrainte d’associativité de
(Er,®) est définie en utilisant la modification « : Fa.(x.(x®1))=(x.(1®X)), son
expression aux objets (X, A), (Y, B) et (Z,C) de EF est donnée par I'isomorphisme

(QA‘B‘ (X,Y,Z), a)
(X, A)(Y, B))(Z,C) <

(X, A)((Y,B)(2,0)) .

Enfin, Pobjet I de F; et les modifications ~ et § permettent de définir la contrainte

d’unité. Son expression en (X, A) est donnée par les isomorphismes

(va(X), ga) : (I, I)(X, A)—(X, A) et (5a(X), da): (X, A)—(X, A)(I,]).

On obtient ainsi une cofibration monoidale pour laquelle pg est la projection sur K,
pr: Ep—K. (6.2.1)

L’image par E d'un 1-morphisme 0 = (,11%, M?) : F—G de Bimon, (K, Cat) est

construite de la fagon suivante. L’image par (6.0.2) de la pseudo-transformation 6 :

F—(@ de Bicat (K, Cat) donne un K-morphisme © : Er— E¢q. Les modifications
1% et M et leurs conditions de cohérence (5.2.1) et (5.2.2) permettent de munir ce



Homology, Homotopy and Applications, vol. 5(1), 2003 465

K-morphisme © de contraintes de comparaison et d’unité cohérentes aux structures
monoidales, ce qui définit I’homomorphisme E sur les morphismes. La contrainte
de comparaison est donnée aux objets (X, A) et (Y, B) par I'isomophisme de Eg :

(M4 5(X,Y)) P oiap, lap) : O((X,A)(Y,B)—O(X,A)O(Y,B)  (6.2.2)
dont la premiere composante est 'isomorphisme de G 2p :

(H?A,B(va))71

GranbanTh 5(X,Y) —22 > 0,4pTE 4(X,Y) TS 5(04(X),08(Y)).

La contrainte d'unité est donnée par (M%ois, 1) = @(i, I)—>(I~, I) dont la premiére
composante est I'isomorphisme M%oij : Gy, (0;(I))—1I. Enfin, I'image par E d'un
2-morphisme m : §—6¢ de Bimon;(/C, Cat) est la K-transformation naturelle
M : ®—0' image de m par la 2-équivalence (6.0.2). La cohérence de m permet
d’établir que 'on est alors en présence d’'une K-transformation monoidale. Pour
deux objets F et G de Bimon,;(K, Cat), on obtient ainsi un foncteur

Bimon, (K, Cat)(F,G)— Cofmong (E, Eg), (6.2.3)

qui définit localement E. Enfin, en considérant les compositions horizontales on
obtient un homomorphisme strict :

E : Bimon; (I, Cat)—Cofmong.

Les résultats de [7] montrent que E est biessentiellement surjectif. En effet, pour
p : F—K une cofibration monoidale, le choix d’un coclivage (6.0.1) détermine un
pseudo-foncteur monoidal F (loc. cit. prop. 1.5 et def. 1.6). L’image par E de ce
pseudo-foncteur fournit alors une cofibration monoidale qui est KC-équivalente a la
cofibration p : F— [, (loc. cit. fin de la section 1).

Pour terminer, montrons que E est localement un isomorphisme c’est-a-dire
que pour tous pseudo-foncteurs monoidaux F et G, (6.2.3) est un isomorphisme.
Ce foncteur est clairement fidele, montrons qu’il est plein. Soit M : 6—©' un
morphisme de Cofmong (Er, E). Par oubli des structures monoidales, M définit
un morphisme M de Cofibx(EF, Eg). Via I'isomorphisme

Bicat(K, Cat)(F,G) ~ Cofibi(Er, Eg) (6.2.4)

donné par la 2-équivalence (6.0.2), ce morphisme M provient d’une modification
m : 0—§¢’ de Bicat(K, Cat), et, la composante de M en un objet (X, A) de Ep
est donnée par I’ A-isomorphisme naturel :

(ma(X)oia(0a(X)),14) : (0a(X), A)—(04(X), A).

En utilisant la cohérence de M aux contraintes de comparaison et d’unité des
morphismes O et ©', on vérifie facilement que m : §—6’ est une modification
de Bimon;(K,Cat). Ainsi, le foncteur (6.2.3) est plein. Montrons & présent
qu’il est bijectif sur les objets. Soit © : Ep—E, un K-homomorphisme c’est-
a-dire un objet de Cofmony (E, E;). Comme précédemment, I’homomorphisme
© : Ep—FEg provient, via Iisomorphisme (6.2.4), d’une pseudo-transformation
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0 : F—G de Bicat(K, Cat). Par ailleurs, puisque O est un K-homomorphisme
soit que pg® = pr et comme les homomorphismes pg et pr sont stricts, la con-
trainte de comparaison de © exprimée en (X, A) et (Y, B) :

®O((X, 4), (Y, B)) : O((X, A)(Y, B))—06((X, A))6((Y, B))

ainsi que la contrainte d’unité de @ , @9 : @((f, I))—>(f, I), sont respectivement
un AB-isomorphisme et un I-isomorphisme et sont donc de la forme

O((X,A),(Y,B)) = (65 5(X,Y), 1ap) et @S = (¢,1)).

En utilisant la naturalité des contraintes de comparaison et d’unité, d’abord ex-
primée pour des A et B morphismes puis pour des morphismes quelconques, on
montre que pour X et Y des A et B-objets, les uniques isomorphismes HZL 5(X,Y)
et M? donnés par :

I p(X,Y) = [63 p(X,Y) 0 inp] ™" : T§ 5(04(X),05(Y)—0a5TH 5(X,Y)

MY = ¢° Oifl : Gf(f)—j
sont d’une part, les composantes d’isomorphismes naturels :

TX 5
FAXFB%-FAQgB F]

0ax05 ni}B 0agB 1 \y:e 0r
GA X GB 4>c GA®B G]
T B
et d’autre part, que ces isomorphismes sont eux-mémes les composantes de modi-

fications inversibles, structurant  en un 1-morphisme de Bimon, (K, Cat). Ainsi,
(6.2.3) est un isomorphisme. 0

6.3. Cas des fibrations monoidales. En passant a la catégorie duale K de I,
on obtient une 2-équivalence (voir aussi [18])

Bicat(K?, Cat)—Fibg, (6.3.1)

ou Fiby est la 2-catégorie des fibrations sur K dont les objets, les 1-morphismes
et les 2-morphismes sont respectivement les [C-catégories fibrées, les JC-morphismes
cartésiens et les KC-transformations naturelles. Pour une catégorie monoidale C, on
note par K la structure monoidale induite sur la catégorie opposée K c’est-a-dire
ol le produit est sur les objets celui de K et sur les fleches celui de I sur les fleches
opposées, (la notation K[1]° est plus standard [24] lorsque K est regardée comme
une bicatégorie & un seul objet). On a alors une biéquivalence qui est localement
un isomorphisme, d’homomorphisme sous-jaccent (6.3.1),

Bimon,; (K, Cat)—Fibmony (6.3.2)
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ot Fibmony est la 2-catégorie dont les objets, les 1-morphismes et les 2-morphismes
sont respectivement les fibrations monoidales sur K, les J-homomorphismes
cartésiens et les KC-transformations naturelles.

7. Torseurs pour ’action d’une gr-catégorie

Une action & gauche (resp. a droite) d’une catégorie monoidale M sur une
catégorie C consiste classiquement a se donner un homomorphisme de catégories
monoidales ([10] par exemple) a : M—End(C) (resp. « : MP—End(C)),
ot End(C) est la catégorie monoidale des endomorphismes de C. Un morphisme
F : C—C' de catégories munies d’'une M-action est un foncteur M-équivariant
c’est-a-dire un foncteur F' tel que pour tout objet X de M, on dispose d’un iso-
morphisme naturel, F' o a(X) ~ o/(X) o F, ces isomorphismes devant satisfaire
certaines conditions de compatibilité avec 'action de M. Cela dit, la 2-catégorie
des (petites) catégories munie d’'une M-action & gauche, dont les morphismes sont
les foncteurs M-équivariants et les 2-morphismes les tranformations naturelles M-
équivariantes, est la 2-catégorie Bicat(M][1], Cat). Cette 2-catégorie est pointée
par 'objet correspondant & l'action de M sur M donnée par les translations a
gauche t; : M—End(M).

7.1. Soit o : M—End(C) une action & gauche sur C et soit A un objet de C. Le
foncteur 04 : M—C, X — XA est M-équivariant pour 'action sur M donnée
par les translations a gauche t,. En d’autres termes, le foncteur O4 : M—C est
la composante d’une pseudo-transformation de Bicat(M]1], Cat),

O :tg=a. (7.1.1)

L’isomorphisme structural en un objet X de M de cette pseudo-transformation,
Ox : Op0ty(X)=a(X) 004, est donné en un objet ¥ de M par la contrainte de
comparaison de a : Ox(Y) := ®(X, V)4 : XV AX (Y A).

7.2. A toute catégorie C munie d’'une M-action est associée fontoriellement une
bicatégories. Plus précisément, notons Bicat!! 1a catégorie des bicatégories [1] et
Bicat(M][1], Cat)!!l la catégorie sous-jacente & la 2-catégorie Bicat(M]1], Cat).
On a un foncteur :

E : Bicat(M[1], Cat)l! —Bicatt!, o+ E, . (7.2.1)

La bicatégorie E,, image de a admet pour objets ceux de C. Un l-morphisme
A—B de E, est un couple (f, X) oit X est un objet de M et f : XA—B est
un morphisme de C. Un 2-morphisme z : (f, X)—(f’,X’) de E, est un mor-
phisme z : X— X’ de M tel que f = f' o®A. L’unité en A est définie par le
morphisme ®,(A4) : T A— A donné par la contrainte & I'unité de I’'homomorphisme
a. La composition sur les 1-morphismes (f,X) : A—B et (g,Y) : B—C, est
donnée par (¢,Y) o (f,X) := (g* f,Y @ X) avec g+ f := go Y fo®(X,Y)a :
YoX) 4V (XA)—YB—C, ot ®(X,Y)s est la contrainte de comparaison
de I’homomorphisme «. Les compositions verticales et horizontales sur les 2-
morphismes sont respectivement données par la composition et la tensorisation dans
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M. Les contraintes de la bicatégorie E,, sont fournies par celles de M.

Dans toute la suite de cette section, G = (G, ®,1I,a,d, g) est une gr-catégorie.
Puisque les objets de G sont inversibles, une action & gauche de G sur une petite
catégorie C revient & la donnée d’un homomorphisme a : G—E&q(C) ou Eq(C) est

la gr-catégorie stricte des équivalences de la catégorie C.

Lemme 7.3. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. I existe un objet A de C tel que le foncteur O4 de (7.1.1) soit une équivalence.
2. Pour tout objet A de C le foncteur O, est une équivalence.
3. C est un groupoide et la bicatégorie E, définie par (7.2.1) est biéquivalente a

la bicatégorie 1 .

Démonstration. 1=—=-2. Pour B un objet de C, il existe un objet Y de G et un
isomorphisme i : ¥ A— B alors, pour tout objet X de G, Iisomorphisme :

D(X,Y)(A)
—_—

)\X:(XY)A X(YA)L)XB

)

constitue la composante en X d’un isomorphisme naturel A : O4 o t4(Y)=0Op, et
Op est une équivalence si O 4 en est une.

2=—3. C est un groupoide puisque G l'est. FE, est alors un bigroupoide et il est
facile de voir que m,(E,) = 1. Il reste donc & montrer que pour tout objet A
de E,, mo(Eq(A)) = 1 et m(Eq(A)) = 1 c'est-a-dire que pour tout objet A, la
gr-catégorie E,(A) a des groupes d’homotopie triviaux. Pour cela, considérons
le noyau homotopique N(1g) (2.3) de l'isomorphisme 1g : G—G. Les groupes
d’homotopie de N(1g) sont triviaux. Par ailleurs, on dispose d’un homomorphisme
strict,

Ay N(lg)—Ea(A),

défini & l'objet (X,v) de N(lg) par I'objet (®,(A) 0 Oa(v), X) de Ey(A, A). Si
O 4 est une équivalence, on montre facilement que A4 est un isomorphisme et les
groupes d’homotopie de F,(A) sont donc triviaux.

3=>1. Soit A un objet de C, alors O 4 est essentiellement surjectif puisque 7,(E,) =
1. De plus, la longue suite exacte d’homotopie (2.5) appliquée & A4 montre que
A4 est une équivalence, ce qui ne peut avoir lieu que si O4 est une équivalence.

On aurait pu mener cette preuve en considérant la catégorie C comme au-
dessus de la catégorie 1 & un objet et utiliser pour une partie, [10] proposition 2.2..
Les trois parties du lemme précédent sont équivalentes a la donnée d’une action
simplement transitive c’est-a-dire que le foncteur induit par 'action G x C—C x C
est une équivalence.

Définition 7.4. On appelle G-torseur a gauche, un groupoide C muni d’une G-
action a gauche vérifiant 'une des propriétés du lemme précédent. On note par
Tors,(G) la sous 2-catégorie pleine de Bicat(G[1],Cat) dont les objets sont les
G-torseurs a gauche.
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Le groupoide G est lui méme un G-torseur pour I'action donnée par les translations
a gauche t, : G—Eq(G), et, la 2-catégorie Tors,(G) doit étre considérée pointée
par ce G-torseur t,. On note par Endg(ty), la catégorie monoidale stricte obtenue
avec la sous 2-catégorie pleine de Torgg (G) ayant pour seul objet le G-torseur tg :
G—Eq(G). Endg(ty) est la catégorie monoidale des endomorphismes de G, G-
équivariants pour les actions de translation. Pour un objet X de G, la translation
a droite par X, t4(X) : G—@G, est un endomorphisme de G, G-équivariant pour
les translations a gauche, les contraintes de compatibilité & I’action étant données
par les contraintes d’associativité et d’unité de G. On est en fait en présence d’'un
homomorphisme (noté Ty pour le différencier de 'homomorphisme t4 : G—E¢q(G)),

Ty : G —€ndg(ty), X — ta(X), (7.4.1)

dont les contraintes de comparaison et d’unité sont définies a partir de celles
d’associativité et d’unité de G.

Lemme 7.5. L’homomorphisme Ty est une équivalence monoidale.

Démonstration. Ty est clairement fidele. On montre la pleinitude et l’essentielle
surjectivité en utilisant la G-équivariance des objets considérés. 0O

Soient C un G-torseur pour l'action o : G—E¢q(C) et A un objet de C. le foncteur
O, étant une équivalence (7.3), la pseudo-transformation O : t;==a de (7.1.1)
est une équivalence de Tors,(G), (1.2.4). Tout G-torseur est ainsi équivalent au
G-torseur ty, et 'inclusion canonique

Endg(ty)[1] — Tors,y(G) (7.5.1)

est une 2-équivalence. Avec le lemme précédent on obtient en conclusion:

Proposition 7.6. [’homomorphisme G[1]°°?—Torsy(G) composé de (7.4.1) et
(7.5.1) est une biéquivalence de bicatégorie.

Corollaire 7.7. La 2-catégorie Torsy(G) est un 2-groupoide.

8. Bitorseurs pour 'action d’une gr-catégorie

Dans toute la suite, G = (G,®,1,a,d,g) et H = (H,®,1,a,d, g) sont des gr-
catégories. Soit C une petite catégorie et a : G?? —E¢(C) une action & droite de G
sur C, on peut alors faire agir H a gauche sur C avec une action compatible avec
celle de G (voir par exemple [3, def. 3.1.8] pour les conditions de compatibilité).
On parle alors de (K, G)-action. Les catégories munies d’une (M, G)-action et les
foncteurs (H, G)-équivariants sont les objets et les 1-morphismes de la 2-catégorie
Bicat(H[1], Bicat(G[1]°?, Cat)). On s’intéresse ici & la 2-catégorie

Bicat(H[1], Torsy(9)), (8.0.1)

des petites catégories C munies d'une (H, G)-action pour lesquelles la G-action donne
un G-torseur a droite.
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Notation 8.1. Soit C un G-torseur a droite pour laction o : GP—Eq(C). On
note par Eqgor(v) la gr-catégorie stricte des auto-équivalences G-équivariantes de

C, obtenue avec la sous 2-catégorie pleine de Torsg(G) dont le seul objet est a.

L’ensemble des résultats obtenus pour les torseurs a gauche se transpose aux torseurs
a droite. En particulier, I'équivalence momoidale T : G—Eqgor (t4) composée avec
I'inclusion canonique 4;,: £qgor (ta)[1] — Torsy(G) donne une biéquivalence:

G[1] — Tors,(G). (8.1.1)

Un objet §[1] de Bicat(H][1], Tors,(G)) correspond & la donnée d’un torseur & droite
a: GP—E&q(C) et d'un homomorphisme 3 : H—Eqgor (o) définissant 'action
a gauche de H sur C compatible avec celle de a. Un exemple important de tel
objet est celui obtenu & partir d’'un homomorphisme, (r,®") : H—¢G. Un tel
homomorphime détermine une action a gauche sur le G-torseur ¢4 obtenue par la
composition Ty o r : H—G—Eqgor(tq). On notera par (r,T,) la (H,G)-action
ainsi définie. Cela dit, la biéquivalence de (8.1.1) donne une biéquivalence (les [1]
seront souvent omis dans la suite)

Bicat(H, G)— Bicat(H, Tors,(G)), (8.1.2)

et toute H-action compatible sur un G-torseur est donc équivalente & une action de
la forme (r,T,). Le résultat suivant est bien connu dans la cadre (faisceautique) des
bitorseurs pour l'action d’un groupe G (par ex. [2, p. 405]).

Lemme 8.2. Soit C un G-torseur & droite pour laction o : GP—Eq(C) et 3 :
H—Eqgor (), une H-action sur C compatible avec celle de G c’est-a-dire soit 3[1]
un objet de Bicat(H, Tors,(G)). Les assertions suivantes sont équivalentes:

1. C est un H-torseur a gauche pour l’action induite par (3.

2. B:H—Eqger () est une équivalence.

Démonstration. Soit A un objet de C. Pour l'action a droite, le foncteur O4 :
G—C, X — AX est une équivalence G-équivariante, en d’autres termes, la pseudo-
transformation O : tg==« simimlaire & celle de (7.1.1) pour les actions a gauche
est une équivalence de Tors;(G). On suppose choisi une équivalence quasi-inverse
0% : C—G de Oy4 tel que l'on ait une adjonction O% 4 O4. Ce choix détermine
par accouplement (voir 1.2.4) des données de G-équivariance pour 'équivalence O%,
définissant une équivalence O* : a==t4 de Torsy(G) quasi-inverse de O. Les choix
précédents permettent de construire un homomorphisme de gr-catégories:

da : Eqgor(a)—G. (8.2.1)

Pour un objet F' et un morphisme m : FF—F" de £qgor (), soit pour un foncteur
G-équivariant F' : a—« et une G-transformation m : F=F’, 'objet d4(F) et le
morphisme d4(m) de G sont respectivement définis par les égalités

da(F) = O4(F(A)) et da(m)= O4(ma),
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o my : F(A)—F’'(A) est la composante en A de la transformation naturelle m.
La contrainte de comparaison de d est obtenue en utilisant la G-transformation
n @ le=0407% intervenant dans l’adjonction dont l'expression en F(A) est
lisomorphisme fonctoriel en F' (on note a présent d pour da) :

F(A) ™) 49F) (8.2.2)

Cet homomorphisme d est une équivalence de gr-catégories et peut étre vu comme
la localisation en « d’une biéquivalence quasi-inverse de (8.1.1). L’homomorphisme
composé

d[1] 8.1.1

Eqgor(a)[1] — G[1] = Tors,(9) (8.2.3)

est équivalent dans Bicat(£qg.r(v)[1], Torsg(G)) a I’homomorphisme inclusion
cano-nique i, : Eqgor (a)[1] — Torsy(G). Cette équivalence iz, o Ty o d=>i,, ad-
met pour composante le foncteur O4 et son expression en F' est donnée par la
modification

tg(d(F))

G ———5¢ (8.2.4)
OAJ/ I OF kOA
Cc——F—¢C
ou pour tout objet X de G,
Op(X) : AUIX o (AN X VDT (o AN X o pAX), (8.2.5)

Avec ’homomorphisme définissant ’action a gauche de H sur C, §: H—Eqgor (),
on dispose alors d’'un homomorphisme B

r=dof: H—G (8.2.6)

et ainsi d’'une (H,G)-action de la forme (r,T,). Cette action est équivalente a
la (H,G)-action définie par ’homomorphisme (3. Plus précisément, I'image de
la pseudo-équivalence définie en (8.2.4) par 'homomorphisme prés multiplication
par ([1]: Bicat(£qgo»(a)[1], Tors(G))— Bicat(H[1], Torsy(G)), est une pseudo-
équivalence de Bicat(H[1], Torsy(G)) (les inclusions canoniques sont omises)

T, o r—03 (8.2.7)

de composante 1'équivalence O 4 et dont ’expression en un objet H de H est donnée
par la modification Og : Oatyr(H)=[F(H)O4 de Tors,(G) déduite de (8.2.4). En
un objet X de G on a (Paction B(H) est notée par exponentiation & gauche de H),

Op(X) : ArHEDX o (Ar(HNX =, (H )X g H(AXY (8.2.8)
Notons par Oy : H—C, H — A le foncteur H-équivariant pour I'action & gauche

de H sur C induite par . Les composantes en X = I de (8.2.8) déterminent
un isomorphisme naturel n : Ogr==0", : H—C défini en un objet H de H par
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I'isomorphisme :
ng 2 AT o gD OB B (qT) o H (g,

Enfin, on sait que C est un H-torseur a gauche pour l'action induite par 3 si et
seulement si O’ est une équivalence ce qui a lieu, avec lisomorphisme naturel
précédent, si seulement si r est une équivalence puisque O 4 : G—C en est une. Or
r = do [ est une équivalence si et seulement si 8 en est une puisque d en est une.

Définition 8.3. On appelle G-bitorseur, un groupoide C muni d’une (G, G)-action
tel que pour les actions a gauche et a droite, C soit un G-torseur. On note par
Bitors(G) la sous 2-catégorie pleine de Bicat(gG, Torsq(G)) dont les objets sont les
G-bitorseurs.

Comme exemple de G-bitorseur, on a celui du bitorseur trivial G;; = (1g,Ty). Par
(8.1.2), Bitors(G) est donc biéquivalente & une sous 2-catégorie pleine de Biend(G).
Par le lemme (8.2) on a le résultat essentiel suivant.

Proposition 8.4. L’homomorphisme Bieq(G)—Bitors(G), r — (r,T,) est une
biéquivalence.

Ce résultat est a comparer avec ceux de L. Breen obtenus dans un cadre fais-
ceautique, [2, th. 4.5.] pour un groupe G et [3, prop. 3.1.12] pour un gr-
champ G. La biéquivalence précédente devrait étre sous-jacente a une biéquivalence
monoidale utilisant la bicatégorie monoidale des G-bitorseurs Bitors(G). La struc-
ture monoidale pour la bicatégorie des bitorseurs serait obtenue en introduisant un
produit contracté de deux G-bitorseurs.

9. Fibration en torseurs et bitorseurs

Une catégorie cofibrée sur K munie d’une G-action (& gauche) compatible,
un KC-foncteur cocartésien G-équivariant entre de telles catégories, et une K-
transformation G-équivariante entre de tels morphismes sont respectivement un
objet , un l-morphisme et un 2-morphisme de la 2-catégorie Bicat(gG, Cofiby).
Une catégorie cofibrée sur K munie d’une G-action compatible consiste donc en la
donnée d’une cofibration p : E—K et d’une action « : G—Eq(E) telles que, pour
tout objet X de G le foncteur a(X) : E—& est un K-foncteur cocartésien, pour
tout morphisme u : X—Y de G, a(u) : a(X)—a(Y) est une K-transformation
naturelle, et ou les contraintes de comparaison et d’unité de I’lhomomorphisme «
sont des K-isomorphismes naturels. Une telle action induit sur la fibre p~1(A4) d’un
objet A de K, une action as : G—Eq(p~1(A)) et donc détermine pour un objet A
de K un objet oy de Bicat(G, Cat). Plus précisément, la 2-équivalence (6.0.2) et
I’isomorphisme canonique (3.7.1) définissent une biéquivalence:

Bicat (K, Bicat(g, Cat))—Bicat(G, Cofiby).

Définition 9.1. La 2-catégorie des G-torseurs sur K, notée Tors,(K,G), est la
sous 2-catégorie pleine de Bicat(G, Cofibk) dont les objets sont les cofibrations €
sur IC, munies d’une G-action a gauche, pour lesquelles pour tout objet A de IC, la
fibre £4 est un G-torseur (4 gauche) pour laction induite par celle de G sur &.
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Cette définition et la biéquivalence mentionnée plus haut donne une nouvelle
biéquivalence :

Bicat(/C, Tors,(G))—Tors, (K, G). (9.1.1)
Par la proposition (7.6), on obtient :
Proposition 9.2. On a une biéquivalence : Bicat(K,G?)—Tors, (K, G).

La catégorieTors, (K, G)[!) est la catégorie Tors(K,G) des K-torseurs sur G définie
dans [10, def. 2.5]. La proposition précédente affine le résultat de loc. cit. sur
la classification des G-torseurs sur K. On obtient en particulier une bijection sur
les classes d’isomorphismes m,(Bicat(/C, G) ~ m,(Torsy (K, G)), ce qui redonne le
théoréme 3.3 de [10]. Un objet & contrainte d’unité stricte (resp. un l-morphisme
entre de tels objets) de Bicat(/C, G°P) est appelé par ces auteurs un 2-cocycle (resp.
un cobord).

Aux adaptations pres, 'homomorphisme de (9.2) est construit comme celui de
(9.2.1) que nous préférons expliciter pour la suite de ce travail. En considérant les
torseurs a droite, on obtient une biéquivalence entre la bicatégorie Bicat(/C, G) et la
2-catégorie des KC-cofibrations en G-torseurs a droite. Cela dit, par I'isomorphisme
canonique Bicat(K,G) ~ Bicat(K°P,G°?)°P, la bicatégorie Bicat(K,G) est aussi
biéquivalente a la 2-catégorie opposée des K-fibrations en G-torseurs a gauche. Plus
précisement, on a une biéquivalence

E : Bicat(K,G)—Tors (K, G)°", (9.2.1)

ou Tors, (K, G) est la sous 2-catégorie pleine de Bicat(G, Fibg) dont les objets
sont les fibrations sur K, munies d’une G-action a gauche pour laquelle les fibres
sont des G-torseurs pour ’action induite. Détaillons cet homomorphisme.

Image des objets par (9.2.1). Soit ¢ un objet de Bicat(X,G). On note par 0;
l'objet de G image par ¢ d’'un morphisme f : A—B de K, par Cy 4 : 0g¢—040;
la contrainte de comparaison de ¢ exprimée aux morphismes composables f et g
de K, enfin on note par i4 : 61, —1I la contrainte d’unité exprimée a 'objet A de
G. La cohérence de ces contraintes est donnée, pour tous morphismes composables
f:A—B,g: B—C, h: C—D et tout objet A de K, avec la commutativité des
diagrammes de G suivants :

Clihg Cy.nb
H}Lgf T thef Al (Gheg)ef (9.2.2)
c 0,Cy. l
ghgf 2 ‘ghegf il O (9991‘)
c c
01,0 <256, 0; —220.0,, (9.2.3)

g d

]9f4>(9f 9f4>9ff
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L’image par E, (9.2.1), d’un tel objet est la K-fibration en G-torseurs
p: E.—K, (9.2.4)

définie de la maniére suivante. La catégorie E. a pour objets ceux du produit
G x K. Les morphismes de E. au-dessus d’un morphisme f : A— B de K sont ceux
de la forme (u, f) : (X, A)— (Y, B) ot u : X—Y 0, est un morphisme de G. La
composition (v, g)(u, f) = (v.u,gf) dans E. est définie par la composée gf de K et
par la composition dans G :
u vl a 10;;
v X — Y0p — (Z0y)0f — Z(0405) — Z045.

L'unité en un objet (X, A) est 'isomorphisme ((Xi,')dx,14). L’action 4 gauche
By : G—Eq(E,) de G sur E, est donnée en un objet Z de G par la K-équivalence
de E. qui au morphisme (u, f) : (X, A)—(Y, B) associe le morphisme

Z(u, f) = (Pu, f) : (ZX,A)—(ZY, B) (9.2.5)

oit Zu est le morphisme: ZX —% Z(Y0y) LA (ZY')0;. Au morphisme z : Z—Z',
cette action est donnée par le -isomorphisme naturel ayant pour composante en
(X, A) I'isomorphisme au dessus de A de premiére composante : (1i;') o d o (z1).
Enfin, la contrainte de comparaison de cette action 3, : G—E¢(E,), est définie aux
objets Y et Z de G, par le K-isomorphisme (?¥) _——Z (Y _) d’expression en (X, A)
le A-isomorphisme de premiere composante est la composée : (12';11) odoa.

—

Image des morphismes par (9.2.1). Soit A : ¢——¢ un l-morphisme de
Bicat(K,G). Un tel morphisme correspond & la donnée d’une famille d’objets A4
de G, A objet de I, et d’'une famille d’isomorphismes de G

Ap: Aplp—04 s, f: A— B morphisme de K,
cohérentes & la composition et aux unités. L’image de A par E, (9.2.1), est la
K-équivalence G-équivariante
Ey\:E.—E, (9.2.6)
définie au morphisme (u, f) : (X,A4)—(Y,B) de E. par le morphisme de E,

(Y)\El xuda, f): (XAa, A)— (Y Ap, B) de E, ol Y)\El xuX4 est le morphisme de
G défini par la composée :

ulg / a / Yt a”!
Xy =5 (Y@J:))\A — Y(Qf)\A) — Y()\Baf) —_— (Y)\B)Gf.
La G-équivariance de E) est donnée a l'objet (Y, A) et pour 'action de X par le
A-isomorphisme de F. dont la premiere composante est la composée :
a 1i,t

(XY)Aa 5 X(YAa) =2 (X(YA0))00, (9.2.7)
Enfin, I'image d’un 2-morphisme m : A—)/, correspondant & la donnée d’une
famille d’isomorphismes m4 : Ag— X/, ou (G}mA)/\f = )\}(mBQf), est la K-
transformation G-équivariante

E, : Ex=FE) (928)
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dont la composante & lobjet (X, A) de E. est le A-isomorphisme de E. dont la
1,71
premitre composante est : XA4 -4 O 4, (XN)I 24, (XX))01,.
Pour terminer la description indiquons les contraintes de 'homomorphisme
E. La contrainte d’unité est donnée pour un objet ¢ de Bicat(KC,G) par la K-
transformation G-équivariante,

o Bl —1p,, (9.2.9)

définie en (X,A) par le A-isomorphisme de premiere composante 12'21
XI—X6, ,. Enfin, pour deux morphismes A et 5 composables de Bicat(K,G), la
contrainte de comparaison en A et 3 est la K-transformation G-équivariante,

OF(B,)\) : Esn=FE\Ep, (9.2.10)

d’expression en (X, A) :

X(Bara) “> (X8 5 (XBHANT 2 (XBA)AA)L.

9.3. G-bitorseurs sur XK.

Pour K une petite catégorie et G une gr-catégorie, (8.4) donne une nouvelle
biéquivalence

Bicat(K, Bieq(G))— Bicat (I, Bitors(G)).

La bicatégorie Bicat(X,Bieq(G)) est ainsi un équivalent algébrique de la 2-
catégorie des (co)-fibrations sur I ol les fibres sont des G-bitorseurs. Cela dit,
via les biéquivalences

Bicat(K, Bieq(G)) ~  Bicat(K, Bieq(G°")P) (3.7.2)
~ Bicat(K°P, Bieq(G°?))°? (3.7.1)

Bicat(K°P, Bitors(G’))°P (8.4),

la bicatégorie Bicat(K, Bieq(G)) est aussi un équivalent algébrique de la 2-catégorie
opposée des fibrations sur K ou les fibres sont des G°P-bitorseurs. On note G cette
biéquivalence, soit :

G : Bicat(K, Bieq(G))— Bicat(K°?, Bitors(G°’))”. (9.3.1)

On va s’intéresser a cette derniére biéquivalence. Formellement Bitors(G°P) est avec
(8.3) la 2-catégorie des torseurs & gauche munis d’une G-action & droite compatible.
Comme pour les K-fibrations en G-torseurs, une KC-fibration en G-bitorseurs est
aussi une KC-fibration en G-torseurs munie d’une G-action compatible pour laquelle
les fibres deviennent des G-bitorseurs. Ce dernier point de vue s’obtient ainsi :

Bicat(K°?, Bitors(G°?)) — Bicat(K°P, Bicat(G”?, Tors,(G))) (8.3)

Bicat(G°", Bicat(K°P, Tors,(G))) (3.7.1)
Bicat (G, Tors,(K?, G)) (9.1.1).

1R

On dispose donc d’'un homomorphisme qui est localement une équivalence,
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S : Bicat(K?, Bitors(G°))—Bicat(G?, Tors, (K", G)). (9.3.2)

La composée F' = S°? o G de (9.3.1) et (9.3.2), donne un homomorphisme,

F : Bicat(KC, Bieq(G))—Bicat(G°", Tors,(K?,G))", (9.3.3)

qui est localement une équivalence. Il est facile de voir que cet homomorphisme
s’obtient aussi de la fagon suivante :

Bicat(K, Bieq(g)) — Bicat (K, Bicat(g,g))

Bicat(g, Bicat(KC,G)) (3.7.1)
Bicat(g, Tors,(K?,G)P) (9.2.1)
Bicat(G°", Tors,(K°P,G))P (3.7.2).

1 IR

On se propose a présent pour préparer la suite de donner une description des ho-
momorphismes G (9.3.1) et F' (9.3.3).

Images des objets. Soit (6,C,i) un objet de Bicat(/C,Bieq(G)). Un tel objet
consiste en la donnée d’'une famille d’équivalences monoidales (que l’on notera en
exposant),

(0(A), ®* W) : G—G, Aobjet de K (9.3.4)
et d’une famille de pseudo-équivalences de Bieq(G)
0(f):0(A)—0(B), f:A— B morphisme de K, (9.3.5)

cohérentes a la composition et aux unités via les contraintes de comparaison C' et
d’unité i de 0. Ces contraintes sont des modifications inversibles de Bieq(G)

Ctg:0(gf)=0(9).0(f) et ia:0(1a)=Ipa (9.3.6)

cohérentes aux unités et la composition de K. De maniere plus détaillée, la pseudo-
équivalences 0(f) (9.3.5) consiste en la donnée d’une famille d’objets 6y de G et
d’une famille d’isomorphismes naturels (on note AU pour (A)(U))

0(f)v : 0 *U—BUO;, U objet de G, (9.3.7)

d’une part cohérente a la structure de G en particulier par 1’égalité dans G

Av)
m A(UV)
: P - o . — - (9.3.8)
O 4 o(f)v Oy 40(flu 0y = Oy Y o(f)wvy Oy

W B(UV)

Fov)
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pour tous objets U et V' de G et d’autre part compatible a la composition et aux
unités de K via les modifications (9.3.6). Ces modifications correspondent a la
donnée d’une famille d’isomorphismes de G

Cf»g : agf_)agafa ZA . 01A—>I, (939)

telle que les conditions de cohérences (9.2.2) et (9.2.3) aient lieu. La compatiblité
a la composition et aux unités de K des pseudo-équivalences 6( f), s’exprime par la
commutativité dans G, pour tout objet U de G et morphismes f et g composables
de K, des deux diagrammes suivants (les contraintes d’associativité sont omises) :

(2
egf AU (9N CU egf
Ctg 1\L \Llcfﬂq
A B c
99 9f U 10(H)o 99 Uefm) Uﬂg ef
(9.3.10)
(1
6., AU ol AU 6,
iA 1\L \Ll 1A
AU —— Ay —— Ay [

L’image d’un tel objet (0,C,%) par la biéquivalence G, (9.3.1), est ’homo-
morphisme

G(9) : K°?—Bitors(G*) (9.3.11)

qui associe & un objet A de K le bitorseur (0(A), Ty) que I'on notera noté Gy(4) dans
la suite. L’action a droite (au dessus de A) est donc définie par la composée
0(A) , T
Ba:G "2 g T qq(ty).

De méme, I'image G(0)(f), (9.3.11), d’un morphisme f : A— B de K, est le fonc-
teur G-équivariant (pour les deux actions) donné par la translation & droite par
Of, ta(0y) : Gogy—Go(a). L’équivariance a gauche est évidente, celle de droite
s’obtient par tensorisation & droite des isomorphismes 0(f)~*!, (9.3.7), ce qui corre-
spond a la famille d’isomorphismes naturels de £¢g(t,) :

ta(PU)

|

Q.

ta(0y)

g
td(ef)‘ _1
ta(0(f)y )
Ve
g ta(*U)

bl
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ou U est un objet de G. La cohérence a 'action de cette famille est donnée par
(9.3.8). Enfin, les contraintes de comparaison et d’unité de 'homomorphisme G(6),
(9.3.11), sont définies par tensorisation de (9.3.9), la fonctorialité est obtenue avec
(9.3.10), leurs cohérences avec (9.2.2) et (9.2.3).

Décrivons de maniere similaire I'image par ’homomorphisme F, (9.3.3), de
Pobjet (0,C, i) :
F(#) : G°P—Tors,(K?, G). (9.3.12)

Les familles d’objets 6 et d’isomorphismes Cyy : 05p—04.05 et i4 : 01,—1,
définissent un objet ¢(f) de Bicat(KC,G) qui détermine avec (9.2.4), un objet

Eyo) = K (9.3.13)

de Tors,(KP, G) c’est-a-dire une K-fibration en G-torseurs & gauche. Cette fibration
est 'image par F'(6) de I'unique objet de la bicatégorie G. Décrivons a présent
laction a droite de G sur cette fibration. Un objet U de G détermine un morphisme
c(U) : ¢(6)—c(0) de Bicat(K,G), donné a I'objet A de K par l'objet AU et au
morphisme f : A—B de K par 'isomorphisme 0(f);' : PUO; —0; AU, (9.3.7).
Les contraintes de ¢(U) sont données par (9.3.10). Ce morphisme ¢(U) détermine
avec (9.2.6) une K-équivalence G-équivariante pour I'action & gauche, E, ), notée
ici F(6)(U) :

Eeg)
X
F(0)(U) K.

e

E.)

Enfin, un morphisme v : U—V détermine un K-isomorphisme naturel G-
équivariant pour l'action a gauche dont on laisse la description au lecteur. Pour
un objet (0, C, i) de Bicat(/C, Bieq(G)), on dispose alors d’un homomorphisme de
gr-catégories, pleinement fidele

(F(0), 7)) : G —Tors, (K, G)(E.@)) -

La contrainte de comparaison ®F(¥) considérée aux objets U et V de G est donnée
par le K-isomorphisme G-équivariant ) (U, V) : F(0)(UV)—F(0)(V)F(0)(U),
donné a I'objet (X, A) de E,) par le A-isomorphisme dont la premiere composante
est le morphisme de G (ol la contrainte d’associativité est omise)

X AUV) Y X(AU)(AV) L X (AU)(AV)TES X(AU)( AV,

la naturalité provenant pour lessentiel de (9.3.8). Ceci termine la description de F
sur les objets. Pour la suite de ce travail, 'action & droite sur F ) ainsi définie
sera notée par

Ba: G —Eq(Ee(p)). (9.3.14)

Images des morphismes. Soit s : (0,C,i)— (¢, C’,i') un morphisme de la bi-
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catégorie Bicat(K,Bieq(g)). On a donc une famille de pseudo-équivalences de
Bieq(g)

s(A) : (0(A), 7 N)—(p(A), d¥A), A objet de K (9.3.15)
et une famille de modifications inversibles de Bieq(G)

s(f) : s(B).0(f)=v(f).s(4), f:A— B morphisme de K, (9.3.16)

cohérentes a la composition et aux unités de K. Plus précisément, la pseudo-
équivalence s(A), (9.3.15), correspond a la donnée d’un objet s4 de G et d’une
famille d’isomorphismes naturels, ot 'on note AU (resp. 4-U) pour 8(A)(U) (resp.

P(A)U)),
s(A)y 154 “AU—*Usa, U objet de G, (9.3.17)

cohérente a la structure de G comme en (9.3.8). La modification s(f), (9.3.16),
correspond a la donnée d’un isomorphisme de G

S(f) : SBQf—ﬂ/)fSA (9318)

tel que pour tout objet U de G le diagramme suivant commute (les contraintes
d’associativités sont omises),

10 s(B 1
SB 9f AU¢>S}3 BU 9f$B'U SB 9f (9.3.19)
s(f)li J/l s(f)
A A. B.
Vo sa UV U sa g T U W s

Enfin, la cohérence & la composition et aux unités de K, correspond respectivement
a la commutativité dans G des diagrammes (les contraintes d’associativité sont
omises),

s(gf)

sclys Vgfsa

1Cf-,g\L \LC‘/f,g 1

sc by 0 —————1y sp 0 ———— 1y Yy 54

s(g) 1 1s(f)
(9.3.20)
s(1a)
5401, = 1,84
1 iA\L iu 1
sal 7 SA g I sy

La pseudo-équivalence de Bicat(K°P, Bitors(G°)) image de s par G, (9.3.11),
G(s) : G()—G(0) (9.3.21)
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admet pour composante en un objet A de K la translation par 'objet s 4,

ta(sa)

Gya) — Yo(a),

ou 'équivariance pour 'action & droite est obtenue avec (9.3.17) et dont 'expession
en U correspond a l'isomorphisme naturel de Eqg(t,)

ta(AU)
G — g
td(SA)J/t (s(4)>1) ta(sa)
a(s(A)y
e
g D) g.

L’expression de G(s), (9.3.21), au morphisme f : A—B de K est obtenue avec
(9.3.18) et (9.3.19) et correspond a l'isomorphisme naturel de Bitors(G),

ta(vy)
Gu(B) ———= Gy (a)

ta(sp) ta(sa)
ta(s(f)™)

1
=
/
Go(B) e Go(a)

dont la cohérence a la composition et aux unités de K est obtenue avec (9.3.20).

Décrivons de la méme maniere la pseudo-équivalence F'(s) : F(¢)—F(0) de
Bicat(G", Tors,(K°?,§G)), image par F' de s. A I'unique objet de la bicatégorie G,
correspond la KC-équivalence G-équivariante pour laction a gauche

Eew) (9.3.22)
E. K,
EC(B)

obtenue avec (9.2.6) & partir de la pseudo-équivalence c(s) : c(8)—c(0') de
Bicat(/C, G) définie par la famille d’objets s, (9.3.17) et la famille d’isomorphismes
s(f), (9.3.18) données par s. Les contraintes de c¢(s) sont données par (9.3.20). A
chaque objet U de G, correspond une K-transformation G-équivariante pour I’action
a gauche, définissant en particulier la G-équivariance du foncteur E, pour 'action
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a droite,

F@)(U)
Ee(y)y ———> Ec(y) (9.3.23)

E, I F(s)(U) Es

Eeg) Eeg) -

_
F(0)(U)
Cette K-transformation est définie a I'objet (X, A) de E.y)par le A-isomorphisme
de E,(g) naturel en (X, A4) : F(s)(U)x,4): (XA U)sa, A)—((Xs4)*U, A), dont
la premieére composante est le morphisme de G (les contraintes d’associativités sont

omises),

A 1s(A);" A d A Lig* A
(X 'U)SA — XSA U—>XSA UI—>((XSA) U)91A,

la naturalité provenant pour l’essentiel de (9.3.19). Enfin, la cohérence des pseudo-
transformations s(A) a la structure de G (comme en 9.3.8), fournit celle de la pseudo-
transformation F'(s). La cohérence a 'unité I de G est laissée au lecteur.

Images des 2-morphismes. Pour terminer, rappelons qu'un 2-morphisme i.e.
une modification m : s=>s" de Bicat(K, Bieq(g)), consiste & se donner une famille
de modifications de Bieq(G),

m(A) : s(A)=s'(A), A objetde K, (9.3.24)

telle que Pon ait 1'égalité dans Bieq(G)

0(f)
_—

0(A) 0(B) 9(A) —) (B (9.3.25)
sS(A) L2 |s(AUs(f)s(B)| B)s'(B) =  s(A) 4" s'(B)
A B A B
U(A) — o 0(B) V() — = b(B)

pour tout morphisme f : A— B de K. La transcription sur G est laissée au soin
du lecteur.

L’image de m par G (9.3.1), G(m) : G(s)=-G(s') est donné a’'objet A de K par
le 2-morphisme de Bitors(G°?), obtenu par tensorisation & droite de I'isomorphisme
ma : S4—8, soit :

td(SA)
T T
Gya)y  tatma) ¥ Gp(a) - (9.3.26)
~ 7

ta(s’y)

On laisse au lecteur le soin d’exprimer la condition de cohérence au morphisme
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de G(m) obtenue avec (9.3.25). Enfin, concernant ’homorphisme F (9.3.3),
un 2-morphisme m : s=s’ de Bicat(K,Bieq(g)) détermine une modifica-
tion de Bicat(K,G), soit une famille d’isomorphismes m4 : s4—s'y telle que
(vrma)s(f) = s'(f)(mpby). La modification F(m) : F(s)==F(s") est alors donnée
par son unique composante, la JC-transformation G-équivariante pour l'action a
gauche FE,, obtenue avec (9.2.8) qui est & présent aussi G-équivariante pour 'action
a droite,

Ecey) (9.3.27)

E. )

e Pour terminer avec cette description, il convient a présent d’indiquer les
contraintes de comparaison et d’unité de F', celles de G étant laissées au lecteur.
Une unité Iy : (0,C,i)—(0,C,i) de Bicat(K,Bieq(g)) est constituée, pour
tout objet A et morphisme f : A—B de K, de la pseudo-équivalence unité
en 0(A) de Bieq(G) : Igpay : (0(A), 27W)—(0(A), 2*Y) et de la modifica-
tion inversible I(f) : Iy(p).0(f)==0(f).Is(a), correspondant & l'isomorphisme de
G, Iy, : 10;—071. La contrainte d’unité de F' en Ip : (0,C,i)—(0,C,1i) est
donnée par la modification ®(Iy) : F(Iy)=>1p () définie par le K-isomorphisme
oe?) Bl 0y =1E.,, de (9.2.9). Enfin, pour deux morphismes composables ¢ et s
de Bicat(K,Bieq(G)), la contrainte de comparaison ®f'(¢,s) : F(t.s)==F(s)F(t)
est la modification donnée par le K-isomorphisme ®(t, s) : By ;—>FEF; de (9.2.10).

10. Extensions de gr-catégories

Les résultats concernant le noyau (N (p), j, €), (2.3), d’un homomorphisme p de
gr-catégories, nous conduisent tres naturellement & poser la définition suivante.

Définition 10.1. Soit G et KC des gr-catégories. On appelle extension de KC par G
la donnée d’une gr-catégorie H, d’un homomorphisme p : H—IC essentiellement
surjectif et d’une équivalence monoidale ¢ : G— N (p). On note par (q,p) une telle
ezxtension.

Par la proposition (2.4), une extension de /C par G consiste en la donnée d’une suite
G- H K (10.1.1)

d’homomorphismes ou p est essentiellement surjectif et d’une transformation na-
turelle A : p o r=>n, telle que 'homomorphisme ¢ = F(r,\) : G— N(p) défini
par l'isomorphisme (2.4.1), soit une équivalence de catégories. Pour simplifier, on
notera dans la suite ¢ = (r,A) et 'on pourra désigner une telle extension par les
notations (g, p) ou (r, A, p).

Définition 10.2. Soit G et IC deux gr-catégories.
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1. Un 1-morphisme (a,©,7) : (¢,p)—(¢',p’) d’extensions de K par G con-
siste en la donnée, d’un homomorphisme © : H—H', d’un isomorphisme
naturel v : pP’O==p et enfin d’un isomorphisme naturel a : O;q==¢q', ou
’homomorphisme O : N(p)— N (p') est défini pour un objet (X, f) du noyau
N(p) par ®I(Xa f) = (@(X)?f’VX)

2. Un 2-morphisme m : (a, ©,7)=(c’,©’,7) est une transformation naturelle
m: 0=0’ telle que v'.(p'm) =~ et o’ .(mr) = a.

Si lon pose ¢ = (r,\) et ¢ = (#/,\), un l-morphisme (a,©,~) consiste en la
donnée d’un homomorphisme © : H—H', d’un isomorphisme naturel v : p’O@=—p
et d’un isomorphisme fonctoriel « : Or=-1" tel que X.(p'a) = A.(yr), ce dernier
point correspondant a la commutativité du diagramme suivant :

Pour des 1-morphismes («, ©,7) : (q,p)— (¢, p’) et («/,0",7") : (¢, p")—(q",p")
la composition est définie naturellement par :

(@, @, 9)o(a, ©, 7) = (a0, ©'6, 7.7/0).

(10.2.1)

Les compositions verticales et horizontales des 2-morphismes sont définies par les
compositions verticales et horizontales des transformations naturelles sous-jacentes.
On obtient ainsi une 2-catégorie que 1'on notera Ext(KC,G) dans la suite.

Proposition 10.3. La 2-catégorie Ext(IC,G) est un bigroupoide.

Démonstration. 11 est clair que les 2-morphismes sont inversibles. Il reste donc a
montrer que les 1-morphismes sont des équivalences ce qui découle des trois lemmes
suivants.

Lemme 10.4. Soit (o, 0,7) : (q,p)— (¢, p") un 1-morphisme de Ext(K,G) pour
lequel © : H—H' est une équivalence alors le 1-morphisme (o, ©,7) est une
équivalence de Ext(KC,G).

Démonstration. Soit ©* une équivalence quasi inverse de © et n : Q0 =14, €

14=0©%0 les isomorphismes intervenants dans I’adjonction. On possede alors des
isomorphismes naturels, v* = (p'n).(y"10*) : p©*==p’ et a* = (er).(0*a™!):
O*r'=r, qui déterminent un morphisme d’extensions (a*, 6*,v*) : (¢/,p")—(q, p)-
Les isomorphismes naturels 7 et € déterminent des 2-isomorphismes de Ext(/C, G)
n:(a,0,7)(a*, 0%,y ) =1y p) et € : 1(g py=(a",0%,7")(, 0,7) et (a, O, 7) est
une équivalence de Ext(K, G). 0

Lemme 10.5. Soit (a,0,7) : (q,p)—(¢’,p") un 1-morphisme de Ext(K,G), alors
O : H—H' est une équivalence.
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Démonstration. 11 suffit de montrer que © induit des isomorphismes sur les groupes
d’homotopies de H et H'. Pour (¢,p) une extension de I par G, I’équivalence
q : G— N (P) fournit un isomorphisme 7,(q) : 7,(G)—7,(N(P)). En posant

d=m,(q) " o4, (10.5.1)

ot ¢ : 7 (K)—m,(N(P)) est 'homomorphisme intervenant dans la longue suite
exacte d’homotopie (2.5) associée & ’homomorphime p : H—C, on vérifie que la
suite

0 —>m(G) " i (1) T ()~ o (G) T o (1) T () —— 0,

(10.5.2)
est exacte. En utilisant le lemme ci-dessous, on conclut alors en appliquant au
diagramme (10.2.1) les foncteurs 7, et my.

Lemme 10.6. [’homomorphisme d : w1 (K)—7,(G) défini pour une extension (q,p)
en (10.5.1), ne dépend que de la composante connexe dans Ext(IC,G) de cette ex-
tension.

En effet, soient (o, ©,7) : (¢,p)—(¢’,p’) un l-morphisme de Ext(K,G) et O :
N(p)— N(p’) ’homomorphisme induit par © sur les noyaux homotopiques. Notons
8" m(K)—mo(N(P)) Phomomorphisme associé par (2.5) & 'homomorphime p'.
On montre en utilisant la définition des morphismes § et ¢’ que 7,(07) 0 d = ¢’ et
ainsi on conclut puisque :

d =7,(q) " od =m(q)  ome(0r) 08 =m,(q)0d =d

ce qui termine la démonstration de la proposition. 0

11. Extensions (co)fibrées

On montre ici que toute extension est équivalente & une extension de type
cofibrée, c’est-a-dire une extension pour laquelle ’homomorphisme p est une cofi-
bration. Ce résultat est le point de départ pour obtenir I’essentielle surjectivité du
théoreme de classification (p. 516). Dans des cas ou des hypotheéses de commuta-
tivité sont prises, ce type d’extension & été étudié, dans [7] pour le cas central et
dans [8] pour G munie d’une structure de K-module.

Définition 11.1. Soit G et KC des gr-catégories.

1. Une extension (r,\,p) de K par G est dite cofibrée si p est une cofibration et
st la transformation naturelle X : pr => n est une identité. On notera par
(r,p) une telle extension.

2. Un 1-morphisme (a,©,7) : (r,p)—(r',p') d’extensions cofibrées est un 1-
morphisme d’extensions pour lequel la transformation naturelle v : PO = p
est une identité . On notera par (a, ©) un tel morphisme.

On note par Ext,;(IC, G) la sous 2-catégrie localement pleine de Ext(KC, G) dont les
objets sont les extensions cofibrées et les 1-morphismes les morphismes d’extensions
cofibrées.
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Pour une extension cofibrée (r,p) de K par G, 'homomorphisme r est & valeur
dans la catégorie p~1(I), fibre stricte de p au dessus de I'unité I de K. Comme
p est une cofibration, la catégorie p~*(I) est équivalente & la catégorie H (1, fibre
homotopique de p au dessus de l'unité. Un l-morphisme (o, ©) : (r,p)—(r',p’)
d’extensions cofibrées est déterminé par la donnée d’un K-morphisme : © : H—H’
et d’un isomorphisme fonctoriel o : @r==-r' pour lequel p’a est une identiré. Un
2-morphisme d’extensions cofibrées donne une K-transformation, on obtient en par-

ticulier un 2-foncteur “oubli” :
O : Exteof(K,G)—Cofmong (11.1.1)

localement fidéle. Le résultat essentiel sur les extensions cofibrées est le suivant :

Proposition 11.2. le 2-foncteur inclusion i : Ext..¢ (K, G)—Ext(IC,G), est une
biéquivalence.

Démonstration. Soit E = (r,p) et E' = (r',p') deux extensions cofibrées. Mon-
trons que le foncteur ig p : Exteor(K,G)(E, E')—Ext(K,G)(E,E’) est une
équivalence. Ce foncteur est pleinement fidele. Il reste a montrer qu’il est es-
sentiellement surjectif. Soit (o, 0,v) : E—F’,

'Q
@
2
=
[=

un objet de Ext(IC,G)(E, E’). Choisissons un coclivage R’ de p/,(6.0.1). Ce choix
détermine un foncteur F : H—H’ . Pour un objet H de H, l'objet F'(H) de H' est
défini par le but b,, (6(H)) du relevement, R (O(H)) : O(H)—b,, (0(H)) du
morphisme vy : p’©(H)—p(H). Pour un morphisme f : H—H’, on a F(f) :=
Rfyh(@(H’)) 0 O(f) o R,,'(O(H)). Les morphismes R (O(H)) : O(H)—F(H)
constituent alors les composantes d'un isomorphisme naturel m : ©==F ce qui
permet par transport de structurer F' en un homomorphisme F : H—H’ pour
lequel m devient une transformation monoidale. La transformation monoidale
o = a.m™'r détermine alors un morphisme (o/,F) : E—E' de Ext..¢(K,G),
isomorphe dans Ext(K, §) au morphisme (o, ©,7) : E—F’ via la transformation
naturelle m : ©==-F. Celle-ci est alors un 2-morphisme d’extensions et ig g est
ainsi essentiellement surjectif.

Pour finir, montrons que l'inclusion canonique ¢ est biessentiellement surjectif.
Puisque Ext(K, G) est un bigroupoide, il suffit de montrer qu’une extension quel-
conque (r, A\, p) de Ext(K, G)

g TH-Z K, (11.2.1)

est dans la composante connexe d’une extension cofibrée. L’homomorphisme p :
H— K détermine une cofibration monoidale :

m: E,—K. (11.2.2)
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La catégorie E, admet pour objets les couples ((X, g), A) ot A est un objet de K et
(X, g) est un objet de H4) fibre homotopique de p au-dessus de A. Un morphisme
(x,f) : (X,9),A)—((X',g"), A") est constitué d’'un morphisme f : A— A" de K
et d’un morphisme z : X — X’ de H tel que le diagramme suivant commute :

p(X) —— A

o

p(X7) e A

L’unité en ((X,g),A) est (1x,14). La composition des morphismes est définie par
le collage vertical des diagrammes du type précédent : (2/, f')(x, f) := (2'z, f'f).
L’objet unité de E,, est ((I,®,), ). Le produit dans F,, est défini sur les objets par

((X,9),4) @ ((Y,h), B) :== (X @Y, (g ® h)®"(X,Y)), A® B)

et sur les morphismes par (z, f) ® (y,e) := (z Qy, f ® e); ainsi :

p(X)—— A p(Y) "B

P(w)l lf ® p(y)i le

p(X') —— A p(Y') —— B
g h

[
P(X®Y)—25 p(X)2p(Y) > A0 B

p(w®y)l lf@)e
pX ©Y) e p(x) @ p(v) L A B

Enfin, les contraintes d’associativité et d’unité sont respectivement données par les
isomorphismes de £,

(X, ), A)(Y. 1), B)((Z.k),C) ¥ 252 (X, g), H((Y,h), B)(Z. k). O)

((1,®),1)((X,9), A) "2 ((X,9),A) et ((X,9),4) 2% ((X,9), A)((I,9), 1)

puisque pour un morphisme f : A—B de K et un objet ((X,g),A) au dessus
de A, le morphisme (1x, f) : (X, g), A)—((X, fg), B) est un morphisme de E, au
dessus de f. La fibre stricte 7=1(I) de 7 est isomorphe & la fibre homotopique Hr
de p, ce qui définit d’'une part un homomorphisme i : N (p)—>Ep de contraintes
évidentes et d’autre part une extension cofibrée :

L’homomorphisme 7 : E,—K est la projection sur K. C’est une cofibration

N(p) > E, K.
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Enfin, par composition de i avec ’équivalence ¢ = (r, ) : G— N(p) intervenant
dans Dextension (11.2.1), l'extension précédente donne une nouvelle extension
cofibrée :

Gg—E,—K. (11.2.3)

Pour terminer, montrons & présent que les extensions (11.2.1) et (11.2.3) sont dans
une méme composante connexe c’est-a-dire qu’il existe un morphisme d’extension
(@,0,7) : (¢,p)—(s,m). L’homomorphisme © : H-—E, est défini sur les
objets par ©(H) = ((H,1,m)),p(H)) et sur les morphismes h : H—H’ par
O(h) = (h,p(h)). La contrainte de comparaison est définie en H et H' de H par
le morphisme de E, : ®°(H,H') := (1yy/,®?(H, H')). L’isomorphisme naturel
v : T©®=—p est une identité. Enfin, I'isomorphisme naturel a : Or=—=s est défini
pour I'objet X de G par le morphisme ax = (1,(x),Ax) de £,. On a ainsi défini
un morphisme (a, 0,1) : (¢,p)— (s, 7). 0

Proposition 11.3. Soit (¢,p) une extension de G par IC. Pour tout objet A de K
la fibre homotopique de p au dessus de A est équivalente a G.

Démonstration. Soit (s, 7) extension cofibrée (11.2.3) associée a I'extension (g, p).
On sait, [7] prop. 3.2 (ol le caractére central de n’intervient pas), que la fibre stricte
de 7 au dessus de A est équivalente a G. Cette fibre stricte est la fibre homotopique
de p au dessus de A. 0

11.4. Remarque. La cofibration 7 : E,—[C de (11.2.2) provient - via les fibres ho-
motopiques H4) - d'un pseudo-foncteur monoidal défini sur K. Plus généralement,
pour deux gr-catégories H et K, on a un foncteur

Mon(H, K)— Bimon; (K, Cat)! |

construit pour un homomorphisme p : H—/C de la fagon suivante.

1. L’homomorphisme F € Bicat(K, Cat) est strict. Il envoie 'objet A de K vers
la catégorie Fy := H(4) et le morphisme f : A—B de K vers le foncteur
Fy: Hay—Hp), (X,9) — Fr(X,9) = (X, fg).

2. Pour toute paire d’objets A et B de K, le foncteur (noté quelquefois comme
dans [7] par ®)

Tap:Hay X Hipy—HaeB);
envoie I'objet (X,g) x (Y,h) de Ha) x H(py sur l'objet (X ® Y, (g ® h) o
PP(X,|Y)) et le morphisme = X y : (X, g) x (Y,h)—(X',¢") x (Y, /) sur le
morphisme
TRy (XY, (g@h) o ®(X,Y))— (X' @Y, (¢ ® )0 2P(X",Y)).

3. Pour toute paire de morphismes f : A—A" et ¢ : B—B' de K,

I'isomorphisme naturel ¢ , est identité, t7 4 : FrggoTa g = Tar g o(FrxF,).

4. L’objet I de Fy est l'objet (I, ®,) de H-
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5. Pour tout triplet d’objets A, B et C de K, I'isomorphisme naturel :

aaB,c:FaspeoTapco(Tasx1p.)=Tapco (lr, X Tpc),

est défini sur 'objet (X, g) x (Y, h) x (Z, k) de H 4y x H(p) X H(c) par le mor-
phisme ax,y,z : Fu, 5 o (X, 9)®(Y, h)®(Z, k) — (X, 9)&((Y, h)®(Z, k)) de
HagBac)-

6. Enfin, pour tout objet A de IC, les isomorphismes naturels :

Ga: FgA o TLA(I, ‘):>1FA et Dy : TAJ(.7I):>FdA
sont respectivement définis pour 'objet (X, g) de H(4) par les morphismes :

Ix : F!]A((Ia (I)O)Q(Xa g))*)(X7g)a et dX : (X7g)®(17q)0)4’FdA((Xyg)) .

11.5. Cas des fibrations. Puisque K est un groupoide, la discussion précédente
sur les extensions cofibrées se transpose au cas fibré. En particulier, le 2-foncteur
inclusion

7 EXtFlb(&7g)—>EXt(&7g) (1151)

est une biéquivalence. L’essentielle surjectivité se montre exactement comme pour
le cas cofibré (11.2) et aboutit & l’extension (11.2.3). La fibration monoidale =
obtenue dans cette extension provient alors du pseudo-foncteur monoidal image de
p: H—K par le foncteur :

Mon(H, £)—Bimon; (K, Cat)[l] p—= G, (11.5.2)

de description identique a celle qui vient d’étre donnée dans la précédente remarque
mais ou le foncteur Fy-1 : H(py—"H4) est celui qu’il faut, dans le cas fibré, associer
au morphisme f : A— B de K. Enfin notons qu’une biéquivalence quasi-inverse de
(11.5.1) composée avec I’homorphisme canonique Ext ¢;;(KC, §)—Fibmony donne
un homomorphisme localement fidele :

Ext(K, G)—Fibmong (11.5.3)
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12. Le morphisme Bimon (K, Bieq(G))—Ext(/C, G)?

On construit dans cette section I’homomorphisme qui intervient pour le
théoréme de classification (p. 516). On souhaitait une description explicite, ce
qui est obtenu mais nécessite une discussion longue et technique. Pour plus de
lisibilité, on traite seulement le cas ou la gr-catégorie G est unitaire et ou les
biéquivalences de G sont strictes sur les unités. Dans la suite, § = (G,®,1,a,1,1)
est donc une gr-catégorie dont les contraintes d’unité sont strictes. On note par
Bieq, (G), la sous bicatégorie pleine de Bieq(gG) des auto-équivalences de G strictes
sur les unités. La bicatégorie monoidale Bieq,,(G), (4), admet une contrainte d’unité
stricte et une contrainte d’associativité cohérente strictement (la modification 7 est
une égalité). Ces simplifications permettent de donner une description compléte de
I’homomorphisme de classification

F : Bimon(K, Bieq, (G))—Ext ([, G)? (12.0.1)

ou Bimon(K, Bieq,,(G)) est la bicatégorie des co-homomorphismes définie en (5).
Pour cette construction, on montre que ’on dispose d’un homomorphisme localeme-
nent fidele,

G : Bimon(K, Bieq,,(§)) —Bimon, (K, Cat)? (12.0.2)

12.1. Construction de G et F sur les objets

On commence par donner une description d’un objet § de Bimon(K, Bieq,(G)).
On construit ensuite son image G(6) par 'homomorphisme G, (12.0.2). Enfin,
l'image de G(0) par la biéquivalence (6.3.2) donne une fibration monoidale que ’on
compléte pour obtenir I'extension F'(6) cherchée.

- Description des objets de Bimon(/C, Bieq,(G))

Soit 8 = (0, x,t,w,7,0) un objet de Bimon(K, Bieq,(G)). Suivant [3] (déf.
2.2.2), on peut appeler un tel objet, un cocycle (non normalisé) de K & valeur
dans G. On retrouve, dans le cas ou la gr-catégorie K est discrete et modulo le
choix d’objets quasi-inverses dans G, les cocycles définis dans loc. cit.. Les points
nouveaux sont ici essentiellement dus aux morphismes de [C. Avec (5.1), un “cocycle
” est donc défini par les cing points (HBM1-HBMS5) et les deux conditions de
cohérence (HTA1 et HTA2) adaptés au cas des co-homomorphismes (5.4). Plus
précisément, un tel objet 8 = (0, x,t,w,",d) correspond aux données (C1-C5) et
(CA1 et CAZ2) suivantes (on utilise les notations introduites pour les G-bitorseurs
sur K, (9) ).

e C1 : Un objet 0 = (0,C, i) de Bicat(K, Bieq,(G)) (voir 9.3.4 - 9.3.10). Lorsque
KC est discrete, on obtient le foncteur j : K—Eq(G) (2.2.1.4) de [3].
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e C2 : Une pseudo-équivalence de Bicat(K x K, Bieq,(G)),

0x0

KxK Bieq, (0) x Bieq, (9)
| zl
K - Bieq, ().

C’est-a-dire une famille de pseudo-équivalences de Bieq, (G),
x?(A,B) : (A ® B)—0(A) ® §(B), (12.1.1)
(A, B) objet de K x K, et une famille de modifications de Bieq,, (G),

X(f ©g): x"(A',B").0(f © 9)=(6(f) ®8(¢9))xX" (A, B),

(f,9) : (A, B)—(A’, B') morphisme de K x K, cohérentes aux unités et a la com-
position de I x K. Pour fixer les notations, rappelons que la pseudo-équivalence
X?(A, B) est donnée par un objet x?(A, B) de G et une famille d’isomorphismes,

Xg( : XG(Av B) ABX*)A(BX)XQ(Aa B)7 (1212)

naturels en X et cohérents a la structure de G, via les contraintes de comparai-

son ®YAB) - p0(A) ot $B) des équivalences O(AB), 0(A) et §(B). Lorsque K est
discreéte et modulo des choix d’objets quasi-inverses dans G, (12.1.1) exprimé par
les conditions (12.1.2), correspond dans [3] déf. (2.2.2) a la fleche A4 5 de (2.2.1.8).
Avec le produit défini sur Bieq(G) en (4.1.1), la modification x(f ® g) est donnée
par un isomorphisme de G,

X (f®g): X (A, B').0pey—(0;20,)x° (A, B), (12.1.3)
tel que pour tout objet X de G, on ait la commutativité du diagramme, (dans la
suite, les contraintes d’associativité et les identités sont omises) :

]
It XX
(P (A, B )0rge)* P X X (A BNV P X055, — > A" (B X)x% (A, B )05,

xa(f®g>l ixe(f@)g)

0;40,x°(A,B)ABX — > 9:40,4(BX)x?(A,B) ———> A" (B'x A 9(A,B
1 40,x°(4.B) o 00 X (AB) s A (00 40)x (A.B)

0(f®9)x
—_

(12.1.4)
ou la fleche (6(f) ®0(g))x est celle de (4.1.3), qui s’exprime ici avec la composition
dans G,

0(f)®0(g)) x rn
(B520)A(BX) - —— - — == =25 = 4(B'X)(0;40,) (12.1.5)

(@0(A))-1 0(f)p’

QAQBX A(B’
770 )WW( X0,)

Enfin, les conditions de cohérence a la composition et aux unités de I x K de
la pseudo-équivalence x? s’expriment avec la commutativité des diagrammes de G
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suivants, I'isomorphisme C'® étant celui de (4.1.4),

X (f' f®g'g)

XQ(A”’ B//)e(f’®g’)(f®g) ef’fAeg’gXG(A’ B)
C(.f®g),(f’®9’)l lcf,f/ACg‘g’
X? (A", B")0 510410 s59) 07054(0405)x° (A, B)

xg(f’®g/)l ic@

0540, X (A, B g (054 04)(0;40,))x° (A, B)

(12.1.6)
pour deux morphismes (f,g) : (A, B)— (A", B’) et (f',¢') : (4',B")—(A",B")
composables de K x K, et,

X’ (f®g)

x?(1a®1p)
Xa(AvB)HlAB - 91AA913X9(A73)

1i,43l \LiAAiBI

XG(A7B) XG(AvB)

pour tout objet (A, B) de K x K.

e C3 : Une pseudo-équivalence de Bicat(1, Bieq,(G)), ¢ : 6 o I—I. Ce qui
correspond a la donnée d’une pseudo-équivalence de Bieqy(G), ¢ : 0(I)—1g, c’est-

a-dire d’un objet I de G et d’une famille d’isomorphismes de G, naturels en X,
ix T TX—XT . (12.1.7)

La condition de cohérence aux unités de cette pseudo-équivalence s’exprime avec
I’égalité
v, =T : 16,,—1. (12.1.8)

e C4 : Une modification inversible de Bicat(K x K x K, Bieq,(9)),
W a6 @ 1)) =(1®x%).x?).0a. (12.1.9)

En un objet (A, B,C) de K3, la composante de cette modification est une modifi-
cation de Bieq, (G),

0((AB)C) — 1P papyaic) — AL gyeBeC)  (12.1.10)

wi;;;;;;:::
V

0(A(BC)) W 0(A)0(BC) m (A)(0(B)o(C)),

0(a)

a
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donnée par un isomorphisme de G,
W .o X (A, B)X(AB,C)—[*X?(B,C)Xx (A, BO)|b,, (12.1.11)

tel que, pour tout objet X de G, le diagramme suivant de G commute,

w9 B
Q(AB, C)](AB)CX _ A4BC AXG(B’ C)x

[X(A, B)x 9(A, BO)9,(ABIC X
X% 6(a)x
X’(A, B)*P(CX)x’(AB,C) X0 (B, C)x(A, BO)APAIXG,
x&
AX(B,O)HPCX)X (A, BC),
1 (@01
AX(B,C)PC XX (A, BO)Y,
Ax%)
X*(A4, B)*P(CX)x’(AB,C) AP (CX)X(B, C)X"(A, BO)b,
XEx 20
AP(“X))x°(A, B)x’(AB, C) ACEXNIAX (B, C)x" (A, BC))b.]

WABC

Lorsque K est discrete et toujours modulo des choix d’objets quasi-inverses dans G,
I'isomorphisme (12.1.11) induit par (12.1.10), correspond dans [3] & la fleche a4 g, ¢
de (2.2.1.10) induisant (2.2.1.11). Poursuivons cette description. La condition de

cohérence de la modification w? au morphisme (f xgxh): (A, B,C)— (A", B',C")
de K3, (o1 'on a noté X pour 6(X)),
°(AB,C) — A,B)®I o
(AB)C (AB)C X APe (A B)C
0((% s A )9 gz (0(f)9(g))0(h
(A'B")C" X (@B (A B 6
0(a)
v
L I® 1 /
6(a) A(BC) A(BC) —= A(B0)
%
%h)) X(fgm) A(gh I®X:(§ %)(9(9)9(’1))
!/ 1Y !/ ! !
A(B'CY) YA,B'C") 1ex°(B',C") A(B o)
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donne le diagramme commutatif de G suivant,

X (A", B )X (A'B', C")|0s4)n e, AX(B,CN)XP (A, B'C")0ab gy
X’ (FRg)®h) Cren@n.aCaranan
XY (A", B")0;,4P0,x°(AB,C) AN(B,CXO (A, B'C")0s (g1 ba
x°(f29) X Locn) X’ (f®(g®h))
0:40,4(20,) x* (A, B)X’(AB,C) A\ (B, C05 M0 (A, BOY,
@0(£),0(9).0(h) Io(sy [ x° (9®h)

014(0550n) X° (A, B)X"(AB, C) ——=[0;4(0,500)][(*X° (4, B)x" (4, BC))0a] -

(12.1.13)

Les fleches x?(f @ g) & Ign) et To(p) K x?(g ® h) sont obtenues avec (4.0.1). La
fleche ag(s).0(9).000) @ (05204)*(P0,)—0,4(0,°6,) est donnée par la contrainte
d’associativité (4.1.5).

e C5 : Des modifications inversibles de Bicat(KC; Bieq,,(G)),

v go—)- (6 ® To—)) X (I, —)==0(g-) : O(I—)—0(—)

8§ dg—y=(Ig(—y @)X (=, 1).0(d_) : 6(—)1c—0(—) .

Etant donné que G et #(I) sont unitaires, la composante en A de la modification v
est la modification vy(A) de Bieq, (G)(0(IA),0(A)) donnée par 'isomorphisme

ya: IXO(I, A)—b,, (12.1.14)

tel que pour tout objet X de G, le diagramme suivant commute :

6

Xx t

Ax

[IXP (1, A)"AX IT(AX)X(I, A) AXINO(I,A)

'YAl\L il"m

0,,/AX AX0,, .

0(g9a)x

De méme, la composante en A de la modification § est la modification 6(A) de
Bieq,(G)(0(A),0(A)) donnée par I'isomorphisme

oa: I—AINP (A, D)8y, (12.1.15)
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tel que pour tout objet X de G

I*x — AXT
AP (A D04, A X AXATXY(AD)0q ,

m /UMA)/@‘)X

A(ADA X004, —= AT X)X (AD)0a,
XX

Enfin, les conditions de cohérence des modifications 7 et § s’expriment au morphisme
f: A—B de K, avec les diagrammes commutatifs de G suivants :

041Tx(1,4)] —2—> 0,0, , 071 T4, 100,) 2PN B 1B 1oy,
Lgfll cy:;l,f 1AL;111 lc‘;éB
ITo;x(1,A) 0594 05 (101,)x(A,1)0a , BIx(B,1)0ag
1,;111 1 104 1
T61,70,x(1,4) 0906 0547401, x(A,1)0a , PIx(B,)b(s@1,)d,
Ix(1y®f) "1 Cop.11®f ot Cay,f@171
Ix(I,B)6:1, ey — o= fasfusen BI0s"01,x(A1)0a, <o BIx(B,1)0se1, 04,
(12.1.16)

e CAl et CA2 : Pour finir cette description d’'un objet (6, x,t,w,v,d) de
Bimon(KC, Bieq,(G)), il reste & énoncer les conditions de cohérence, [17], HTA1
et HTA2, que doivent respecter les données précédentes. La premiere condition
exprime la cohérence des contraintes d’associativité et de la modification w. Pour
K discrete, elle correspond & la condition (2.2.1.12) de [3]. Pour le cas présent,
cette derniere s’énonce avec la commutativité, pour tout objet (A, B,C, D) de K2,
du diagramme de G :
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x(A,B)x(AB,C)x((AB)C,D)

WAB,C,D

x(4,B)*Px(C,D)x(AB,CD)0,

Xx(C,D)

A(Px(C,D))x(A,B)x(AB,CD)fa

WA,B,CD

A(Px(C,D))*x(B,CD)x(A,B(CD))840a

(1®c)cc!

A(BX(CvD))AX(B7CD)X(AvB(CD))01Aa0a9

x(1®a)

A(Bx(C,D))*Xx(B,CD)01 ,*0.x(A,(BC)D)0,0

—1
Ly

A(PX(C.D)*X(B.CD)*8ax(A,(BC)D)8.6

wWA,B,C

alp

alp

alp

Ax(B,C)x(A,BC)q

Ax(B,C)x(A,BC)x(A(BC),D)8

AXx(B,C)*Xx(BC,D)x(A,(BC)D)840

4 [x(B,C)x(BC,D)

A[PX(C,D)x(B,CD)0a]x(A,(BC)D)040

~ ABx(C,D)x(B,CD)]*0,x(A,(BC)D)0,6
3]

495

AX(B)C)X(A7BC)9aX((AB)C7D)

1

YaB)C
<AB)C91DX((AB)C7D)
x(a®1)~*

alp

wA,BC,D

alp
(@)~

]X(A7(BC)D)0a9a1D

A
WB,C,D

alp

<I>A

alp

(12.1.17)

La deuxiéme condition exprime la cohérence des modifications w, v et §. Elle
s’énonce avec la commutativité, pour tout objet (A4, B) de K2, du diagramme de g

wA,I,B

AIX(AIX(ALB)0a, @1, ——————— AT x(1,B)x(A,IB)8a04, 015

x(da®1p)

ATx(AD)04, 01, X(A,B)

a7t

AelBX(AaB)

X(A,B)

(24)~1
AIx(I,B)|x(A,1B)840

A’YB

da®1lp

4045 X(A,IB)0404, 01,

i1
A

01,2045 X(A,IB)0u0a, 01,

x(14®9pB)

X(A,B)01 @95 0a0d, 015

Ce qui cldt la description d’un objet 8 = (6, x, t,w,~,d) de Bimon(K, Bieq,,(G)).

- Le pseudo-foncteur monoidal G(9) image de ¢ par G, (12.0.2).
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Un objet § de Bimon(K, Bieq,,(G)) détermine un pseudo-foncteur monoidal
G(0) i.e. un objet de Bimon;(K°, Cat) (voir 5.1 et 6.1) de la fagon suivante.

e PS1 Le pseudo-foncteur (G(#),4,C) : K°?—Cat sous-jacent & G(f) est obtenu
avec C1, (9.3.1) et oubli des actions. Les images par G(6) d’un objet A (noté G4)
et d’'un morphisme f : A—B de K sont respectivement la catégorie G et I'auto-
équivalence, Gy : Gg—G 4, tensorisation a droite par 'objet 0. Les contraintes de
comparaison et d’unité de G() sont définies par tensorisation & droite de (9.3.9).

e PS2 La pseudo-équivalence 7% de Bicat(K° x K°P, Cat) est définie & partir de
celle donnée par C2, p. 490. Sa composante en un objet (A, B) de K x K, est le
foncteur
1X0(A ta(x(A,B

T8 5 Gax Gn 22 G x Gy -2 Gap "B g (12.1.18)
La contrainte au morphisme (f,g) : (A, B)—(A’, B") de K x K de cette pseudo-
équivalence est I'isomorphisme naturel, ¢y, : Tf"B 0 (Gy x Gg)=Gygy © Tf\,’B/
défini par le collage dans Cat

1x0(A") ® ta(x(A",B"))
GarxGp ————> G xGp —————>Gaup ———>=Gup
itd(ef)Xtd(%) M ifag td@f"%)i i td(X(f®g)1)itd(9f®g)
GaxGp T(A)> GaxGp ) Gan ta(x(A.B)) Gan,

(12.1.19)
ol t ¢4 est isomorphisme naturel de Cat dont la composante en I'objet (X,Y) de
G x G est donnée par la composée :

Lrg(X,Y) 1 (X0,)4(Y0,) 25 X047 49, "I (X4y)(0,40,) .  (12.1.20)

L’expression en un objet (X,Y) de G x G de ty, est donc I'isomorphisme de G
obtenu par la composée :

[(X05)A(Y0,)IX(A, B) = == = = = [(XAY)x (A, B")|0cy (12.1.21)

@Al Tx(f@g)1

X0;4Y40,x(A, B) —o XAY0;40,x(A, B) .

Les conditions de cohérence aux unités et a la composition s’obtiennent sans diffi-
cultés. En effet, la famille ¢;., indexée par les morphismes de K x IC, est cohérente
aux unités et a la composition de I x K avec pour seule donnée C1, p. 489. Par
ailleurs, les contraintes liées & la cohérence des isomorphismes tr., et x(f ® g)
(12.1.6) coincident suivant le collage (12.1.19). Un collage vertical de (12.1.19)
donne que les cohérences de x(f ® g) et de ty 4 sont équivalentes puisque celles de
t1+g ne dépendent que de C1.

e PS3 La pseudo-équivalence de Bicat(1, Cat) est juste donnée par objet I de G
intervenant dans la pseudo-équivalence ¢ (12.1.7).
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e PS4 La modification
a:T(T x 1)=>Go.T.(1 x T) (12.1.22)
admet pour composante en (A, B, C) de K3, I'isomorphisme naturel :
ol potTapco(Tap x1g)=Gay yooTapco(lg xTpe),  (12.1.23)

d’expression en (X,Y, Z) de G2, I'isomorphisme a4 5 c(X,Y, Z) de G obtenu par la
composition

aA,B,C(XvaZ; ((XA[(YBZ)X(B7 C)])X(A, BC))aa

Tqvlo@—l

——iae = XYA(PZ)A (B, C)x(A, BO),

(12.1.24)
Cet isomorphisme est clairement fonctoriel. Il reste & montrer que les isomorphismes
a4, B,c déterminent bien une modification. Ce dernier point s’obtient en montrant
que pour tout morphisme (f, g, h) : (4, B,C)—(D, E, F) de K? le diagrame suivant
de G commute

[(X4Y)x(4, B)*P Z]x(AB,C)

XAYA(PZ)x(A, B)x(AB,C)

O(A’B’C(Xef,YQQ,ZGh)

X054(Y 0,7 (Z61)x(B,C))x(A,BC)0q

o

X052 [(YF Z)X(E,F)0gen]x(A,BC)0,

X054(Y0,)x(A,B)F (Z0n)x(AB,C)

tf,gl

XPYX(D,E)05gq"" (Z0n)x(AB,C)

tf&mhl

XPYx(D,E)PP Zx(DE,F)0 to4)an

lCoC‘lotf,g@h

XPIYEZx(E,F)x(D,EF)04)0 .
oo B r(XY.2) 1 (X7[ ( x( )0a)0(r09)0h

(12.1.25)
ce qui équivaut, avec la définition des isomorphismes a4 5.c(X,Y, Z), a la commu-
tativité du diagramme

X0, (Y0,)A (P (261))x(A,B)x(AB,C) —— %o x0,4(v0,)4 (P (26,)) x(B,C)x(A,BC)0a

-1

Xzop,

X054(Y0,)x(A,B)*P (26,)x(AB,C)

tyg
XPYx(D,E)0sgq

ti®g,h

AB(20n)x(AB,C)

XPYx(D,E)PPZX(DE,F)0 5900

Xz

XPyP(Ez)(D,E

DE,F)6
)x( F)oreg)en wp.BEF

S lop—1

X0p4[Y 0,5 (261,)x(B,C)x(A,BC)ba

A
tg,n

X0 (YEZ)X(B,F)0y0n]x(A,BC)0,

(XPIYE2Zx(E,F)lx

XPyP(Ez)Px(E,F)

COCilotf,g®h
(D,EF)04)0(s04)0h

Dod

X(D,EF)0.0(sgg)0n -
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On applique sur Paréte supérieure le morphisme ( o les contraintes relatives aux
homomorphismes 6(A), 0(B), etc. sont omises)

9 0(f)®0
X0p4(Y09)" (P (Z61)) Ay xXPyero,4 (P (26n)) MZXDYD(EZ)WA%A(BG;L)

et la commutativité de (I) équivaut alors a celle du diagramme suivant :

XPYP(E7)0:40,4(P0,)x(A,B)x(AB,C) M)XDYD(EZ)OfAHQA(BQ;L)AX(B,C)X(A,BC)OQ
(0(5)®6(9)) 7" (6(£)®6(9)) ;"
XPY0:10,4 (P (201))x(A,B)x(AB,C) XPY0:10,4(P(201))* X(B,C)x(A,BC)b,
O)v)~* O)y)™!
X0;4(Y04)* (P (Z201))x(A,B)x(AB,C) X054 (Y0,)*(P(260))*x(B,C)x(A,BC)b,
Xz, 3 lop!
X0;4(Y04)x(A,B)*P (Z0n)x(AB,C) - X0;4(Y 0,7 (Z65)x(B,C)x(A,BC)b,
tig Atgon
XPYX(D,E)0;aq™ " (Z6n)x(AB,C) X0;4(YF Z)x(E,F)0yn]x(A,BC)bq
tigg.n CoC™ Yoty yon
XPYx(D,E)PPZXx(DE,F)0 s59)0n (XPYEZX(E,F)Ix(D,EF)0.)0(s0g)0n
Xz Pod

XPYP (P 2)x(D,E)x(DE,F)0(;g90n ——>= XPYP (P 2)Px(E,F)x(D,EF)0.0tg9)0n -
1®(wp,E,F1)

Pour finir, on montre que la commutativité de (II) équivaut a la condition de
cohérence de la modification w exprimée au morphisme (f, g, ), (12.1.13), multipliée
a gauche par XPY P (¥ 7). Pour cela, il suffit que les compositions verticales de (IT)
soient celles intervenant pour la cohérence de w. Pour I'aréte de gauche, apres avoir
explicité celle-ci, le résultat est obtenu avec le diagramme suivant (les contraintes
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relatives aux homomorphismes 6(—) sont omises) :

(0(f)®0(9)) 7"
XPyo;40,4 (P 2)*(P0n)x(A,B)X(AB,C) <—— XPYP(P2)0,40,4(P0,)x(A,B)x(AB,C)
X;h,l XOr,
(6(£)26(9)) 5"

XPY6;40,4 (P 2)x(A,B)*P0,x(AB,C) <———— XPYP(P2)0;40,x(A,B)*P0,Xx(AB,C)

III
x(f®g)~! x(f®g)
XPYX(D,E);0,E(Z61)x(AB,C)
0(f®g)z
XPyYx(D,EYPEZ0;6,420,x(AB,C) —— XPYP(EZ)x(D,E)0;g,*B0rx(AB,C)

x((fe®g)®h) ™" x((f®g)®h)

XPYX(D,E)PP ZX(DEF) ;9900 ———— > X Y (P 2)X(D.E)X(DEF)os09)0n »

I’aréte droite de ce diagramme est celle qui intervient a gauche pour la cohérence
de w, multipliée par XPYP(FZ). Le reste du parcours extérieur est I'aréte gauche
de (II). Enfin, ce diagramme est commutatif car (III) est l'expression en Z de la
modification x?(f ® g) (12.1.3). Pour I'aréte droite de (II), on procede de la méme
fagon et la vérification est laissée au lecteur.

e PS5 Enfin, les composantes en un objet A de K des modifications de (5.1,
HBMS5), notées ici par T' et A, sont données par les isomorphismes naturels, (6.1,
pt. 5 pour le cas d’une cofibration)

Ty T[’A(I,.):>GQA et Ajg:lg=Gq, OTA’[(.,I),

respectivement définis en un objet X de G par les isomorphismes de G :

Tu(X): ' Xx(I, A) 25 XTx(1,A) 222 x9,, (12.1.26)
AA(X): X X4 XATy(A, Dby, (12.1.27)

Les conditions de cohérence de T" et A s’obtiennent en utilisant celles des modifica-
tions v et § (12.1.16). Pour un morphisme f : A— B de K, elles correspondent &
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la commutativité dans G des diagrammes :

. TA(X05) as Ay (x05)
I(X05)x(I,A) ———— X0;0g, X0pA Ty (AR, <~ X0,
ifll lc izll lABm

I(101,) (X05)x(I,A) XOj5g, X0;4(101,)x(A,D)0a , XBIx(B,1)04,0;
tll,f(I,X)i lc tf‘lj(xj)l lc_l

. 5 o .

I"Xx(I,B)01, 0y rB<—x>1> X04500,0f) XBIx(B.D)bfg1,0a, <—— XPIx(B.D0(so1,)d,

(12.1.28)

Pour terminer, il faut vérifier que la modification « (12.1.22) est cohérente &
I'associativité et aux modifications I" et A. La cohérence des modifications «, I’
et A correspond & la commutativité, pour tout objet (X, Z) de G2, du diagramme

suivant de G :

OLAJYB(X,f,Z)

XAfX(Aa I)AIZX(AI7B)0(1A®1B XAU:IZX(I’ B)] (Aa IB)aagdA@)lB

i, ®4T(2)

- =

taaag (XAIX(AD), Z)i

XAfX(Av I)gdAA(ZalB)X(A7 B) XGIAA(ZHQB)X(Av IB)gaadA®lB
(AA(X))_1®A(ZiB)i J{tlA.gB(sz)
XAZx(A,B) — XAZX(A,B)91A®g59a9dA®1B .
CoCoi,p

La cohérence a ’associativité de la modification a correspond a la commutativité,
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pour tout objet (X,Y, Z,T) de G*, du diagramme suivant de G :

XAYx(A,B)*P Zx(AB,C)AB)C T ((AB)C,D)

K
aap,c,p(X*YX(A,B),2,T) XAYE Zx(B,C)]x(A,BC)0, AB)CTx((AB)C,D)
XAYx(A,B)AB[Z°Tx(C,D)|x(AB,CD)b, (AB)C, 1
a4 B.op(X.Y,28Tx(C,D)) XA[Y B Zx(B,0)x(A,BC)8, AP (T9, ) )x((AB)C,D)
XAYE[Z2CTx(C,D)|x(B,CD)]x(A,B(CD))0,0., ta,1p
agcyco—1 XAy B Zx(B,0))x(A,BC)* B Tx(A(BC),D)ba1,
XAYP[Z°Tx(C,D)]x(B,CD)|x(A,B(CD))01 4ababa1, aa,Be,pD(X.an B cDT)
1 ia XAYEZx(B,C)PCTx(BC,D)x(A,(BC)D)baba1
X061, A[Y P [29Tx(C,D)]x(B,CD)8a]x(A,(BC)D)84bar Aap . c,p(Y,2,T)
\

XA B[29Tx(C.D)Ix(B,CD)0a]x((A,(BC)D))0abar

(12.1.29)

Les détails sur la commutativité de ces deux derniers diagrammes sont laissés au
lecteur. La commutativité du premier s’obtient avec la cohérence des modifications
w, v et d, celle du second avec a la cohérence a l’associativité de la modification w.

- L’extension F(§), image de § par ’homomorphisme (12.0.1).
L’image de @ par (12.0.1) est une extension fibrée (r,p) de K par G,

G E, ) —K (12.1.30)

ou p est la fibration monoidale image par la biéquivalence (6.3.2) du pseudo-foncteur
précédent. La fibration p : E.)—K sous jacente est exactement celle de (9.3.13)
(et oubli des actions) construite avec 'objet (0, C,4) fourni par C1 (p. 489). La
structure de gr-catégorie de £, obtenue par (6.3.2) est la suivante. Le produit
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® : Eog) X Eq9y—E.@p) est défini sur les objets par I'égalité
(X,A)® (Y,B) = (X*Y)x"(4,B), A® B)

et au morphisme (z, f) x (y,9) : (X, A) x (Y, B)—(X', A") x (Y’, B') par I'égalité
(@.f) @ (y.9) = (tro (X" Y) 0y, f @ g),

ou la premiére composante correspond plus précisément & la composition (les con-
traintes d’associativité et les unités sont toujours omises) :

(XY NAB) - - - - - - - - - - - -~ = (XY )XO (A, B)0seg
””Ayi Tx(f@@g)‘l
X’@fA(Y’Hg)XQ(A, B) o X/efAY/AegXe(Ay B) W X’A/Y’HfAHgXQ(/L B).

La contrainte d’associativité est donnée aux objets (X, A), (Y, B) et (Z,C) de E ()
par 'isomorphisme :

(@a,B,c(X,Y,Z), a)

(X, A) e (Y,B)]@(Z,C) (X, A)e[(Y,B)®(Z,0)].

Enfin, (I, 1) est I'objet unité et les contraintes d'unité sont données en (X, A) par
les isomorphismes

(Aa(X), da)

FAX,A ~
L) xa) o xA)P (x aye ),

(I.1) ® (X, 4)

Passons a la définition de 'homomorphisme (r,®") : G—E ) (10.1.1, pour

un rappel) intervenant dans Pextension (12.1.30). Le foncteur r est a valeur sur

la fibre stricte de p au dessus de l'objet unité I de K. L’image d’un morphisme
x: X— X' est définie par le morphisme de L.

r(z) = (z@I) @iy ), 1) : (XI,1)—(X'I,1). (12.1.31)

I

Il est clair que 'image d’une identité en est une et, en utilisant la cohérence aux
unités de ’homomorphisme ¢(#) fournie par C1, r est strict pour la composition.
La contrainte de comparaison de r aux objets X et Y de G est définie par le dj-
morphisme

P(X,Y) = (" (X,Y),dy) : (XY),I)—(XI,I)® (YI,I) (12.1.32)

de premiére composante le morphisme ¢"(X,Y) de G :

(XY= —= == - =T = (XD (Y D)X, 1))0a,

a®51l T@I

XY D[("Tx(I.1))0a,) —— XI'V)("Ix(L, 1)ba,) —== (XD Y T)X(I, D)),

Y

ol ty est donné par (C3, 12.1.7). La cohérence de cette contrainte au morphisme
(r,9) : (X,Y)—(X",Y") de G2, correspond & la commutativité dans G du dia-
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gramme (les contraintes d’associativité et les unités sont omises):

~ 0" (X,Y)

(XY)I (XDNYT)x(I, )84,
lmfilu(yfill)
ayliy? (XTI60) (YI07))x(I,1)8g4,

lclotlbll(X’f,Y/f)

(X'Y")I6,,

1T (NI T
C_lotpT(X/,Y/) X I (Y I)X(I’I)edl °

En utilisant la définition des morphismes ¢", cette commutativité équivaut a celle
du diagramme

@LiyHiaarh

(XDI(YT)x(I,1)8q, (XT07) (Y I0r)x(I,1)b4,
~ - \LtlIle(X,f7Y,f)
ifl (Xj)I(Yf)X(Ivj)elngladI

|

(XD (YI)x(I,1)04,061, XY T)x(I,1)ba,.

o1
Elle est obtenue avec la cohérence aux unités de t et de C.

Pour terminer cette construction sur les objets de ’homomorphisme (12.0.1),
il reste & montrer que la suite (12.1.30) est bien une extension au sens de (10.1.1).
La composée pr : G— I est 'homomorphisme “nul” et r définit avec (2.4.1) un
homomorphisme ¢ = F(r,1) : G— N(p). Il reste & montrer que g est une gr-
équivalence. Puisque p est une fibration, il est suffisant de montrer que r réalise
une équivalence sur la fibre stricte p~1(I) de p au dessus de l'objet unité de K.
Sur p~(I), r est clairement pleinement fidéle. Ensuite, soient I* un objet quasi
inverse de I et e un isomorphisme e : [—T*I. Pour tout objet X de G, considérons
I’isomorphisme :

1
~ li;

ex 1 X 25 X (D) 25 (X (T D))0r, =5 [(XT)D))6y, .
Pour tout objet (X,I) de p~*(I), on a un isomorphisme p~*(I) : (X,I) (clp)
(r(X1I*),I) et r est essentiellement surjectif sur p~1(I). Ce qui termine la construc-
tion sur les objets de I’homomorphisme de classification (12.0.1). 0O

12.2. Construction globale de F et §
Soit # et 1 deux objets de Bimon(K, Bieq,(G)). On note G(0) et G(v)) les

pseudo-foncteurs monoidaux associés décrits plus haut. On commence par donner
une description de la catégorie Bimon(K, Bieqy)(6,%). On montre ensuite que
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I'on dispose d’un foncteur fidele G = Qg)y
G : Bimon(K, Biequ(0))(6, 1})—Bimon, (K, Cat)(G(¢), G(0)).  (12.2.1)
Par la biéquivalence (6.3.2), on obtient un foncteur fidele,
Bimon(K, Biequ(0)) (6, v)— Fibmong (Eg ) Ega): (12.2.2)
qui permet de définir en définitive un foncteur F = F 0.0
F : Bimon(K, Biequ(6)) (8, v))—Ext(K, G)(E(1), £(9)), (12:23)
localisation au couple (¢,1) de ’'homomorphisme de classification (12.0.1).
- Description de la catégorie Bimon(K, Biequ(9))(0,¢).

On utilise toujours les notations introduites en (9). Suivant (5.2) et (5.4), un ob-
jet s = (s, II*, M*) de Bimon(K, Biequ(G))(f,v) est une pseudo-transformation
naturelle de Bicat (K, Bieqyu(9)),

PRy — (12.2.4)
une modifications inversible de Bicat(K x K, Bieqy,(G)),
IT* : x¥.(50)=(s ® 5).X" (12.2.5)
et une modification inversible de Bicat(1, Bieq,(G))
M® Y (sol)=17, (12.2.6)

satisfaisant aux conditions de cohérence a l’associativité et aux unités du type
(5.2.1) et (5.2.2), adaptées au cas des (co)-morphismes (5.4). Ces cohérences
s’énoncent avec la commutativité des diagrammes de Bieq(G) suivants, pour tout

objet (A, B,C) de K? ot 'on a noté X et X pour 6(X) et ¢(X) :

x’(AB,C) — x’A,B)® o
(AB)C (AB)C (AB)C
S((AW / ey (SSBNSE
=S
—— x¥ x”’®l ~ o~ X
(AB)C AB)C (A B)C 1
s(a)
U
6 I® 2] ! /
s(a) A(BC) A(BC) AB0)
w? a
%(Bc» = s(A)s(BC) =X / l 5(A)(s(B)s(C))
A(BC) x?(A,BC) BC) I®x¥(B,C)

(12.2.7)
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s([)®s/l|\ M1 / S(A)®S:I/
l Q8 o ~

(12.2.8)

Explicitons ces données. On renvoie le lecteur & (9.3.15) pour une description de
la pseudo-transformation s : —1). Pour tout objet (A, B) de K x K, la composante
en (A, B) de la modification I1° (12.2.5) est une modification II% 5 de Bieq,(G).
Cette derniere est donnée par un isomorphisme de G,

I g« XV (A, B)sags—sa"spx" (4, B) (12.2.9)

tel que pour tout objet X de G on ait la commutativité du diagramme, (on note
respectivement 4 X et 4 X pour 8(A)(X)) et (A)(X)) :

. apy CLABBX X A b
xY(A,B)sagp” X ————> xV(A,B) (T X)x¥(A,B)sags

s s
HA,B\L J/HA,B

satspx’(AB)YPX ———> sa%sp (P X)X (AB) ———>= (% X)(sa™sp)x"(A,B)
&% (s(A)®s(B)) x

(12.2.10)

la fleche (s(A) ® s(B))x étant celle de (4.1.3). La cohérence au morphisme (f, g) :
(A, B)—(C, D) de K x K de la modification IT*

9(a,B)
AB————— >4 (12.2.11)
s<7 /
s(A)s(B
<« 0(f)®6(g)
XK
cD

f %)@s(D)
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correspond a la commutativité dans G du diagramme :

» 2(£®9) v XV (f®9) A
x¥(C,D)scpbsay XY (C.D)Yrggsan Yy Ygx¥(A,B)sagn

S S
Hb,Dl lnA,B

C o C A 0 A. A )
sc“spx"(C,D)0rgg WSC spOs©0yx"(A,B) d)f hgsa’spx’(A,B)
ou la fleche s(f) X s(g) est obtenue avec (4.0.1). }
Passons a présent & la description de la modification M* (12.2.6). On note par [
et J les objets de G respectivement associés aux pseudo-transformations 7 et ¥ de
(12.1.7). La modification M* se réduit juste & la donnée d’un isomorphisme de G :

M?: Jsp—1, (12.2.12)
tel que pour tout objet X de G, le diagramme suivant de G commute,
_ s(Dx =, %
(Js)) IX ———J ! Xs; — XJs; (12.2.13)
MSi iM“
I'x . XTI
tx

Les conditions de cohérence (12.2.7) et (12.2.8) correspondent & des diagrammes
commutatifs comparables & ceux de (12.1.13) et (12.1.16). Par exemple on obtient
pour la cohérence a l'associativié :

o
Wa.B,C

XY (A, B)x¥(AB, C)|s(apyc —————— 4x¥(B,C)x¥ (A, BC)Yus(ap)c

HZ@B,C

Xw (A’ B)SABA

I 5 X Ls
satspd(

Xsp.sB.5C

Bsex?(AB,C)

Bsa) xP(A, B)X?(AB, O)

s(a)~?!

A.X¢(B7 C)Xw (A7 BC)SA(BC')Ha

II° (A®(B®C))

AXY(B,C)saspex? (A, BC)O,

Iy Mg o

sa?(spPsc) X’ (A, B)x"(AB,C) — [sa?(sBBsc)(*X?(A, B)x"(A, BC))b,].

(12.2.14)

Les fleches HﬁﬁBlE Is, et I, - sont obtenues avec (4.0.1). La fleche s, 55,50
est donnée par la contrainte d’associativité (4.1.5).

Dans le cas ou K est discrete, on peut donner la correspondance entre les cobords
de L. Breen ([3], déf. 2.2.5) et la précédente description. La donnée (2.2.4.2) de loc.
cit. correspond ici a (12.2.4), de méme (2.2.4.3) et (2.2.4.6) qui s’expriment ici avec
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(12.2.9) et (12.2.10), correspondent aux modifications 115 5 de Bieq, (G). Enfin, la
condition (2.2.4.10) de cohérence & 'associativité s’exprime avec (12.2.14).

Pour finir, rappelons qu'un morphisme m : s=—s’" de
Bimon(K, Biequ(G))(f, ) est une modification m : s==s" de Bicat (K, Bieq, (G))
dont une description est donnée en (9.3.24), telle que pour tout objet (A, B) de
K x K les diagrammes suivants de Bieq, (G) commutent, ’expression dans G de

ces conditions est laissée au lecteur :

s(A®B)
6A©B) " mies|  o(AsB) (12.2.15)
XA,B Xa,B

s(A)®s(
e o=
0(A) ®0(B) mawms| Y ¥(A) @y(B)
w
s'(A)®s'(B)

o

»U/Tn I -

s'(I)

(12.2.16)

- Description du foncteur G (12.2.1).

Soit s = (s, II°, M?*) un objet de Bimon(K, Biequ(§))(0,7’). Son image
G(s) = (G(s), ) MG()) est définie & partir de la pseudo-transformation na-
turelle G(s) de Bicat(K°P, Cat),

G(s) : G())—G(8), (12.2.17)

déduite par oubli des actions de la pseudo-transformation (9.3.21). Pour compléter
la définition de G(s), il reste a définir les modifications inversibles

¢ - 79 (G(s) x G(s))=(G(s)®).T" (12.2.18)
ME®) 2 (G(s) o 1).FW) =, G0) (12.2.19)
respectivement de Bicat(K°P x K°P, Cat) et Bicat(1, Cat), satisfaisant aux condi-

tions de cohérences attendues. La modification M S correspond juste & la donnée
de I'isomorphisme (12.2.12). Pour tout objet (A, B) de K2, la composante en (A, B)
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de la modification IIS(*) est définie par le collage dans Cat,

Daap(A) ® ta(x? (A,B))
GaxGp ———GaxGp Gap —= AB
ta(sa)xta(sp) s gxs g td(SAASB)l f td((Hin)l)ltd(sA@B)
GaxGp W GaxGp ® GaB 2 (A.B)) Gas,

(12.2.20)
ot I , s est I'isomorphisme naturel de Cat défini, pour tout objet (X,Y") de GxG,
par la composée :

s(A)y

A
M, ey (X,Y) 1 (X50) 2 (Vsp) 25 Xsa2VAsp 20 (XAY)(s4%sp). (12.2.21)

SA*SB

La composante Hifs) de la modification TI¢(*) est donc définie en I’objet (X,Y) de
Ga X G avec l'isomorphisme de G4p :

G(s)
(XA Vs (A, B) - 22 S0 (XA (A, BYlsaes (12222)

@A\L T(HZ,B)I

Xs44Y 4spx?(A, B) - XAYsa4spx? (A, B).
s(A)y

Pour obtenir la modification annoncée, il reste a vérifier que cette famille II A(f;
d’isomorphismes naturels est cohérente aux morphismes, c¢’est-a-dire que, pour tout

morphisme (f,g) : (A, B)—(C, D) de K2, le cube de Cat

TV (C,D)
GoxGp G (12.2.23)
<i/ e
=
» ¢-)
GexGp Gep CTE)
H( ¥ty .
T /
t(05)xt(04) GaxGp GaB
g 4 -
TN xt— TG / D)
=
GaxGp Gap

T9(A,B)

est commutatif. On obtient cette commutativité comme en (12.1.21). En effet, il
suffit de remarquer que les isomorphismes II; ., (12.2.21) et 7., (12.1.20) sont
cohérents (par (9.3.19) pour Pessentiel) avec (12.2.4) comme seule donnée. Ensuite,
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le cube exprimant cette cohérence,

®@(Ixy(C))
e xGp Gep (12.2.24)
td(sc)jd(% Moo /
C
®(1x8(C)) sc¢ sp
GcxGp Gcp ta(Wsr ™ eg)
£t () t}’/
(67 )xt(6y) GaxGp GaB
i{(f\)xts(g) t? f‘i_
*g N
GaxGp SoA)) GanB

collé suivant la face commune & celui déduit de (12.2.11) :

ta(x"(C,D))

Gep G (12.2.25)
td(scy td(HE*,D)/
—
ta(x®) ta(scp)
Gcp X > Gob ta(tsg)
O t(Xw%
t(6546y) GaB GaB
= oy | U9
N t(nféB) / RN ta(san)
Gap — GAB

donne les cohérences de TI° (12.2.11) et de M%) (12.2.23) équivalentes, ce qui
termine ce point.

Pour en terminer avec les modifications II¢(*) et M) il reste & montrer que
II%() est cohérente & I'associativité, i.e. & la modification o : T.(T x 1)==G,.T.(1 x
T) (12.1.22) et que M%) et ME®) sont cohérentes aux unités. Ces cohérences
sont obtenues avec des diagrammes du type (5.2.1) et (5.2.2). La cohérence a
'associativité de IIG(*) revient & montrer que pour tout objet (A,B,C) de K3 et
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pour tout objet (X,Y,Z) de G2, le diagramme suivant de G commute

A 6 AB ) o’ (Xsa,Ysp,Zsc) A B 6 )
Xsa®(Ysp)x"(A,B)""(Zsc)x"(AB,C) — > Xsa“[YVsp~ (Zsc)x" (B,C)]x" (A,BC)0,

G(s) AppG(s)
) [

XA YxY(A,B)sage?B(Zsc)x? (AB,C) Xsa® [(YB Z)x(B,C)spgc|x(A,BC)b,
Hi\;fgf])s,c \L l(COC’I ®s(a))onfE)®c
X4 Yx¥(A,B)AP ZxV(AB,C)s(agpyoc ————= (X [YP Zx¥ (B,C)x"(A,BC)a)sagByc-
a¥(X,Y,Z)
(12.2.26)

Cette commutativité s’obtient de la méme fagon que celle de (12.1.25) ou, (12.2.7),
(12.2.22) et (12.2.26) doivent étre comparées a (12.1.12), (12.1.21) et (12.1.25).
Enfin, la cohérence aux unités s’exprime, pour tout objet A de K et tout objet X
de G, par la commutativité des diagrammes

- s - HG(S) -
T (Xsa) (I, A) =2 Js; [(Xsa)X(I, A) — = J - X\ (I, A)srea
ri(XSA)i lrﬁm
s(ga)
XSAHQA 4 XngSI®A
(12.2.27)
G(s)

- Aqrs - ~
Xsa IO (A, )0, <2 X542 (Ts1)XO(A, I)0q, ———> XA XY (A, Dsawrba,

is(dA)
AL (X) e
XSA X 'JXw(A,I)’lbdASA

A%(XSA)T

ou les fleches I' et A sont données avec (12.1.26) et (12.1.27). La commutativité de
ces deux derniers diagrammes s’obtient avec la commutativité de (12.2.8).

Soit & présent m : s—s’ un morphisme de Bimon (K, Bieq,(G))(8,v). Comme

pour les objets, son image G(m) : G(s)—G(s') par G (12.2.1) est définie & partir

de la modification de Bicat(K°?, Cat), G(m) : G(s)=G(s'), déduite de (9.3.1)
par oubli des actions. Avec (9.3.26), la composante de G(m) en un objet A de K
est donc I'isomorphisme naturel de £¢(G), tensorisation & droite par I'isomorphisme
ma : Sa—8y,

td(SA)

T
Ga tama)ld Ga. (12.2.28)

v

ta(s'y)

La condition de cohérence au morphisme f : A— B de K de G(m) correspond juste



Homology, Homotopy and Applications, vol. 5(1), 2003 511
a I'égalité dans G :

sply —s s (12.2.29)

mBGfL ll{)fmA

Sl ———1hss’

BYf T 3 Vrsy
En utilisant les conditions (12.2.15) et (12.2.16), cette modification G(s) est struc-
turée en un 2-morphisme G(m) de Bimon; (K, Cat) via les commutativités du
diagramme suivant de Cat :

td(sA)Xtd(SB)
m

GaxGp tatr o) GaxGp (12.2.30)

. ta(s/y)xta(s's)
Ti B
ti(sagB)

GawB ta(magn)

ta(saen)
pour tout objet (A, B) de K x K, et du diagramme suivant de G :
Js; (12.2.31)
K
I.

T/
Jsh

Jmg

Enfin, il est immédiat que cette définition sur les morphismes, détermine un foncteur
fidele G = Gy, (12.2.1).

- Description du foncteur F (12.2.3).

e Soit 5 = (s, II°, M?®) un objet de Bimon(K, Bieqy(§))(#,v). Son image
F(s) = (o, S) est un morphisme d’extensions fibrées («, S) : (v/,p’)—(r, p)

) E. y (12.2.32)
al

Ec)

K.

Le K-homomorphisme (5, &) : E )~ E.(g) est I'image par (6.3.2) de G(s), défini
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par (12.2.1) en (12.2.17)-(12.2.19). Pour mémoire, rappelons (voir aussi (9.2.6)) que
les images par (S, ®°) de I'objet (X, A) et du f-morphisme (u, f) : (X, A)—(Y, B)
de L, sont respectivement données par l'objet (Xsa,A) et le f-morphisme
(Ys(f) txusa, f): (Xsa, A)—(Ysp, B), de E(g), ot le morphisme Ys(f) " *usa
est la composée dans G:

Xsa 4 (Yog)sa —= V(psa) U ¥(spby) = (Ysn)oy.

De la méme manieére qu’ en (6.2.2) pour le cas cofibré, la contrainte de comparaison
@ est définie aux objets (X, A) et (Y, B) de E. ) avec le AB-isomorphisme de

E )

(1®igh o NG (X,Y) ™} 1ap) : S((X, A)(Y, B))—S(X, A)S(Y,B) (12.2.33)

de premiere composante 1’isomorphisme de G :

o) (x,yy-1 1@i=L
a,B (X, Qigp
[(XAY)X (A,B)]s A s~ [(X54)A (Vs5)X® (A, B) — 2 [(Xs.4)* (V)X (A,B)01 , .-

Enfin, la contrainte dunité ®5 = S(.J, I)—(I, 1) est le [-isomorphisme dont la
premiere composante est 'isomorphisme lil_l oM?: Js;—I1—104,.

Passons & la définition de la transformation a de (12.2.32). On renvoie le
lecteur en (12.1.31) et (12.1.32) pour un rappel sur les homomorphismes 7 et 7. La
composante de o en un objet X de G est l'isomorphisme de E ) au dessus de 1y,

ax : (XJ)sp, I)—(XI,1) (12.2.34)

s 1
de premitre composante : (X.J)s; — X (Jsg) XME oyt (X1)6,;,. Comme 7 et
7’ sont stricts sur 'unité, il est clair que « est cohérente aux unités puisque ay = <I>f .
La naturalité provient de la condition de cohérence (9.2.3) explicitée avec (9.3.9).
Enfin, il reste a vérifier la cohérence aux contraintes de comparaison, c’est-a-dire
que, pour tout objet (X,Y) de G x G, le diagramme suivant de L,y commute

Sr(XY) —2Y > p(XY) (12.2.35)
<1>5*¢T'J/ laﬁr
Sr(X)Sr'(Y) e T(X)r(Y).

En utilisant les conditions de cohérence aux unités de C' (9.2.3) et de ¢ (12.1.21),
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cette commutativité équivaut a celle du diagramme de G :

~. MS

[(XY)J]sr XvyI

W) @8y i
XJ LY LIx¥(I,1)ta, s1 XYT1Ix(1,1)8,,

ol @s(dr) 1 %
XJ (Y I)xY (I, I)s1018a, XITY TIxO(1,1)8y,

e (xJ,yJ) !

XJsr 'V Ts)X" (I )00 — oy (XD TV D)X (T )6y -

En utilisant la commutativité du diagramme de G

n¢(® (x 7y
XJsp LY Jsp)x?(I,I) XJ (v Hx¥UI,Ds1er

ol \L@I
) ) o1 ) ) @ xilygy |
XJsp 'y T(Jsr)x? (1,1) XJlysy T(Js)x(I,]) ————— XJ 'y 1" Jx¥(I,D)s101

obtenue avec la définition de TI¢(®) (12.2.22), la commutativité de (I) équivaut alors
a celle du diagramme suivant,

[(XY)J)sr - Xvi

¥ les?
XTIy D Ix¥ (I pa, s1 ——— XY Jsp T JIx¥ (1,0 va, s1
s(dy) s(dr) 11 59

P

L
XT 1Y T JxV (I, D)sre10a; —— XYJ T Jx¥(I,1)s10104,

nG ) (x il v, j) nGe) (xyJ,

- - u$ - - MS@ I ms [
XJLys T(Jsp)x?(I,1)0a; —— XY Js; "(Jsr)x’(I,1)0a, ———— XY T TIx°(I,1)04,

s(Dy 12.2.13 4
XJsr 'Y T(JTsr)x®(1,1)84, (xD) ("y "1)x°(I1,0)]04,

relyye Tve

Celle ci est obtenue avec la commutativité de (12.2.13) et de (II), cette derniere
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provenant de la deuxieme condition de cohérence de (12.2.27), soit :

(XY).J]ss e xvi

XY Js; T IxY (I, s1
s(dy)
XY J T Jx*(I,1)s10104, XY Js; '(Jsr)x°(I1,1)04,

nG) (xvJj,J) -
Ipars M3

- - M@ Tms
XY Jsp '(Jsn)x (1,1)0a,

XYTTIX°(1,1)0a,

e Pour terminer cette construction locale de F', il reste a donner l'image
F(m) : S—5’ d’un morphisme m : s—¢’ de Bimon(K, Bieqy,(G))(8, ). Celle-
ci est juste la K-transformation naturelle image par (6.3.2) de la modification G(m),
(12.2.28)-(12.2.31). La condition o/.(F(m)r) = « est obtenue avec (12.2.31). Il est
encore immédiat, avec (6.3.2) et la condition o/.(F(m)r) = «, que cette définition

sur les morphismes, détermine un foncteur I = Iy, (12.2.3).

- Construction globale de F et G.

La construction précédente permet de définir 'homomorphisme F de (12.0.1),
de définition locale la famille de foncteurs (12.2.3). Nous montrerons ici seulement
que la famille de foncteurs G = G, ,, (12.2.1) permet de définir ’homomorphisme G
de (12.0.2). L’homomorphisme F est alors obtenu pour Iessentiel par composition
avec la biéquivalence (6.3.2).

Les contraintes de comparaison et d’unité permettant de définir globalement
G sont obtenues & partir de celles de 'homomorphisme (9.3.1) et oubli des actions
(noté encore G par abus) :

G : Bicat(K, Bieq(G))—Bicat(K?, Bitors(G°))°” —Bicat(K, Cat)?”

Les contraintes d’unité de G et de G sont strictes (puisque celle de G 'est). Rap-
pelons que la contrainte de comparaison de G aux l-morphismes s : 80— et
r @ p—¢ de Bicat(KC, Bieq(G)): Cs, : G(r.s)=G(s).G(r), est définie par
tensorisation a droite des contraintes d’associativité de G. Elle a pour com-
posante en un objet A de KC, I'isomorphisme naturel de Cat : td(a:,er,sA) :
ta(r.sa)—ta(sa) o ta(ra). Pour deux morphismes composables s = (s,II%, M?) :
0—1p et r = (rII",M") : y—¢ de Bimon(K, Bieq (G)), la modification

Cs.r : G(r.s)=>G(s).G(r) précédente se complete en une modification inversible
de Bimon(K°P, Cat)°? :
Csr: G(r.s)=G(s).G(r), (12.2.36)

soit, avec la définition locale de G (12.2.17-12.2.19) et la définition de la composition
(5.5.1), que 'on a une modification

Cor : (Gr.s), TICTS) METN—(G(s).G(r), TS M MEE) prem)y,
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Avec la définition (5.3 p. 456), il faut donc vérifier la commutativité du diagramme
suivant de Cat :

ta(r.sa)xtq(r.sp)

/’/H\

GaxGp %C GaxGp (12.2.37)
ta(sa)ta(ra)xta(sp)ta(ra)
T3 b nee) T4 b
- t_d(TfAB_) o l//
Gan___ Cﬂ neenEOl " >Gap
~\\\\\‘\\-"——________—_—~_——_————’///,47
ta(sap)ti(ras)

pour tout objet (A, B) de K x K, et du diagramme suivant de G (ott M” : Kr;—.J)

K((r.s)r) (12.2.38)

I
MGG prm

K(’I"]S[)

Ces commutativités sont faciles & obtenir. Pour (12.2.38), par (12.2.19) et (5.5.1),
on obtient M&() = M. M"™ = M) M), Pour (12.2.37), isomorphisme de la
face avant est obtenu avec le collage dans Cat (voir 12.2.20 et 12.2.19)

Ix¢p(A) ® ta(x?(A,B))
GaxGp ———>GaxGp Gap — AB
|
ta(ra)xta(rs) T perp ta(ratrs) | ta((h 5) 7Y | ta(ran)
1xtp(A) ® Vo ta(x¥(A.B))
GaxGp ———>GaxGp Gap —= GaB
|
td(SA)Xtd(SB) ﬁHSA*SB td(SAASB): ﬂtd((H;,B)_l) td(sAB)
y
gAngTW)gAXgB ® AB

ta(x’(A,B))

On applique sur les arétes latérales les contraintes de comparaison ce qui donne
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lisomorphisme de la face arriere de (12.2.37)

Ix¢(A) ® ta(x?(A,B))
GaxGp ————=GaxGp Gap —= GaB
ta(r.sa)xtq(r.sp) N Irsgersp  ta(r.satrsp) ftq((I7.11°) 7YY | ta(ras)
Gax0p e GaxGp = Gap O A Gas ,

puisque les “conditions de recollement ” des isomorphismes II,,.r5, s, 45, €t
(I, )~ ', (I )" coincident sur aréte tq(sasp)ta(ra®rp).

On obtient ensuite que la modification C, (12.2.36) est la composante en (s,r)
d’un isomorphisme naturel :

Bimon(K, Bieq (9))(¢,¢) x Bimon(K, Bieq(9))(8,¥) ———— Bimon(K, Bieq(G))(¢,9)

GXGJ/ ¥ Co,4,0 lc

Bimon; (K%, Cat)(G(¢),G(¥))Bimon, (K, Cat)(G(v).G(9)) — Bimon, (K°7, Cat)(G(¢),G(9))

La naturalité se montre en collant aux diagrammes (12.2.37) et (12.2.38) des dia-
grammes du type (12.2.30 et 12.2.31 p. 511). Enfin, cette famille d’isomorphismes
naturels Cp 4, indexée sur les triplets d’objets, est cohérente a l’associativité.
Cette cohérence s’obtient aux morphismes s : §—, r @ YV—¢ et ¢ : V—w,
avec un collage comme celui utilisé plus haut et en utilisant les cohérences &
lassociativité des isomorphismes naturels I, .oy L urg, Il xsy €t (HZX,B)71

(HZ,B)_lv (HQ,B)_I-

13. Le théoreme de classification

L’objet de cette section est de démontrer le résultat principal de ce travail :

Théoreme 2. L’homomorphisme de (12.0.1)
F : Bimon(K, Bieq, (G))—Ext (K, G)?

est une biéquivalence de bicatégories.

13.1. L’équivalence locale

Soit ((r,A),p) : G — H - K. une extension de K par G. L’homomorphisme
r détermine une (G, G)-action sur la catégorie H. Les actions & gauche et a droite
sont respectivement données par les composées ty or : G—H—Eq(H) et tgor:
GP—H—Eq(H). Leur cohérence est obtenue avec la contrainte d’associativité
de H. En fait, on a un 2-foncteur,

Ext(K,G)— Bicat(G°?, Bicat(g, Cat)). (13.0.1)
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En effet, soit (o, S,v) : (r,A,p)— (', \,p’) un morphisme d’extensions. Par
l’isomorphisme fonctoriel (monoidal) « : Sr=1', le foncteur S : H—H' est G-
équivariant pour ces actions. Par exemple pour ’action a gauche, la composante
en un objet X de G de la pseudo-transformation (S,5%) : rot,—r' oty de
Bicat (g, Cat) définissant I'équivariance de S : S% : S o t,(r(X))=t,(r' (X)) 0 S,
est donnée par 'isomorphisme naturel :

S9(): S(r(X) ® —) 25 S(r(X)) ® S(—) X&' (X)) © 5(-) .

Ensuite, pour tout objet Y de G, 'isomorphisme naturel fourni par la cohérence
a l'action a droite S& : S o ty(r(Y))==ta(r'(Y)) o S, similaire & celui de I'action
a gauche, donne une G-transformation de foncteurs G-équivariants pour l’action
a gauche, ce qui donne (13.0.1) sur les 1-morphismes. Enfin, un 2-morphisme m :
(o, S,v)=(c/, S’,+") d’extensions de K par G, via la condition o’.(mr) = « vérifiée
par la transformation monoidale m : S==1T, détermine, avec la tranformation m :
S=95’ sous-jacente, une G-transformation : (S, 5% )==(9, 5’ ) cohérente a I'action
a droite (via la G-transformation induite par m pour laction a droite), ce qui donne
(13.0.1) sur les 2-morphismes. Il est clair que I'image d’une unité en est une et que
(13.0.1) est strict pour la composition des 1-morphismes. 0

Pour tout objet 6 de Bimon(K, Bieq,(G)), la catégorie E,g4), intervenant
dans l'extension F(#) (12.1.30), est a présent munie de deux (G, G)-actions, celle
précédemment définie (13.0.1) que I'on notera par (Eg),ty7,tqr) et celle donnée
par ’homomorphisme obtenu & partir de 'homomorphisme (9.3.3) et oubli de la
fibration,

Bicat(/C, Bieq,,(§))—Bicat (G, Tors, (K", G))— Bicat(G°?, Bicat(g, Cat))°".

(13.0.2)
On note 3, : G—Eq(E,g)) et Ba : G —Eq(E,(p)) les actions a gauche (9.2.5) et
a droite (9.3.14) sur E,(g) ainsi obtenues. On notera globalement par (E.@), 8y, 84)
cette (G, G)-action. On a alors :

Lemme 13.1. Ces deux (G, G)-actions sont isomorphes.

Démonstration. On veut établir une équivalence dans Bicat(G°?, Bicat(g, Cat))
qui soit un pseudo-isomorphisme. Pour les actions a gauche, on dispose d’un pseudo-
isomorphisme (i.e. d’un isomorphisme G-équivariant)

(1,€) : (Eeoy, tym)—(Ec(), By) (13.1.1)

de Bicat(g, Cat) de composante le foncteur identité 1p, ,, et dont I'expression
a l'objet X de G est donnée par l'isomorphisme naturel ex : t4(r(X))=054(X)
d’expression a l'objet (Y, A) de E.y), 'isomorphisme ex (Y, A) de E. ) :

(aa, 174) X(TH(Y), 94)

r(X)® (Y, 4) M D @ (Y, 4)] *(Y, A).

Les fonctorialités en (Y, A) et X sont claires et les cohérences a l'unité et la com-
position de G sont faciles a obtenir. Pour les actions a droite, on dispose, comme
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pour les actions a gauche, d’un pseudo-isomorphisme,
(1,n) : (Eco), tar)—(Ec(o), Ba) (13.1.2)
de Bicat(G°?,Cat). Son expression sur lobjet Z de G est donnée par

I'isomorphisme naturel 7z donné sur I'objet (Y,A) de E.4) par I'isomorphisme
nz(Y, A) :

aa®?, 1;4)" " - AY A2),da) !
(Y, A) @ r(2) Uy ag gy (1) LD (Y AZ, A).

Pour tout objet Z de G, on a la commutativité du diagramme de E. ) :

(e, a)

[r(X)(Y, A)]r(Z) r(X)[(Y, Ar(Z)] (13.1.3)
eX(Y,A)r(Z)l lr(X)nz(Y,A)
(XY, A)r(Z) r(X)(Y 42, A)
nZ(XKA)l leX(Y AZ,4)
(XY)4Z, A) (X(Y A2),A)

(ix'a, 1a)

Cette commutativité exprime la cohérence gauche-droite des actions précédentes.
L’isomorphisme naturel 7z est ainsi une modification soit une G-transformation
Nz : (1,€) otq(r(Z))=P4((Z)) o (1,€) de foncteurs G-équivariants pour les actions
a gauche. Enfin, la cohérence de cette derniére au produit dans G, montre que la
modification 7z :

ta(r(2)
(Ec(o), tgr) ———> (Ec(): tg7)

(1, €) . (1, ¢
zZ
.
(Ec(9), Bg)

E ),
( (0) ﬁg)W

est l'expression en Z d’un pseudo-isomorphisme de Bicat(G°?, Bicat(g, Cat)) que
I'on notera par (€,1)q : (Ec9), tgT, tar)—(Ec9), By, Br) dans la suite. 0

Lemme 13.2. Les 1-morphismes (e,n)_ : (Eq—y,tgr,tar)—(Ec—y, By, Br) sont
les composantes d’un isomorphisme :

Bimon(K, Biequ(§)) L Ext (K, G)%

oublil 3 i(lB.O.l)

Bicat(K, Biequ(9)) 1502) Bicat(G?, Bicat(G, Cat))°?.

Démonstration. Pour s : §—1 un l-morphisme de Bimon(K, Bieqy(G)), on
note S : Ey)—F.@) le foncteur sous-jacent aux foncteurs G-équivariants de
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Bicat(G?, Bicat(G, Cat)) obtenus avec le précédent diagramme. Il faut Com-
mencer par montrer que le diagramme suivant de Bicat(G°?, Bicat(g, Cat)),

(Eetys tars tar) —>—= (Ec(p), tyr tar) (13.2.1)
(e,m)4 (e,m)e

(EC(w)v ﬂga ﬁd) T’ (Ec(Q)v 597 ﬂd)

commute. Pour cela, il suffit que les conditions de G-équivariance du foncteur
S pour les actions définies par r et ' ainsi que la compatiblité aux cohérences
gauche-droite se déduisent de celles données en (9.2.7) pour B, et (9.3.23) pour (4
par post-multiplication de (e,7). Par exemple, pour les actions & droite et pour
I’essentiel, on obtient le résultat avec le diagramme suivant

. ng P o) )
Ysa®(XJTs1)x?(AD)04, : YA (X T)x?(ADsagi0a,

A 1 A

- s(A)x 5 niff)(yf‘-x,j) ~
YsatXA(Js)x?(A1)0a, ——> Y* Xsa?(Js)x?(A1)04, ——> Y XA JxY(A)sagrba,

Agys \LAM& s(da)

3 s(A) ] B
YAt X AN (A,1)0a, —————> Y4 Xsa?Tx?(A1)0a, 1 YA XA TP (A ), 54
69~
(591 %)t

Y®s(A)x
Ysa?X YA Xsa.

La commutativité de (I) est obtenue avec la définition TI¢(*) (12.2.22), celle de (IT)
avec la cohérence de TI¢(*) aux unités (deuxieme diagramme de (12.2.27)). Pour
poursuivre, on vérifie que (13.2.1) est cohérent aux 2-morphismes c’est-a-dire que
pour toute modification m : s— s’ de Bimon(K, Bieqy,(G)), le diagramme

S
P

(Ee(p) tgritar) 4 F(m) (Eeg),tgrtar) (13.2.2)
—~—— 7
S/
(em)w (e;n)e

S
—_ T

(Ec(y), Bgs Ba) 4 F(m)  (Ecg), By, Ba)

~—~—— 7
S/

de Bicat(G°?, Bicat(g, Cat)) commute. Enfin, on obtient de méme les conditions
de cohérences aux unités et a la composition des 1-morphismes. 0O

Proposition 13.3. Pour tous objets 0 et 1) de Bimon(K, Biequ(G)), le foncteur
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(12.2.3),
Ey , : Bimon(K, Biequ(9))(8,¥)—Ext(K,G)(F(y), E(9)),

est une équivalence.

Démonstration. Par construction Fy , est clairement fidéle. Montrons que ce fonc-

teur est plein. Soit p : F(s)—F(s’) un 2-morphisme d’extensions. Par (13.0.1),
la transformation naturelle ;1 : S—S5’ (ott S = F(s)) est G-équivariante pour les
(G,G)-actions sur E) et E.g) respectivement induites par r’ et . Ensuite, la
composition dans Bicat(G°?, Bicat(g, Cat)) :

S
(6’77);1 / //K—\ (e;m)o
(Ec(w)v ﬁgv ﬁd) E— (Ec(d;)> th s tar ) I p (EC(G)? tg’l", th) E—— (Ec(0)7 597 6(1)7
~—
S/

structure p : S— 5’ en une transformation G-équivariante pour les actions 3. Par
ailleurs, puisque py = p’, la composante de p en un objet (X, A) de E,(y) est un A-
morphisme et u est une KC-transformation G-équivariante pour les actions 3. Ainsi,
w: F(s)—F(s’) est un morphisme de Bicat(G°?, Tors,(K°?, G))(F(v), F(§)). Par
(9.3.3), p est donc 'image d’un morphisme m : s—s’ de Bicat(K, Bieq(G))(0,).
Explicitement, pour un objet (X, A) de E,(y), le diagramme commutatif de ) :

S(X,A) X5(1,A)

WA» ex (5(1,4))
S

SO (X)(I,A)) —2> S/ (X)S(I,A) —> > r(X)S(I,A)

(X, A) Ni wi iT(X)H(I,A) X (1,4

S’ (' (X)(I,A)) — S'r' (X)S'(I,A)) — r(X)S'(I,A)
oS ax

A-A» €x(5‘m

S'(X,A) X8'(I1,A)

donne fu(x,4) = *p(r,4) (G a une unité stricte). La composante en A de m :
s—s' est donc donnée par 'isomorphisme m4 : s4—s’y de G tel que (s4i;') o
m 4 soit la premieére composante de (1, A)- Il reste & montrer que m : s—s’ est
sous-jacente & un morphisme m : s— s’ de Bimon(K, Bieq,(9))(¢,) (12.2.15-

12.2.16), tel que F'(m) = p. La condition (12.2.15) de cohérence aux produits,
est obtenue en utilisant la cohérence de i aux contraintes de comparaison de S et
S’. Cela dit, puisque (6.3.2) est localement un isomorphisme, p est 'image par

(6.3.2) d’'un morphisme G(s)—G(s’) de Bimon,;(K°?, Cat)(G(¢),G(8)) défini a

partir du morphisme G(m) : G(s)—G(s') de Bicat(K°, Cat)(G(¢)), G()) donné
par (12.2.28). En particulier, la cohérence au produit de p équivaut a celle de G(m)

(12.2.30). A Dobjet (I,1) de G4 x Gp, on obtient avec (12.2.30) la commutativité
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du diagramme de G :

I 5

SA ASBXG(A7 B) D Xw(A7 B)SA®B

ma “mp li \Ll MARB
s,

sy AspX? (A, B) <= x*(A, B)s)y

qui est aussi suffisante pour obtenir la condition de cohérence (12.2.15) cherchée.
La condition (12.2.16) de cohérence aux unités est obtenue de fagon similaire en
utilisant celle de pu.

Montrons & présent I'essentiellement surjectivité. Par la biéquivalence (11.5.1),
il suffit de montrer quun morphisme d’extensions fibrées, («, £) : F(¢)—F(9)

By , (13.3.1)
///////J:////27' \\\\\\E\\\\\\s
L
al
- //////;;////)7

L,

g K

est dans l'image essentielle de Fy ,. Cette preuve s’obtient comme précédem-
ment en considérant le caractére G-équivariant du foncteur £ sous-jacent au
K-homomorphisme L. Par (13.0.1), le foncteur £ : E.)—FE.qg) est G-
équivariant pour les (G, G)-actions induites par ' et r. La composition dans
Bicat(G°?, Bicat(g, Cat))

(e n) (e;m)
(Eety), Bgs Ba) —— (Eeqpy, tgr’, tar’) £ (Ec(oy, tgr,tar) e (Ec(0y, By, Ba),

rend £ G-équivariant pour les actions §. Avec (9.3.3), £ est donc isomorphe a
I'image par F' d’un objet
s:0— de Bicat(K, Bieq,(9))(0,v). (13.3.2)

On dispose donc d’un KC-morphisme G-équivariant pour les actions § : F(s) =
S (noté Es en (9.3.22-9.3.23)) et d’une K-transformation G-équivariante pour les
actions 3, p: L=§ :

Ee(y)

AN
N

Eeo)

L’isomorphisme naturel p permet de munir le foncteur S d’une structure monoidale
S = (S, ®%) pour laquelle x4 devient une transformation monoidale. Puisque p est
une K-transformation et £ un -homomorphisme, les images par p des diagrammes
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de Eeg)
L((X,A)(Y,B)) oL L(X,A)L(Y,B) £(J,I0)
g
W o ;LL (I,I)
S /‘I’o
S((X,A)(Y,B)) — S(X,A)S(Y,B) S(J,I)

montrent que ®°((X, A)(Y, B)) et ®S sont respectivement un AB-morphisme et un
I-morphisme. § est ainsi un K-homomorphisme. Ensuite, le collage dans grCat

a(p™t.1) : Sr'=Lr'=r, donne un isomorphisme naturel ¢ : Sr'==r, qui
détermine un morphisme d’extensions fibrées isomorphe, via p, au morphisme («, £)

0(1/1) (13.3.3)

//

U la S| £ 1L

i est & présent un 2-morphisme d’extension et est donc avec (13.0.1) une transfor-
mation (G, G)-équivariante pour les actions données par r et r’.

Pour terminer, montrons que le morphisme s : 9—>w de Bicat(K, Bieq(G))
défini en (13.3.2) est sous-jacent & un morphisme s = (s,I1%, M*®) : §—) de
Bimon(K, Bieq (G)), dont I'image par F est le morphisme d’extension ((, S). On
obtiendra ce résultat au lemme (13.7). Puisque (6.3.2) est localement un isomor-
phisme, le C-homomorphisme S est I'image par (6.3.2) d’un morphisme

S = (G(s),II°, M) : G(¥)—G(0) (13.3.4)

de Bimon; (K°P, Cat). Comme en (12.2.17), le morphisme G(s) de Bicat(K°P, Cat)
est obtenu avec (9.3.21) par oubli des actions. Comme en (6.2.2) pour le cas cofibré,
les contraintes de comparaison et d’unité de S sont définies via les modifications :

1% : T9.(G(s) x G(s))=(G(s)®).TY et M :(G(s).])..FW) =50,

Rappelons que la composante en (X,Y) de I'isomorphisme naturel Hf;, B
I3 5(X,Y) : (Xsa) A(Ysp))X* (A, B)— (X *Y)x*(A, B))sass ,
donne avec I’isomorphisme de Eq) :

(X, A), (Y, B) = ((Lizgp) o (I3 5(X,Y)) ™", Lagn), (13.3.5)

la contrainte de comparaison de S en ((X,A),(Y,B)). L’isomorphisme M :
Js;—1, unique composante de la modification M*, donne la contrainte d’unité de

S

S = ((1i; YoM, 17): (Js;, I)—(I, I) . (13.3.6)

o
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Lemme 13.4. La famille d’isomorphismes, (A, B) objet de KK x K,

2 =1 (1) : (sa “sp)x" (A4, B)—x"(4, B)sass

représente les composantes d’une modification inversible : 11° : x¥.(s®)=(s®s).x?
de Bicat(K x K,Bieq,(G)) (voir 12.2.5). De plus, la modification TI¢(*) définie
par II° avec (12.2.18) et la modification I1° donnée par (13.3.4) sont égales.

Démonstration. Les pseudo-isomorphismes € (13.1.1), n (13.1.2) et la cohérence
de S aux actions via € et 7, donnent la commutativité de diagramme de E.q) (le
symbole =2 est utilisé pour signifier la cohérence de S aux actions) :

S((X,A)(Y,B)) . S(X,A)S(Y,B) S(X,A)[Y S(1,B)]
S(ey (1,B)) S(Ey(IvB))T ey (S(1,A))
S[(X,A)(r'(Y)(I,B))] ﬁ S(X,A)S8(r'(Y)(1,4)) is S(X,A)(Sr'(Y)S(1,A)) CL S(X,A)(r(Y)S(I,B))

S[((X,A)r'(Y)(I,B)] i S((X,A)r'(Y))S(I,B) ?S(S(X»A)ST/(Y))S(LA))C? S(X,A)r(Y))S(1,B)

S(ny (X,A)) S(ﬂy(XvA))i ny (S(X,A))

S((X4Y,A)(I,B)) — S(X4Y,A)S(1,B) (8(X,4)Y]S(I,B)
P

dont le parcours extérieur est le diagramme commutatif (les contraintes d’unité isp
ainsi que les contraintes d’associativité relatives & G sont omises) :

S(XA)(VB) — 2 s(x,A)S(VB) — = > (Xs4)*(Yse)x’(A,B), AB)

=i i(d’Av lap)

S((XAY,A)(I,B)) —— S(X*'Y,A)S(I,B) —————> ([((Xs4)*Y)*sp|x’(A,B), AB).
*S (s(Dy' 1ap)

En explicitant les morphismes ®° intervenant dans le diagramme précédent, on
obtient, pour tous objets (4, B) de K x K et (X,Y) de G x G, la commutativité du
diagramme de G (voir aussi (12.2.22) p. 508) :

(X5 ) AV sp)N (A, B) 2 (XAY) (A, BYsaen (1341)

@AJ/ T(HZ,B)I

Xsa4Y4spx?(A, B) BT XAYsa4spx? (A, B) .

S )y
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Par ailleurs, le diagramme commutatif de E. ),

pS

SI((L,AI,B)YX]— — — — — > S((I,A) (P X,B)) —————— 5(1,A)8(% X ,B)
Slnx ((I,A)(I,B))] Ts[lnx(I,B)] 18(nx (I,B))
~ S
S[((1,A)(1,B))r' (X)] ———— S[(I,A)((I,B)r'(X))] — S(I,A)8((I1,B)r' (X))
19S5 35

S((I,A)(I,B))Sr'(X) —_— (8(I1,A)8(1,B))Sr'(X) ———— S(I,A)(S(1,B)Sr' (X))
o

1¢x MX\L 1¢x
S((I,A)(I,B))r(X) T) (8(I,A)S(1,B))r(X) e S(1,A)(S(I,B)r(X))
Inx IT,X\L Inx
[S(TAUIB)Y ———F—> [T, ASUB)* — — — — — — > S(1,A)[S(I1,B)*
[@S1%

donne en utilisant la cohérence de S aux deux (G, G)-actions, le diagramme com-
mutatif de E ) :

% 1aB) S
(x"(A,B)*P)X)sap, AB) — (* (P X)xV(A,B)sap, AB) —> (sa* (" Xs5)x"(A,B), AB)

(s(AB)x» 1AB)T T(S(B)Xv 1aB)

(XY (A,B)sap)*PX, AB) ———= (sa®spx’(A,B)*PX, AB) — (sa* (s X)x°(A,B), AB) .
(@51 % (@M xx,1aB)

Enfin, par la commutativité de (13.4.1) et en explicitant les morphismes ®° et [®5]X

intervenant dans ce dernier diagramme, on obtient la commutativité du diagramme

de G (voir (12.2.10)) :

» AB s48B)x (AB) XX A.(B »
XY (A,B)sagp® " X — > x"(A,B) Xsagp —> (T X)xV(A,B)sags

s s
HA,B\L inA,B

satsex’(4,B)4PX satsp? (PX)X*(A,B) ————> 4 (P X)(sa?sp)x"(4,B).
(+()®s(B)) x

Xk

(13.4.2)
pour tous objets (4, B) de K x K et X de G.
Terminons la démonstration du lemme (13.4). Le diagramme (13.4.2) montre que
I'on a une famille de modifications de Bieq(G) : II5 5, (A4, B) objet de K x K
(voir 12.2.9). Le diagramme (13.4.1) définit HiB comme en (12.2.20 p. 508 ) et
la cohérence de Hj p €équivaut donc a celle de ITY) 5 (une preuve rapide pour la
cohérence de II5 p consiste a utiliser celle de HiB exprimée & 'objet (I,7)). Enfin,

il est clair avec (13.4.2) et (13.4.1) que HiB = Hi’(;). 0
Lemme 13.5. L’isomorphisme M = Js;—I donné par la modification M*°

est la composante d’une modification inversible : M* : ¥.(s o I)==17 de
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Bicat(1, Biequ(G)) (voir (12.2.6), (12.2.12) et (12.2.13)). La modification M)
définie avec (12.2.19) et la modification M® donnée par (13.3.4) sont égales.

Démonstration. 11 suffit d’établir la commutativité du diagramme (12.2.13). En
utilisant (13.3.6), cette commutativité est obtenue & partir du diagramme commu-
tatif de Ec(g),
. L - I . Xa, -
— S ———=I.D)F - - - = =) <~ ¥ [S(J )] <~—
nx nx €ex ex
. ®o 1 - (2.d)(T.g) - 19, B,
S(J,Dr(X) ——— (L.Dr(X) ————> r(X)(I,I) =——— r(X)S8(J.I)
¢x ¢x X ¢x

- Do 1 ~ (A,d)(T,g) ~ 1@, -
~ S(J,1)Sr (X) —— (I,1)Sr' (X) ——= S/ (X)(I,]) =—— Sr'(X)S(J,I) ~

»S (T,9) (A,d) »S
_ S(I.9) s(a.d) _
S[(J,Dr'(X)] ———= Sr'(X) ———= S'(X) ————= S[r'(X)(J,I)]
S(nx) S(ex)
SIDY) = == == === =~ e =S¥ (1))
la suite est laissée au lecteur 0

Lemme 13.6. Les modifications 11° (13.4) et M*® (13.5) sont cohérentes aux sens
de (12.2.7)-(12.2.8) et définissent ainsi un morphisme s = (s,1I°, M®) : 0—1) de
Bimon(K, Bieq (9)). De plus, le morphisme G(s) que s définit avec (12.2.19) et
le morphisme S donné par (13.8.4) sont égauz.

Démonstration. Les conditions de cohérences (12.2.7) et (12.2.8) (voir aussi
(12.2.14)) sont respectivement dues a la cohérence & 'associativité de la contrainte
de comparaison (13.3.5) et a la cohérence de la contrainte d’unité (13.3.6) de S. Cela
dit, par (13.3.4) la cohérence des contraintes de S est donnée par celle des modifi-
cations IT° et M® cest-a-dire des modifications 1) et ME() par les lemmes
(13.4) et (13.5). La cohérence & l'associativité de TI¢(®) (12.2.26) donne pour
X =Y = Z = I le diagramme (12.2.14), exprimant la cohérence a I’associativité
de II° (12.2.7). De méme (12.2.27) donne pour X = I la cohérence de M? et II°
aux unités (12.2.8). Il est clair que le morphisme G(s) image de s = (s,11°, M®) par
(12.2.19) est le morphisme S donné par (13.3.4). O

Lemme 13.7. Le morphisme d’extension ((,S) (13.3.8) est l'image par F du mor-
phisme s = (s,1I°, M®) donné par (13.6).

Démonstration. Par (13.3.4) et (13.6), S est I'image par (6.3.2) du morphisme
G(s) = (G(s), I M) ce qui donne (12.2.32). 1l reste donc & montrer que
¢ : Sr'==r est de la forme (12.2.34). Ce dernier résultat est obtenu avec la com-
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mutativité du diagramme de F ) :

S(*(J, D)) XS(J,I)

Slex (J,D) ex (8(J,1))

- oS - (x 2
S(r'(X)(J,I)) —>= Sr'(X)S(J,I) —> r(X)S(J.I)

1 S(A,d)T 1q>fi imx)cp;? X oS

S(r'(X)) —— S/ (X)(I,I) ? r(X)(I,I)

a.d)
11 B
ex (I,I)

sr(X) = X(L1),

X objet de G. Les commutativités de (I) et (II) s’obtiennent en utilisant la définition
des morphismes (A,d) et ex. Ce qui termine la démonstration de D'essentielle
surjectivité et de I’équivalence locale (13.3). 0

13.2. La biessentielle surjectivité

Proposition 13.8. L’homomorphisme F : Bimon(K, Bieq, (G))—Ext(K, G)?
de (12.0.1) est biessentiellement surjectif .

Nous avons vu en (11.5.1) qu’une extension quelconque ((r, A), p) est équivalente
a une extension fibrée (11.2.3)

H (13.8.1)
Q/S \*K,
- auEp/

dont les fibres strictes sont les fibres homotopiques de 'extension ((r, \),p). Il suffit
donc de montrer que cette extension fibrée (s, ) est dans I'image biessentielle de
E.

Proposition 13.9. Une extension ((r, \),p) détermine avec les fibres homotopiques
de p une KC-fibration en G°P-bitorseurs dont l’image par (9.3.2) admet pour fibration
sous-jacente celle obtenue avec lextension (s, ).

Démonstration. Rappelons que le morphisme s est la composée G 4N (p) - E,
ot ¢ = (7, ) et que la fibration monoidale 7 : E,,—K provient du pseudo-foncteur
monoidal G, défini sur £ par (11.5.2). Pour chaque objet A de K, le G-torseur a
gauche associé a la fibre homotopique H(4) de p au dessus de A,

aa: G—Eq(Ha), (13.9.1)

/ . . 52 . X tgq(X) Fg,

est défini en un objet X de G par I'équivalence : * (=) : Hay — Hga) —
H(ay, ot t4 est la translation a gauche dans E,,. Pour un objet (Y, f) de H(4), on
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a donc X(Y, f) = (rn(X)Y, Ax * f) ot Ax * f = p(r(X)Y) 25 pr(X) @ p(v) 24
T®A 2% A. Avec le pseudo-foncteur monoidal G, (11.5.2), cette action correspond
au foncteur :
gx1 Tr,a Fyu
GxHay — Ry xHay — Hagay — Hay.
La contraintes d’unité de cette action est obtenue avec les collages dans Cat :

1 Tr,
ng(A) —qX>H(I)><H(A) %H([A)

T Uq’g T UGA iFyA

IXH(A) = IXH(A) = H(A).

De méme, la contrainte de comparaison est obtenue avec le collage :

1><TI,A IXFg
Hny<H1a) — HuyHa)

TI,Ai

gXgxl
GXGxH(a)y ——> HnXH)xH(a)

TI,lel TarrA TI,IA\L
T

I1,A Fq Fixg

@x1 toda HaunxXHay —— Huna) — Huaa) —— Hua)
gx1 Tr,A Fg

GH(a) ——— HuyXH(a) Hay =——=Hua Hay-

Cette contrainte exprimée aux objets (X,Y’) de GxG et (Z, f) de H(4), correspond
a l'isomorphisme de H4) : ao @ : YX)(z, /) —Y(X(Z, f)). Par (11.3), le choix
pour chaque objet A de I d’un objet r4 = (04, Aa) de H(4) définit une équivalence,

Oa:G—Hy, X Xra, (13.9.2)
et (H(ay,@a) est ainsi un G-torseur a gauche. L’action a droite sur ce G-torseur,
Ba: G —Eqg(aa), (13.9.3)

est défini en un objet Z de G par 1’équivalence équivariante pour ’action a gauche,

F 4
taq(Z) d
(—)Z : H(A) d—> H(A@I) SN H(A).
ol tq est la translation a droite dans E,,. L’équivariance pour I'action a gauche, en
d’autres termes la cohérence gauche-droite, est obtenue avec le collage dans Cat :

axlixgq Tr,ax1 Fgx1
gXH(A)Xg _— H(I)XH(A)XH(I) H(IA)XH(I) —_— 'H(A)XH(I)

1><TA,I\L barar TIA,I\L TA,Ii
I F,

Tr Ar a X1
13 Hny}<H ar) ——— H(1(an) <=——— H1ayr —— Hcarn

IXF _q F o _q Fo_q F -1
dAl ldAl dia dy

GHay ——— > HuyXHia) —————> Haga) ——= Huga) ———— > Ha)
gx1 Ty A Fg
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Les contraintes de § sont définies de la méme fagon que celles de I’action a gauche.
Enfin, pour chaque objet A de K, (H(4),aa,B4) est un bitorseur puisque le fonc-
teur Oy : G—Hay, Z—r 47 est une équivalence. La structure de K-fibration
en bitorseurs est facile a obtenir. En effet, pour tout morphisme f : A—DB
de K, le foncteur Fy-1 @ Hipy—H4) (11.5.2) est strictement équivariant pour
les deux actions puisque que l'on a pour tout objet X de G Fy-1 o ap(X) =
aa(X) o Fr-1 et Fy-1 03p(X) = fa(X) o Fp-1. De méme les contraintes strictes
Fyp = FgFy et Iy = 1 sont clairement G-équivariantes. On dispose donc d'une
KC-fibration en G°P-bitorseurs c’est-a-~dire d’un objet, ici homomorphisme strict, de
Bicat(K°P, Bitors(G°)). Enfin, il est clair que I'image de cet objet par (9.3.2)
admet pour fibration sous-jacente celle obtenue avec 'extension (s,7) : E, —— K

O

La construction qui vient d’étre donnée est fonctorielle, en poursuivant on mon-
tre que l'on dispose d’'un homomorphisme (& comparer ce avec (13.0.1) ou seul
I’homomorphisme r était utilisé):

Ext(KC,G)—Bicat(K?, Bitors(G)). (13.9.4)

Proposition 13.10. Modulo le choix, pour chaque objet A de K, dun objet
ra = (04, a) de H(ay et d'une G-équivalence quasi inverse O% de la G-équivalence
(13.9.2), une extension ((r,\),p) détermine un objet de Bicat(/C, Bieq(G)) dont
limage par (9.3.3) admet une fibration sous-jacente équivalente a celle obtenue
avec extension (s,m) de (15.8.1).

Démonstration. Par la proposition (13.9) et la biéquivalence (9.3.1), ce résultat est
immédiat puisque de tels choix pour chaque objet de Bitors(G°’) détermine une
biéquivalence quasi-inverse de (8.4) et donc de (9.3.1). 0

Explicitons cette proposition. Comme en (8.2.1)-(8.2.3) pour les torseurs a
droite, de tels choix déterminent une famille de biéquivalences de G (8.2.6),

(0(A), 1) : G—G, Zw—2Z; AobjetdeKk, (13.10.1)

o147 := 0%((ra)?). La contrainte de comparaison ®* est obtenue & partir de la G-
transformation 7 : 13, =>0407 d’expression en (r 4)Z Dlisomorphisme fonctoriel
en Z :

(ra)? 22, "2 (p ). (13.10.2)

Cette contrainte est définie aux objets X et Y de G par 'unique isomorphisme de
G défini par la composition dans H )

nxXy

(ra)XY) Ay,
[
éﬁl 24XV, ,
v
(ra)X)Y ——— (X )Y ———= X ((r0)Y) — XAV, ) ——— x4y,

(nx)Y AX (1y) (@)~ 1

(13.10.3)
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Comme en (8.2.7), on dispose d’une famille d’équivalences de Bicat(G°?, Tors,(G))
Oy :TyoB(A)=B4 Aobjetde K, (13.10.4)

(notée aussi Oa : (Gir, 0(A))==(H(a), @, B4) dans la suite), de composante la
G-équivalence (13.9.2) et d’expression pour un objet Z de G, la G-transformation

Oz :040tg(AZ)=Ba(Z) 004 (13.10.5)
. . x4z X4z Y02 x(. 2
ou pour un objet X de G, Ogz(X) : ra = S 4ra) — (ra”) =~
(XTA)Z.
Ensuite, pour un morphisme f: A— B de K, 'objet de G
9f = OZ(Ff—l('r’B)) (13.10.6)

et Iisomorphisme de H( A)
Fra(rp) -5 01 (r ) (13.10.7)

donné par la G-transformation 7 : 13 ,,=>040% exprimée en Fy-:(rp), donnent
une modification de Torsy(G)

ta(0y)

G——" >¢ (13.10.8)
OB UOf Oa
Hp) o Hay s

N Xngp)™!
o, Op(X) : X1(ra) m X (% (ra)) =5 X(Fy-1(rp)) = Fy-2(¥rp).
Pour deux morphismes f: A— B et g : B—C de K, 'unique isomorphisme de G,

Ctg 1 0gr—040s, (13.10.9)
donné par la composition dans H4)

g f

Flgn-1(rc) %9f (ra)

|
Ffl(ng)l | CF9(ry)
0 - 0 %9 (ng) N \
Fi1(%9(rp)) ———— "9 (F;—1(rp)) ————— %9 (% (rp)) ————> @990 () ,

définit les contraintes de comparaison (9.2.2) d’un objet § de Bicat(K,G). L’image

de cet objet par (9.2.1) donne une K-fibration G-torseurs. Enfin, La modification
(13.10.8) est la composante en f d’une équivalence (notée par ces composantes)

O_ :G—H_ de Bicat(K°, Tors,(G)) (13.10.10)

entre cette derniere K-fibration en G-torseurs et celle définie par I’extension (s, ).



Homology, Homotopy and Applications, vol. 5(1), 2003 530

Lemme 13.11. Awvec un choiz approprié des G-équivalences quasi-inverse O%, les

équivalences 0(A) ainsi que l’objet 6 de Bicat(KC,G) qui vient d’étre défini peuvent
étre rendus stricts sur les unités. Enfin, on peut aussi obtenir 0(1) = 1g.

Démonstration. On note g4 : aa(l)=13,, et @g“ : Ba(I)=17ors(a,) les con-
traintes d’unité relatives aux actions a4 et G4. Le choix &g*(ra) ony = @g“ (ra)
(13.10.2) donne A1 = O%((ra)’) = I (13.10.1) ainsi qu'une gr-équivalence 6(A)
stricte sur les unités. Le choixn;, = (@54 (ra))~! (13.10.7) donne 61, = O%(ra)) =
T (13.10.6) ainsi qu’une contrainte d’unité stricte pour ’homomorphisme 6 : K—gG
(9.2.2). Enfin, on choisit 7; = (I, ®}), les morphismes de M) donnés par les
contraintes d’unité de H : g,(x) : (r))*¥—q(X) et dyx) : ¢(X)—%(r1) per-
mettent de choisir pour tout objet X de G distinct de I : nx = dy(x) © gr(x) :
(r1)® —%(r1); on obtient alors (1) = (1g,1) = 1g. =

Poursuivons V'explicitation de (13.10). Soit f : A— B un morphisme de £,
pour un objet Z de G le diagramme de H 4) (les cohérences gauche-droite sont
omises)

z Gf

(Fys(rp))? (n7) 0 () (n2) o
I

= | 9“)2(7"4)

Ff—l("IZ) Ban v
Fpa((rp)?) ——————=>"2(Fp-1(ra)) ————> "2 (1)

TA)

définit une famille d’isomorphismes de G, 0(f)z : ;4Z—BZ0;, naturels en Z.
Celle-ci est cohérente dans G (9.3.7)-(9.3.8). On obtient ainsi une famille de pseudo-
équivalences de Bieq(G) (9.3.5),

0(f):0(A)—0(B), f:A— B morphisme de K, (13.11.1)

cohérentes dans K (9.3.10) via les contraintes définies par les isomorphismes
(13.10.9). Ceci termine la définition de l'objet de Bicat(K,Bieq(G)) de la
précédente proposition. Pour les choix du lemme (13.11), cet objet est alors un
homomorphisme

(0,C,1) de Bicat(K,Bieq,(G)) (13.11.2)

pour lequel (1) = 1g. Pour finir, indiquons que la G-transformation (13.10.8) est,
pour un morphisme f fixé,la composante d’une (G, G)-transformation c¢’est-a-dire
d’une modification de Bicat(G”, Tors,(G)) d’expression en Z le cube de Tors,(G)
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Bz
G a7 %) G (13.11.3)
ta(AZ ta(0y)
G a(*Z) G on
Op Oz
Oa l Oa /
H B8(Z) % H
(B) (B)
F;a Z/ %_1
Ha % Hia
Ba(2)

La cohérence a la composition dans I de ces modifications implique que ce cube
est 'expression en f d’une équivalence de Bicat(K°P, Bitors(G°’)) (notée par ces
composantes et comme en (13.10.10) par abus)

O_:G—H_ de Bicat(K, Bitors(G")) (13.11.4)

de composante aux objets les équivalences définies en (13.10.4). L’image par (9.3.2)
de cette équivalence est une K-équivalence équivariante pour les actions

E.9) (13.11.5)

Ep

Proposition 13.12. L’objet (0,C,1) de Bicat(K,Bieq,,(G)) défini en (13.11.2)
est sous-jacent & un objet § de Bimon(/C, Bieq,,(G)) dont l’image F(8) par (13.8)
est équivalente dans Ext(K,G) a Uextension (s,7) de (13.8.1).

Démonstration. On fait les choix du lemme (13.11). La preuve de cette proposition
se déroule comme suit. On dispose de 1’équivalence de Bicat(}C°P, Cat)

0:G(6)—G, (13.12.1)

déduite de ’équivalence (13.11.4) de Bicat(K°P, Bitors(G°?)) par oubli des actions.
Le pseudo-foncteur G(0) est défini comme en PS1 (p. 496) et le pseudo-foncteur G,
est obtenu de G, (11.5.2 p. 488) par oubli de la structure monoidale. Par le lemme
(5.7, p. 460), on “transporte” sur G le pseudo-foncteur monoidal G,,. On obtient
ainsi un pseudo-foncteur monoidal G(0) et une équivalence dans Bimon, (X°P, Cat)

(0,11, M) : G(0)—G,, (13.12.2)

Par la G-équivariance des équivalences O_ : G—H(_y (13.11.4), le pseudo-
foncteur monoidal G(f) sera en fait I'image par (12.0.2 p. 489) d’un objet 6
de Bimon(K°?, Bieq,(G)). Enfin, I’équivalence des pseudo-foncteurs (O,II, M)
précédente donnera 1’équivalence dans Ext(/C, G) cherchée.
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Explicitons cette preuve. Pour commencer, il faut remarquer la [C-fibration
monoidale 7 de (13.8.1) ou si I'on préfere le pseudo-foncteur monoidal G, (11.5.2
p. 488) est cohérent aux actions. Plus précisésent, pour (A, B) un objet de K x K
et pour tous objets (u,v) de H 4y xHp) et X de G, les isomorphismes de H4p)

~(Tap(u,0)* — Tap(u,v™), aZ':Tap(u, “v) — Tap(u™,v),

o TAB(XU,U) — XTA’B(u,v).

sont naturels en u, v et X et cohérents, ce dernier point exprimant par exemple,
pour le premier isomorphisme la commutativité des diagrammes suivants :

~

(TA,B(Uav))(XY) Ta g(u,v

((Ta,B(u,v)*)Y) === (Ta,(u,vX))" ——=Ta p(u, (v*)")

s

(XY))

(13.12.3)

(TABUU TABU’UI)

\/

(Ta,B(u,v))

Lemme 13.13. Soient (A, B) un objet de K x K et X un objet de G. La famille
d’isomorphismes Tx de H apy définie via les isomorphismes nx de (13.10.2) par
la composition dans Hap)

(Tap(ra,re)¥ —— == == === — = = — — — — — — — — — =27, p(ra, rs)
l Ta,B(Linx) ~ B Ta,B(B 1) 4 j
Ta,p(ra, (rg)*) ——> T, B(m Xrg) = Ta,p((ra) X, r5) — > Ta(C CXra, rp)

est naturelle en X et cohérente a la structure monoidale de G. De plus, l'objet de G
X(4, B) == OFAB) (Ta,B(ra, TB))
et la famille d’isomorphismes de G

xx : X(A,B) ABX—ABX)x(A,B), X objetdeg, (13.13.1)

défine  par la  composée  dans  Hap, via la  G-transformation
N : 1H(AB):>O(AB)OZ(AB) exprimée en Tap(ra,rs), NA.B
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Tap(ra,rg)—XAB)r,p,

(0x)~*

(na,B)*
z rap)¥ ————— ABEX) g

(Tap(ra,rp))™ (X(4.5)
|

Txi | XXT(AB)
A(BX)(”IA,B) A - Vs

AEX)Ty p(ra,rp) — e ACX) (XMAB) Y —— s (CCXOXAB),,

définissent une pseudo-équivalence de Bieq, (G) (voir 12.1.1 et 12.1.2)
X(A, B) £ 0(A & B)—0(4) © 0(B) .

Démonstration. La naturalité en X de la famille Tx est claire; les cohérences
a l'unité et au produit dans G sont laissé au lecteur. Montrons que la famille
d’isomorphismes y x est cohérente au produit et a I'unité de G. Pour la cohérence
a I'unité, on obtient x; = 1,(4,p) ce qui suffit puisque G & une unité stricte. Pour
la cohérence au produit, on part du diagramme exprimant la cohérence au produit
dans G des morphismes Ty, soit (on note —®— pour T4 g(—,—))

Txy A(B

(ra®rp)™Y

@ﬂl
T X (Ty)

_ (rx)Y ~
(ra®rp)X)Y —==> ECXO 4, @r))Y — A(Bx>((TA@"B)Y) — "¢

O (14 B
lqﬂ(qﬂ“mB)
AB

O AEND (1, Brp))

Sur les morphisme Ty, (Tx)Y et *(*X)Ty on colle les diagrammes correspondant
4 la définition des morphismes yxy, (xx)¥ et A(BX)(Xy). On aboutit & la commu-
tativité du diagramme suivant de H4p) (les contraintes d’associativité relatives a
G sont omises)

(A BAB (XYY, XY ran AEE)IXAB),, o
OXY\L
(x(A,B)TAB)XY d)BTAB
asﬁi
(XAB) .y )XY AEXByNxaB), .
(OX)Y\L
(ABAEX) Y Y an
<oy>¢
(x(A,BABXABY) _Xram ABxxa,BABY _ T X¥ram ABXOABYIXAB),,

Compte tenu de la cohérence des morphismes Ox (13.10.5), le co6té gauche de ce
dernier diagramme est le morphisme 16AP(X,Y)) 4p €t on obtient ainsi la condition
de cohérence au produit. O
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Notation 13.14. Soit (X,Y") un objet de GxG, on note 14 g(X,Y) lVisomorphisme
de Hapy naturel en (X,Y), défini par la composée dans Hap):

- XA (04 8)

(XAYINAB),, o < (XAY)(X(AB), ) XNTy plra, )

TAB

|
A 5(X,Y) TN
\

TA,B((XAY)TA, rRB).

Tas(“ra, Yre) = Tas(r) r0)

La cohérence des transformations O_ (13.10.5) et leur G-équivariance pour les ac-
tions a gauche donnent la commutativité des diagrammes de H4p) :

a stz N
(X (2D (AB)y 4 g (XY Z2)x(A,B) g,
HA,B(XAY,Z)i \LHA,B(XaYZ)
Ta,5(Oy (X), 1) ~
Tan(XVra, Zrp) < Tan((Xra)", 7rp) <= Tap(¥ra, Y7rp).
(13.14.1)

~

X (OADMAB) ) < (XY 2)X(AB),

XHA,B(Y7Z)\L \LHA,B(XYZ)

XTag(Yra, Zrp) <——Ta(XYra, %rp) .

Lemme 13.15. Soit (f,9) : (A, B)—(A’, B') un morphisme de Kx K. L’isomor-
phisme de G, x(f ®g): x(A', B)0sg,— (0 “0,)x(A, B), défini par la composée
dans H(aB),

o=l
xALBY Ly T8 X(A"B04@g 4

‘ x(f®g)

- Y
T(ng,mg) (T4, p(0f,09)" "
Ta,p(Fro1marFym1rp) ————— > Ty (% ra,P0rp) — > (0 04)x(A,B)

Fnyr gr)

F(f®g)71TA’,B’(TA’1TB') _— F(f®g)71

"(AB)

TAB

est la composante d’une modification de Bieq,, (G) (voir 12.1.1 et 12.1.3)

X(f ®g) s X(A', B).0(f © 9)=(0(f) ® 0(g))-X(A, B).

Démonstration. 11 suffit de vérifier la commutativité du diagramme (12.1.4 p. 490).
Soit X un objet de G. On commence par faire agir X a droite sur le diagramme de
la définition précédente. La suite consiste a ~transporter” I'action a droite de X en
une action a gauche de A (BIX ). Pour laréte supérieure on obtient le diagramme
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commutatif suivant (on note @ pour T _ et F' pour F(fgg)-1) :

A’ B’ B’
A B! _ O s, A’ (B’ e *0sey U B
( X)F(TA/®TB/) — 4 X)F(x(A ,B’ )TA/B’) <~ 7 X)((x(A .B’ )G_f@g)TAB)
F(C X)nA/ B, o
/ ’ f®g
P E O By ———— F(Y P ox@l s,y < (B xa B0g ),
F(XXrap) xx Dyyp
o
f®g
F(Tx) P BOA B x et il B A B g,
OURNX) 1,
A
F((ra®rp)™) (18.13) F(Ox) (18.11.3) (A B0t PX)
(F(nygr g%

Al B! X ©f9)™ (A’,B"Yo x
(F(rar®rp))™ — p(x( Vrgrgr) X <=—————————— (x4% f®9rap)

L’aréte inférieure est moins compacte et néccessite un important diagramme qui
ne peut étre matériellement présenté. Avec les diagrammes obtenus sur les arétes
inférieure et supérieure, on aboutit au diagramme commutatif suivant :

Al B!
(

X) P i) 2B x)0
Y A’,B’ Y f®g 41 gt
AE R Brp) = O px@ B,y <= AP (A B0 pgg) oy
F(A/(B/X>(TA,@TB,)) (A/(B/X)X(AlvB,wabg)TAB
F(Tx) xXx Dr,p
F((ra®rp)™) (X(Al,B')A/B,X9f®g)TAB
(6(f®g)X)rAB
— aréte sup. Ox
(F(TA/®TB/))X P (X(A Bl)ef@grAB)X —_— (X(AIVB/)9f®gABX)TAB
AB
(X(f®g)"'(AB))Xl/ (x(f®9) X)T(AB)
— réte inf. A Ox
(Fyoar g/ @F —17ps)) X —— (0 A0)x(AB) X ———— s (0 Aogx(A,mABX)
(1 XX)TAB
F((r 0 ®rp)X) (05 Aog* (B x)xa.B),
F(TX)\L OHBOD) X 1, 5
F(A/(B/X)(TA,@TB,)) A/(B/X)(Qf AGQ)X(A‘B)TAB
H A’ (B’ A B! ~
Al(B' x — ( X)T("f’"g)A’ B’ — ¢ n Bar s A
( )(Ff—l(?”A’)®Fg—1(7“B’))4> C X @P9rg) <— " ( X)((Sf 0g)x(A,B)

TAB)

La parcours extérieur donne la commutativité cherchée puisque la composition des

arétes, supérieure gauche et inférieure, est le morphisme X )(X(f ®9)r( AB))- [
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Pour poursuivre la démonstration de (13.12), remarquons & présent que les
isomorphismes IT4 p(X,Y) de (13.14), définissent une famille d’isomorphismes na-

turels de Cat, (A, B) objet de K x K :

A o®o A
G x g X(AB)eBoEA) (13.15.1)
OaxOp 14,5 Oas
Hay X H(p) T Hap) -

Pour un morphisme (f,g) : (A, B)— (A", B’) de K x K, le collage dans Cat, [on
note ® 4, pour tg(x(A4, B)) o®o (1x6(A))]

ta(0f)xta(0g)

gGxg gGxg
O xO
OA% 40 Oq AB
H 7y X H ’ H X H
(A7) (B )Ff_1><Fg_1 (A) (B)
My pr A, B
®ar,B/ = Tyr g = Ta,B = ®aA,B
F -1
(f®g)
Harp) - H(aB)
y o Qar
f®g
g
g td(9f®g) ’

définit, puisque le foncteur Op : G—"Hap) est une équivalence, un isomorphisme

naturel ®; 4 :

®ar, B

ta(0f)xta(0g)

GxGg———Ggx

U ®ysq

ta(05gq)

(13.15.2)

®a,B

Son expression sur I'objet (X,Y) de G x G est le morphisme de G :

D1,g(X,Y) 1 [(X07) A (Y0,)X(A, B)—[(X*Y)X(A", B)0gy -
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Lemme 13.16. La famille de foncteurs

®a,8 :=1td(x(A,B))o®o (1x6(A)): GxG—G,
et la famille d’isomorphismes naturels

Rf.g: ®ap o (talfy)xta(ly))=ta(0reg) © ®ar 5,

sont les composantes d’une pseudo-équivalence de Bicat(}CP x K°P Cat) (voir PS2,
p. 496). De plus les isomorphismes naturels définie en (13.15.1)

I _:0_0o@__=T__0(0_x0_),

sont les composantes d’une modification inversible I1 de Bicat(K°P x K°P, Cat).

Démonstration. Le collage dans Cat, via les faces latérales II_ _, des cubes
Ff_1><Fq_1
Hany xHpr) ‘ HiayxH(p) (13.16.1)
OA/XOB/
/ | OfXOg 1 /
| OAXOB
GG Oy 99
| Ta,B
HA’,B’ 14 B
I U ®pfq =
|
®ar gt y F . XA, B
H(A’B') - — — _(fgg)_ 1 - _ _ >H(AB)
OA/B/ 1
_ e O.f®9 r Oan
g td(9f®g) g

et la cohérence de la pseudo-équivalence (13.10.8) ainsi que celle du pseudo-foncteur
G,, donnent la cohérence a la composition des isomorphismes ®y ;. Les unités sont
strictes. La modification IT en découle. 0O

Lemme 13.17. Pour tout objet (X,Y) de G X G, le diagramme suivant commute :

[(X0)A(YO)IX(A, B) — 2 (XY )\ (A, B,

@Al J{x(f@g)

X0;4Y40,x(A, B) XAY0;40,x(A, B)

0(f)y

Démonstration. On utilise le diagramme obtenu en (X,Y) avec le cube précédent.
Cette démonstration se résume avec le diagramme qui suit ot la commutativité de I
donnée par (13.10.8) et (13.11.1) est laissée au soin du lecteur. Le parcours extérieur
donne le résultat. Il faut comparer ce dernier avec la définition des morphismes
tfog(X,Y) donnée en (12.1.21, p. 496).
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xA'y . xAy
Al o <7’A’,B’) W ;o Of@g(i?XAlY (a’,B"y0
XY F(ra®rp) S XY RSB ) (P ®ar )
F(XA/yrAzgrB/) 13.14 ~ équivariance ~
FT(Oy,l)T
F(IT 5/ gr(X,Y)) , Ofgg(—) ,
— ) ¢ A
Frp® rp) <————— pX* Yx@'8, XAYXAL Bt 091y oy
cube en (X,Y) ®f=9(X’Y)T(AB)

x _ v X0 — v Mg p(X05,Y0g) A
(Fffl TA’®Fg*1 T’B/)%( Fra® 97-3)%0{%# (Y9g>)X(AvB)rAB

T(0f,04)
T(Oy,1) 13.14.1 L

F(Xr, QY rg) (X"fAYTA@"grB)<—X9,fAYA99><(A,B>TAB
n(x6;4Y,00)

FT(oy,l)l 1 T(6(f)y 1) ONY 1y

W o/ n(xA’yef,eg) W N
F Y0 @) KXY ROy < X Yo tognan),
\LN ~ 13.14.1 ~

xA'y =, S xAve =0 <~ xAve,A0,x(4,B)
F(ra®rgr) 7 ("fra®’9rp) R R Y

A Al B
XY T (ngp,mg) X2 Y11(05,09)

O

Lemme 13.18. La famille de pseudo-équivalences de Bieq, (G) du lemme (13.153)
\(A, B) : 0(A & B)—b(A) & 6(B)
(A, B) objet de KK x K, et la famille de modifications du lemme (13.15)
X(f @ g) : X(A' B0 © 9)=(0()) © 0(9)) x(A, B)

(f,g) morphisme de K x K, sont les composantes d’une pseudo-équivalence de
Bicat(K x K, Bieq,,(G)) (voir C2, pages 490-491).

Démonstration. La cohérence aux unités (deuxieme diagramme de 12.1.6 p. 491)
est claire puisque 6(14) = 1g(a) et x(1a ® 1) = 1y(a,p). Il reste & montrer la
cohérence a la composition de x(f ® ¢g) (12.1.6). Le lemme (13.17) donne une
définition pour ®; , du type (12.1.19 p. 496 ). Les cohérences de x(f ® g) et de
®y,g sont donc équivalentes et les isomorphismes structuraux ®y , sont cohérents
par le lemme (13.16). 0O

Pour pousuivre la preuve de (13.12), il faut encore établir les points C3, C4
(p. 491), C5 (p. 493) et les deux conditions de cohérences CA1-CA2 (p. 494). La
donnée C3 est facile avec les choix du lemme (13.11). Comme 6([) = 1g et iy = 1y,
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on pose
L=1y, (13.18.1)

pour la pseudo-équivalence ¢ : (I)—1g. Etablissons & présent la modification
inversible C4. Cette modification s’obtient de la méme facon que la modification
X(f ® g), les diagrammes sont ici seulement plus importants et ne peuvent étre
raisonablement résumés. Pour un objet (A, B, C) de K3, le collage dans Cat obtenu
avec la cohérence a 'associativité du pseudo-foncteur Qp

GxGxGg

OAXO\fXOC

HayxHsy xHey

IXIIp,c IIA X1
= <
Gxg Y
OaxOgpc IxXI'p,c Tp,x1 OaBXO¢
\ /
Ha) xH(po) a4 Hap) X Hc)
Ma,Bc l l Mag,c
= Ta BC TaB,c -
®aA,BC . RaB,c
w—1
Hasey) Hapo)
Ou
ABC) f O(Ak
g 1000 G
(13.18.2)
définit un isomorphisme naturel
aAB,c:®aAB,c o (®a,p X 1)=tq(0,) 0o ®a,Bc o (1 X ®p,c), (13.18.3)

composante en (A4, B,C) d'une modification inversible de Bicat(K°? x K x
K°P, Cat). Comme pour le lemme (13.17), on montre, en utilisant en partic-
ulier (13.14.1), que pour tout objet (X,Y,Z) de G x G x G, le diagramme suivant
commute

[(XAY)x(A, B)ABZI(AB, C) —22 S22 (XA B 2)x(B, O)))x(A, BC))a

XZ\L T¢710¢71
XAYA(PZ)x(A, B)x(AB,C) XAYA(BZ)Ay(B,C)x(A, BC)b,

(13.18.4)
Cette commutativité est a comparer avec la définition donnée en (12.1.24 p. 497).
On obtient C4 avec le lemme suivant :

laa,g,c(I,I,1)

Lemme 13.19. les isomorphismes de G

WA B,C = OZA,B,C(I,I,I) : X(A,B)X(AB,C)H[AX(B,C)X(A,BC)]Q(I )
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(A, B,C) objet de KxK x I, sont les composantes d’une modification inversible
wia. (X @1)xX)=((1®x%).x?).0a
de Bicat(K x K x K, Bieq,,(G)).

Démonstration. 11 faut d’abord vérifier que pour tout objet (A4,B,C) de
K3, Tisomorphisme wa pc est la composante d’une modification (12.1.10) de
Bieq,(G)). Pour cela, il suffit d’obtenir la commutativité du diagramme suiv-
ant (12.1.11). On obtient cette commutativité comme celle montrée pour le lemme
(13.15). On part du diagramme obtenu & partir de la définition de wa pg,c. On
fait opérer un objet X de G a droite sur ce diagramme, la suite consiste comme
en (13.15) & transporter cette action en une action & gauche de 4(Z(“ X)) et on
obtient la commutativité cherchée. Pour terminer cette démonstration, il reste a
montrer que cette famille de modifications est cohérente au morphisme (12.1.12,
p. 492), correspondant & la commutativité du diagramme (12.1.13). On part de
la cohérence au morphisme de la modification a définie en (13.18.3). Pour un
morphisme (f,g,h) : (A, B,C)—(D, E, F) de K3, cette cohérence exprimée pour
l'objet (X,Y,Z) de K3 donne la commutativité du diagramme de G suivant (voir
12.1.25) :

. B ap B,c(X05,Y0q,20)) u 5
[((X05)7(YOg))x(A,B)) " (Z0r)]X(AB,C) ———————> X0;"[Y0," (Z0r)x(B,C)]x(A,BC)0a

®f‘g(X=Y)i lA@;g,h(y,z)

XPYx(D,E)0sgqe™ " (201)x(AB,C) X0V E Z)X(E,F)8y0n]x(A,BC)8,
®f®g,h<XY,Z>l COC_IO@f,g@h(XvYZ)l

XPYx(D,EYPPZx(DE,F)8 ;09y0n —————————> (XP[YFPZx(E,F)]x(D,EF)0.)0 ;04 0h-

ap p,Fp(X,Y,2) 1
Pour conclure, il suffit de remarquer que les choix pris pour le lemme (13.11) donnent
®@_ _(I,1) = x(— ® —)~1 (13.16-13.17), le diagramme précédent exprimé a I’objet
(I,1,1) de K? fournit la commutativité cherchée (12.1.13). 0

Passons & présent aux données C5 (p. 493). les choix du lemme (13.11)
nous ont permis de prendre ¢ = 1;, (13.18.1). Nous allons voir & présent que
modulo de nouveaux choix, nous obtenons des identités pour les modifications de
Bicat(K; Bieq,(G)) (C5) :

v go(—y-(lig ® o) X" (I, —)=0(g-) : 6(I—)—6(—)

0: dg(,):>(19(,) ® 112).X0(—,I).9<d,) : 9(—>1g—>9<—).

Nous ne traiterons que le cas de la modification =, le cas de la modification ¢ étant
similaire. La modification M de (13.12.2) est définie par son unique composante :

I T
M Ty 2D (13.19.1)

ol ®! est la contrainte d'unité de 'action & gauche oy : G—Eq(H(p)) (13.9.1).
Pour un objet A de K, le collage dans Cat obtenu a partir de 'isomorphisme
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Ga Ty a(l, —):>Fg;1 donné par le pseudo-fonteur G,, :

1,
Gxg - g
O% $Tna //OIA
Hny xHa) — H(ra)
I,A
Mx1 Ia Oy
Ix1 = Ix1 vGea Fon < ta(8,)
IxHa) —— Ha
o ~
Ixg ~ g,
définit un isomorphisme naturel
Ta:@n4,—)=ta(04.), (13.19.2)

composante en A d’une modification inversible I' de Bicat(K°P, Cat).
L’expression en un objet X de G de ce dernier isomorphisme est donnée par la
composée dans H(;4) (le morphisme g, , : [og4——04 est la contrainte d’unité dans

Xx(I,A FA0ra X6
X( ’ )TIA ———————————— > QATIA (13193)
X(X(I’A)T[A) X(OHATIA)
X("?I,A)T TX(WQA)
X(grr )
XTra(rr, ma) = Xngl(rA)-

On suppose & présent pris le choix suivant pour I'isomorphime 71y 4 (voir le lemme
(13.13)) :

N,A =Tlgs ©Yoa- (13.19.4)

On a donc x(I,A) = 6,,. On pose pour la composante en A de la modification ~
cherchée :

va:x(I,A) =6, . (13.19.5)

Pour terminer, il faut vérifier que ’on est bien en présence des composantes d’une
modification de Bieq, (G) cohérente a . Il faut obtenir la commutativité du di-
agramme suivant (12.1.14 p. 493) et du premier diagramme de (12.1.16). Cette
derniére s’obtient avec la cohérence au morphisme de la modification I (13.19.2)
(voir 12.1.28 p. 500) en prenant X = I. La premiere commutativité correspond
dans le cas présent a 1’égalité pour tout objet X de G,
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X(I, ATAX ———— AX\(I, A)

AX0,,.

6
HgAIAX (9a)x

Avec la définition (13.11.1) de 0(g4)x et la définition (13.13) de xx, cette égalité
équivaut a la commutativité du diagramme de H ) :

T,
Troa(rpra)¥ ——— AXTI,A(""I; TA)

(gaA)Xl lAngA

A
ngl (T‘A)X +> XFggl (’I"A),

dont la vérification est laissée au lecteur. 0O

Pour clore la construction de cet objet § de Bimon(K, Bieq,,(G)) de la propo-
sition (13.12), il reste a obtenir les deux conditions de cohérence CA1-CA2 (p.
494). Nous établirons seulement CA1, le cas de CA2 étant similaire. Comme on
s’y attend, on part de la condition de cohérence de la modification de cohérence a
'associativité, donnée par le pseudo-foncteur monoidal G, c’est-a-dire de la com-
mutativité dans Cat du polyedre :
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HaHpcHp
Tx1 )I\ 1xT
|
HA(BC)HD | \HaHc)p
| o
| /
|
H(A(BC))D <—r7 HA((BC)D)
|
|
a—1 XFID |
—1®1 | F1®a,—1
|
|
,s‘ « ax?l(aB)c HaHsHcHD A
| \ / N\
i AN
V \T N

y
Tx1 4 H j
/ (AB)(CD)
,/ T
/
¥

1xT
HanHoHp —T = HapHep <2 HabuHen

pour tous objets (A, B,C, D) de Kx K x K x K. Ensuite, on colle sur les cinq faces
de ce polyedre ol intervient une cohérence a ’associativité de 7 _, les polyedres
(13.18.2 p. 539) relatifs & la définition de la modification o (13.18.3). Sur les
deux faces carrées visibles, on colle les cubes du type (13.16.1) obtenus avec la
définition des isomorphismes structuraux ®y, de (13.15.2). Sur le carré arriere,
(ou triangle) on colle un cube commutatif obtenu facilement avec la définition des
isomorphismes II_ _ (13.15.1). Enfin, on colle sur le pentagone de la face avant
le polyedre commutatif suivant, obtenu avec la cohérence a la composition de la
pseudo-équivalence (13.10.10 p. 529),
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a 0 )
g(A(BC))D < a0 gA((BC)D)

td(ey Mtaq(C) W®a)
|
ta(
d(aB)c)D ' . GaB(cD))
\:\ Yta(C /

4 O1ga G(aB)(CD)

|
|
|
y y

Humeyp < — + — —Hawso)p)

Ve - V\
d Oa ¥ 4 Oa N
Has)c)p HaB(cp)y)

‘Fa\ K

Hapycp)

Les faces des différents polyedres collés coincidant, le polyedre extérieur résultant
de ce collage est commutatif. Ce polyedre exprime la cohérence de la modification
de cohérence a ’associativité a (13.18.3). Cette cohérence s’explicite comme en
(12.1.29 p. 501) et donne avec (13.18.4) ou en prenant X =Y = Z = [ la condition
CA1 (12.1.17) de cohérence sur w cherchée. De la méme maniére pour CA2, on
montre la cohérence des modifications « (13.18.3), T' et A (13.19.2) puis celle des
modifications w (13.19), v et § (qui sont ici des unités 13.19.5).

On est a présent en mesure de terminer la démonstration de l’essentiel
surjectivité (13.12). Avec 0 (13.11.2), y (13.18), ¢ = 1 (13.18.1), w (13.19),
v = 1e & = 1 (13.19.5), on dispose d'un objet § = (0,x,1,w,1,1) de
Bimon(K, Bieqy,(G)). L’image G(8) de cet objet par ’homomorphisme (12.0.2
p. 489) est le pseudo-foncteur monoidal construit durant cette preuve : (13.16),
(13.12), (13.18.3) (13.18.4), (13.19.2). Par construction, on a une équivalence dans
Bimon, (K, Cat) (O,II, M) : G(8)—G),, entre ce pseudo-foncteur monoidal et
celui fourni par l'extension (r, A, p) de (13.8.1) (les modifications II et M sont re-
spectivement données par (13.16) et (13.19.1)). L’image de cette équivalence par la
biéquivalence (6.3.2 p. 466) donne une gr-équivalence de K-fibrations monoidales :

E. )

munissant d’une structure monoidale I'équivalence (13.11.5). Enfin, I'extension
F(0) (12.1.30), image de ¢ par ’homomorphisme de classification (12.0.1) et la
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gr-équivalence précédente fournissent le morphisme d’extensions (fibrées) cherché

(1, 0)

L’image par O d'un objet (X, A) de E g, est I'objet (04(X),A) = (Xra, A) de
E,. En un objet X de g, la composante px est l'isomorphisme de Hr), d;&) :
(%77, I)—((r(X),Ax),I), donné par la commutativité dans K :

Ax'i‘p dr

p(r(X) 1) =2 pr(X)p(I) =% 11 2> 1

p(dv'(lX))\L il

Ax

p(r(X)) I
Ceci termine la preuve de (13.12) et donc de la biessentielle surjectivité (13.8) et
du théoreme de classification. 0O
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