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BICATÉGORIES MONOIDALES
ET

EXTENSIONS DE GR-CATÉGORIES

ALAIN ROUSSEAU

(communicated by Antonio Cegarra)

Abstract
In this work, we study the 2-category Ext(K,G) of exten-

sions of a gr-category K by a gr-category G. Such an extension
consists of a gr-category H, an essentially surjective homomor-
phism p : H −→ K and a monoidal equivalence q : G −→ N(p)
where N(p) is the homotopy kernel of the homomorphism p.
The main result is a classification theorem which constructs
a biequivalence between the 2-category Ext(K,G)op and the
bicategory Bimon(K,Bieq(G)) of monoidal bicategory homo-
morphisms between K and Bieq(G), where Bieq(G) is the
monoidal bicategory of biequivalences of G with itself.

1. Introduction

Une gr-catégorie ou groupe catégorique est un groupöıde muni d’une loi de
groupe c’est-à-dire une catégorie monöıdale dont les flèches sont des isomorphismes
et dont les objets sont quasi-inversibles. L’exemple le plus simple est celui de la
gr-catégorie discrète H[0] associée à un groupe H dont les objets sont les éléments
de H, cas particulier de la gr-catégorie stricte C(δ) associée à un module croisé
δ : G−→H. Un cas de gr-catégorie non stricte est obtenu avec un groupe K, un
groupe abélien A muni d’une structure de K-module et un 3-cocycle ω ∈ Z3(K, A),
ce dernier définissant une contrainte d’associativité sur la ⊗-catégorie obtenue avec
le module croisé trivial 0 : A−→K, [33]. Ce cas est générique. Pour H une gr-
catégorie, l’ensemble π0(H) des classes d’isomorphisme d’objets de H est un groupe,
le groupe abélien π1(H) := Aut(I) des automorphismes de l’objet unité de H est
un π0(H)-module, la condition de cohérence de l’associativité du produit dans H
donne un 3-cocycle de π0(H) à valeur dans π1(H). La gr-catégorie obtenue comme
dans l’exemple cité plus haut avec ce π0(H)-module π1(H) et ce 3-cocycle est alors
monöıdalement équivalente à H, [35]. Pour un groupe abélien A muni d’une struc-
ture de K-module, H. X. Sinh obtient ainsi que le troisième groupe de cohomologie
H3(K, A) détermine à équivalence près, les gr-catégories H dont les groupes π0 et

Received September 1, 2003, revised October 13, 2003; published on November 22, 2003.
2000 Mathematics Subject Classification: 18-02, 18D05, 18D10, 18G50.
Key words and phrases: gr-catégory, extension, monöıdal bicatégory, torsor, bitorsor, nonabelian
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le π1 sont donnés à isomorphisme près par K et A, ce qui donne la classification
des classes d’équivalence d’extensions de gr-catégories du type

1−→A[1] r−→ H p−→ K[0]−→1, (1.0.1)

où A[1] est la gr-catégorie associée au module croisé A−→0. L’objet de ce travail
est d’étudier le cas général. Pour G et K deux gr-catégories quelconques, on cherche
donc à classifier la 2-catégorie Ext(K,G) des extensions de K par G,

1−→G r−→ H p−→ K−→1. (1.0.2)

Un cas bien connu est celui obtenu lorsque toutes les gr-catégories considérées sont
discrètes c’est-à-dire celui des classes d’extensions de groupes,

1−→G
r−→ H

p−→ K−→1. (1.0.3)

Pour G = A un groupe abélien, on sait depuis [16] que l’ensemble classifiant est
donné par le second groupe de cohomologie H2(K, A) où A est muni de la struc-
ture de K-module définie par la conjugaison dans H. Lorsque G est un groupe
quelconque, la classification est connue depuis O. Schreier [34]. Une section en-
sembliste de l’homomorphisme p de (1.0.3) définit un cocycle de Schreier, soit,
un couple d’applications (θ : K−→Aut(G), χ : K × K−→G) vérifiant certaines
conditions de cohérence. Ce cocycle détermine à équivalence près le groupe H et
l’ensemble des classes d’extensions de K par G est alors en bijection avec ce qu’il
est convenu à présent d’appeler le H2 non abélien de K à valeur dans G. Une
généralisation des classifications précédentes a été obtenue par L. Breen dans [3].
Pour une gr-catégorie G quelconque et un groupe K fixés, L. Breen décrit en des
termes cohomologiques les classes d’extensions du type :

I−→G r−→ H p−→ K[0]−→I. (1.0.4)

Les cocycles obtenus sont à valeur dans le `̀ carré croisé´́ i : G−→Eq(G) associé
à la gr-catégorie G, généralisation du module croisé défini pour un groupe G
par l’homomorphisme de conjugaison intérieure i : G−→Aut(G). Lorsque la gr-
catégorie K n’est plus supposée discrète, des classifications ont été obtenues dans
des cas où des hypothèses de commutativité sont prises pour la gr-catégorie G. Dans
[7], P. Carrasco et A.M. Cegarra ont classifié les extensions centrales, cas particulier
de la classification des extensions singulières obtenue par la suite dans [8] par P.
Carrasco, A. R. Garzon et J. G. Miranda. Citons pour finir le cas des F-extensions
traité par D. Bourn et E. M. Vitale [4].

Les résultats de classification obtenus pour de telles questions s’expriment le plus
souvent en des termes cohomologiques [29, 35, 11, 3, 7, 8, 10, 4, 9, ...]. L.
Breen avait remarqué, au vu de la nature compliquée de ses cocycles, qu’il ne serait
guère possible de poursuivre actuellement dans cette direction pour les dimensions
supérieures sans une formulation maniable de ce qu’est une n-catégorie (voir par
exemple [25]). Pour définir les ensembles de cohomologie non abélienne de degré
supérieur à 3 et à valeur dans un groupe G [3, §4.3], il choisit le contexte topologique
plutôt que le contexte n-catégorique. On dispose en effet dans le cadre topologique
d’un résultat très général pour le problème de la classification des fibrations sur
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un CW-complexe Y , de fibres homotopiquement équivalentes à un espace X. De
telles fibrations sont classifiées par l’ensemble [Y, B(E(X))]pt des classes d’homotopie
d’applications continues pointées de l’espace Y vers l’espace classifiant du monöıde
E(X) des auto-équivalences d’homotopie de X. Les résultats obtenus dans le travail
qui suit, montrent que l’on peut s’attendre à un énoncé de nature similaire dans un
contexe purement n-catégorique qui, dans le cas présent, est celui des tricatégories
et surtout de leurs homomorphismes lâches dont les définitions apparaissent dans
[17].

Le cas de la dimension 1 des extensions de groupes s’exprime avec des homomor-
phismes de catégories monöıdales soit des homomorphismes de bicatégories ayant
un seul objet. On peut commencer par remarquer que les 2-cocycles d’un groupe
K à valeur dans un module croisé δ : G−→H et les cobords associés définis par
Dedecker [13] ne sont rien d’autre que les objets et les morphismes de la catégorie
Mon(K[0], C(δ)) des homomorphismes monöıdaux de la gr-catégorie discrète K[0]
associée à K dans la gr-catégorie C(δ) associée au module croisé δ. En particulier,
pour δ le module croisé i : G−→Aut(G) donné par l’homomorphisme de conjugaison
intérieure associé à un groupe G, on retrouve les 2-cocycles obtenus par Schreier
pour la classification de (1.0.3). La gr-catégorie C(i) associée au module croisé
précédent est celle des auto-équivalences Eq(G[1]) du groupöıde G[1], groupöıde
ayant un seul objet dont les flèches sont les éléments du groupe G. La classifica-
tion des extensions de groupes se résume alors simplement à une équivalence de
catégories

Mon(K[0], Eq(G[1]))−→Ext(K, G)op. (1.0.5)

Ce résultat est d’ailleurs mieux connu dans le cadre faisceautique c’est-à-dire
lorsque K et G sont des groupes d’un topos T quelconques. L. Breen, suiv-
ant A. Grothendieck, a montré [2, th. 4.5] l’existence d’une équivalence en-
tre le gr-champ Eq(G[1]) et celui des G-bitorseurs de T et la classification du
champ des extensions de K par G de T est exprimée avec une équivalence,
Hom(K[0],Bitors(G))−→Ext(K,G), entre le champ des foncteurs additifs du gr-
champ associé au groupe K vers celui des G-bitorseurs et celui des extensions.

Le cas de la dimension 2, auquel on s’intéresse ici, nécessite l’utilisation
d’homomorphismes de bicatégories monöıdales, c’est-à-dire de trihomomorphismes
de tricatégories ayant un seul objet [17]. Le théorème de classification obtenu étend
exactement à la dimension supérieure l’équivalence de catégories (1.0.5). Il a été
nécessaire de définir pour les bicatégories monöıdales les bicatégories d’homomor-
phismes Bimon(−, −), équivalent des catégories Mon(−, −) d’homomorphismes
de catégories monöıdales. Comme pour le cas de la gr-catégorie Eq(G[1]) as-
sociée au module croisé i : G−→Aut(G) défini pour un groupe G, au carré
croisé i : G−→Eq(G) introduit dans [3] doit être associée la bicatégorie monöıdale
Bieq(G[1]) des auto-biéquivalences de la bicatégorie à un seul objet G[1] associée à
G. Pour toutes gr-catégories G et K, le résultat de classification s’exprime avec une
biéquivalence de bicatégories, résultat principal de ce travail,

Bimon(K,Bieq(G[1]))−→Ext(K,G)op. (1.0.6)
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Ce résultat est global puisqu’il s’exprime via une biéquivalence et à ce titre ne
peut plus être seulement considéré de type cohomologique, qui pour ce genre de
problème avait le défaut d’occulter la nature des objets mis en jeu. On entrevoit
mieux à présent l’analogie avec la classification des fibrations d’espaces évoquée plus
haut et conjointement ce que pourrait être le cas de la dimension n. Par ailleurs,
les récents travaux comme ceux de [6, 14, 15, 5] sur le Nerf des bicatégories et leur
réalisation géométrique, devraient permettre de réaliser le lien entre les extensions
classifiées ici et les fibrations d’espaces topologiques ayant le même type d’homotopie
(πi 6= 0 ssi i = 1, 2), et, il n’y pas de réelle obstruction à penser que la 2-catégorie
Ext(K,G) est 2-équivalente à celle des fibrations sur le CW-complexe |Ner(K)|, de
fibres homotopiquement équivalentes à l’espace |Ner(G)|.

Le corps du texte est articulé de la façon suivante. Les sections 2 et 3 sont
consacrées à des rappels sur les gr-catégories et les bicatégories. On expose en
particulier les premiers résultats concernant le noyau homotopique d’un homomor-
phisme de gr-catégories. Après un rappel sur les bicatégories monöıdales, la sec-
tion 4 donne une description de la structure monöıdale utilisée sur la bicatégorie
Bieq(G[1]) des auto-biéquivalences de G. On s’intéresse ensuite, section 5, aux mor-
phismes `̀ lâcheś´ de bicatégories monöıdales: on définit les notions de transforma-
tion monöıdale et de modification pour de tels morphismes; pour deux bicatégories
monöıdales T et S, la bicatégorie décrite est notée Bimonl(T , S). Notre con-
struction est comparable en tout point à celle réalisée dans [12] pour le cas très
spécial où les bicatégories monöıdales considérées sont des Gray-monöıdes, cela dit,
pour l’étude qui nous concerne apparaissent très naturellement des bicatégories
plutôt que des Gray-monöıdes. Dans la section 6, on établit une biéquivalence entre
la 2-catégorie Bimonl(K, Cat) des pseudo-foncteurs monöıdaux définis sur une
catégorie monöıdale K et la 2-catégorie CofmonK des cofibrations monöıdales sur
K, ce qui complète les résultats de [7] sur ce sujet et qui généralise aux cas monöıdal
la 2-équivalence de [18], Bicat(K, Cat)−→CofibK, sur les cofibrations sur K in-
troduites par A. Grothendieck dans [19]. Les sections 7 et 8 sont consacrées à
l’étude des torseurs et bitorseurs pour l’action d’une gr-catégorie G. On établit une
biéquivalence Bieq(G[1])−→Bitors(G) entre la bicatégorie des auto-biéquivalences
de la bicatégorie G[1] et celle des G-bitorseurs Bitors(G). On explicite dans la sec-
tion 9 la flèche de la biéquivalence induite, de but les K-fibrations en G-bitorseurs,
Bicat(K,Bieq(G[1]))−→Bicat(K,Bitors(G)), sous-jacente a celle du théorème de
classification (1.0.6). Les sections suivantes sont entièrement consacrées à la clas-
sification des extensions. Sections 10 et 11, on définit la 2-catégorie des extensions
de gr-catégories Ext(K, G) et l’on montre que cette dernière est un 2-groupöıde
biéquivalent à son sous 2-groupöıde Extcof (K, G) (resp. Extfib(K, G) des exten-
sions cofibrées (resp. fibrées) de K par G. On donne ensuite dans la section 12 une
description de la bicatégorie Bimon(K,Bieq(G[1])) et la construction de la flèche
de (1.0.6). On souhaitait une description explicite, ce qui est obtenu mais nécessite
une discussion longue et technique. Pour plus de lisibilité, on explicite seulement le
cas où la gr-catégorie G est unitaire et où les biéquivalences de G sont strictes sur les
unités. Enfin, on montre la biéquivalence dans la dernière section. Elle est obtenue
en partie avec le même point de vue que celui de la théorie de Breen-Grothendieck
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développée dans [2] et [3, §3] . La donnée d’une extension de K par G détermine,
avec les fibres homotopiques de l’homomorphisme p, une K-fibration en G-bitorseurs
ainsi qu’une K-fibration monöıdale.

Cet article est une version remaniée de ma thèse de doctorat réalisée sous la
direction de Lawrence Breen. Je lui dois mon premier contact avec `̀ l’algèbre de
dimension supérieuré´ essentielle ici et qui semble incontournable dans l’avenir au
moins pour de telles questions. Je tiens ici une nouvelle fois à le remercier et à lui
témoigner toute ma reconnaissance.

2. Catégories monöıdales, gr-catégories

Pour toute la suite Cat est la 2-catégorie des petites catégories. Les structures
de catégorie monöıdale et de gr-catégorie sont à présent bien connues (voir par ex-
emple [26], [22], [33], [35] et [3]). Une catégorie monöıdale K = (K, ⊗, a, I, g, d)
est un objet monöıdal dans Cat. Explicitement, K est une catégorie munie d’un
foncteur ⊗ : K×K−→K auquel sont associées une contrainte d’associativité et une
contrainte d’unité compatible. Une contrainte d’associativité consiste en la donnée
d’une famille d’isomorphismes fonctoriels aA,B,C : (A⊗B)⊗C−→A⊗ (B ⊗C), A,
B et C objets de K telle que le pentagone suivant commute pour tout objets A, B,
C, et D de K [26] :

(A(BC))D a // A((BC)D)
1⊗a

$$IIIII

((AB)C)D

a⊗1 ::uuuuu

a ))TTTTTTTTT
A(B(CD))

(AB)(CD)
a

55jjjjjjjjj

Une contrainte d’unité (I, g, d) compatible à celle d’associativité consiste en la
donnée d’un objet I de K, d’une famille d’isomorphismes fonctoriels gA : I ⊗
A−→A et dA : A−→A ⊗ I, A objet de K tels que pour tout objet A et B
de K le diagramme suivant commute :

(AI)B
aA,I,B //

ee
dA⊗1B

LLLL
A(IB)

1A⊗gB
yyrrrr

AB .

Une catégorie monöıdale est dite stricte si les contraintes d’associativité et d’unité
sont des égalités. Le théorème de cohérence pour les catégories monöıdales [26], [22],
permettent de considérer une catégorie monöıdale comme étant stricte. Rappelons
qu’une catégorie monöıdale K peut être vue soit comme une bicatégorie ayant un
seul objet [1, p. 19] (notifié quelquefois avec la notation K[1]), soit comme une bi-
catégorie monöıdale où les 2-morphismes se réduisent aux identités. Ces deux points
de vue sont fondamentaux pour l’étude qui suit des extensions de gr-catégories.

Un objet X d’une catégorie monöıdale est 2-régulier si les foncteurs de translation
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à gauche tg(X) : K−→K, Y 7→ XY et de translation à droite td(X) : K−→K, Y 7→
Y X sont des équivalences [33, p. 12].

Définition 2.1. [35] Une gr-catégorie est une catégorie monöıdale où les flèches
sont des isomorphismes et les objets sont 2-réguliers.

Un morphisme de catégories monöıdales ou foncteur monöıdal F = (F, ΦF ,Φo) :
H−→K consiste en la donnée d’un foncteur F : H−→K et de morphismes fonc-
toriels appelés les contraintes de comparaison et la contrainte d’unité, respective-
ment ΦF (A, B) : F (A) ⊗ F (B)−→F (A ⊗ B) et Φo : I−→F (I), compatibles aux
contraintes d’associativité et d’unité c’est-à-dire tels que les diagrammes suivants
commutent :

(F (A)F (B))F (C)
aF (A),F (B),F (C)

²²

ΦF (A,B)⊗1// F (AB)F (C)
ΦF (AB,C) // F ((AB)C)

F (aA,B,C)
²²

F (A)(F (B)F (C))
1⊗ΦF (B,C)// F (A)F (BC)

ΦF (A,BC) // F (A(BC))

F (I)F (A)
φF (I,A) // F (IA)

F (gA)
²²

F (AI) oo φF (A,I)
F (A)F (I)

IF (A)
gF (A) //

φo⊗1

OO

F (A) F (A)
dF (A) //

F (dA)

OO

F (A)I

1⊗φo

OO

Une transformation monöıdale λ : F=⇒G, consiste en la donnée d’une transforma-
tion naturelle, λ : F=⇒G telle que pour tout objet A et B de H les diagrammes
suivant commutent :

F (A)F (B)
φF (A,B) //

λA⊗λB
²²

F (AB)

λAB
²²

F (I)
λI //

aa

φF
o

DDDDDD
G(I)
==

φG
ozzzzzz

G(A)G(B)
φG(A,B) // G(AB) I .

Un morphisme P = (P, ΦP , ΦP
o ) : H−→K de catégories monöıdales est appelé ho-

momorphisme lorsque la contrainte de comparaison ΦP et celle d’unité ΦP
o sont

des isomorphismes fonctoriels. Pour ces derniers, on privilégiera les directions
ΦF (A, B) : F (A ⊗ B)−→F (A) ⊗ F (B) et Φo : F (I)−→I, opposées à celles prises
dans le cas lâche et plus utilisée pour les homomorphismes. Pour un homomor-
phisme de catégories monöıdales entre deux gr-catégories, c’est-à-dire un homo-
morphisme de gr-catégories, la donnée de la contrainte d’unité Φo : F (I)−→I est
redondante.

Notation 2.2. On note Mon (resp. grCat), la 2-catégorie dont les objets,
les 1-morphismes et les 2-morphismes sont respectivement les (petites) catégories
monöıdales (resp. les gr-catégories), les homomorphismes et les transformations
monöıdales.
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On assimile la catégorie des groupes Grp, ainsi que celle des groupes abéliens Ab,
a des 2-catégories localement discrètes; on dispose ainsi de 2-foncteurs [35] :

πo : grCat−→Grp et π1 : grCat−→Ab,

où pour une gr-catégorie H, le groupe πo(H) est celui des composantes connexes
de H et le groupe abélien π1(H) est celui des automorphismes Aut(I) :=H(I, I) de
l’objet unité de H.

Notation 2.3. Soit P : H−→K un homomorphisme de catégories monöıdales, on
note par (N(P ), j, ε) le noyau de P ( [32, §3.1], [23, §1]).
Pour mémoire, rappelons que la catégorie monöıdale N(P ) (appelée aussi noyau
par abus) a pour catégorie sous jacente la fibre homotopique de P au dessus de I,
dont les objets sont les paires (X, f) où X est un objet de H et f : P (X)−→I un
morphisme de K et dont un morphisme h : (X, f)−→(Y, g)) est un morphisme h de
H(X, Y ) tel que f = g◦P (h). La ⊗-structure sur la catégorie N(P ) est définie par :
(X, f)⊗ (Y, g) = (X ⊗ Y, f.g), où f.g est le morphisme de K défini par la composée
: gI ◦ (f ⊗ g) ◦ ΦP (X, Y ) : P (X ⊗ Y )−→P (X) ⊗ P (Y )−→I ⊗ I−→I. L’objet
(I, ΦP

o ) est l’objet unité, les contraintes d’associativité et d’unité de N(P ) sont
celles H. L’homomorphisme j : N(P )−→H intervenant dans le noyau (N(P ), j, ε)
est la projection canonique, (X, f) 7→ X, enfin, ε est la transformation monöıdale
ε : Pj=⇒1 ayant pour composante à l’objet (X, f) de N(P ) le morphisme f :
P (X)−→I de K.

Proposition 2.4. Soit G une gr-catégorie et p : H−→K un homomorphisme de
gr-catégories. La catégorie Mon(G, N(p)) est isomorphe à la fibre homotopique
Mon(G, p)(n) du foncteur Mon(G, p) : Mon(G,H)−→Mon(G,K), au-dessus de
l’homomorphisme `̀nuĺ´ , n : G−→K, X 7→ I où I est l’objet unité de K.

Démonstration. Un objet (r, λ) de la fibre homotopique Mon(G, p)(n) consiste en
la donnée d’un homomorphisme r : G−→H et d’une transformation monöıdale λ :
pr=⇒n. Pour un objet X et un morphisme x : X−→X ′ de G, on dispose donc d’un
objet (r(X), λX) et d’un morphisme r(x) : (r(X), λX)−→(r(X ′), λX′) de N(p).
Cette correspondance détermine un foncteur : q : G−→N(p), qui est structuré en un
homomorphisme avec pour contraintes Φq = Φr et Φq

o = Φr
o. De la même manière,

un morphisme t : (r, λ)−→(r′, λ′) de Mon(G, p)(n) détermine une transformation
monöıdale t : q=⇒q′. On dispose ainsi d’un foncteur :

F : Mon(G, p)(n)−→Mon(G, N(p)). (2.4.1)

On montre sans difficulté que ce foncteur est un isomorphisme.

Lorsque P : H−→K est un homomorphisme de gr-catégories, le noyau N(P ) est
une gr-catégorie dont les groupes d’homotopie interviennent dans la longue suite ex-
acte d’homotopie associée à P [32, prop. 3.1.5]. Plus précisément, l’homomorphisme
∆ : π1(K)[0]−→N(P ), u 7−→∆(u) = (I, uΦo) s’inscrit dans une suite de grCat qui
est `̀ 2-exacté´ au sens de [23] :

0 // π1(N(P ))[0]
π1(j) // π1(H)[0]

π1(P ) // π1(K)[0] ∆ // N(P )
j // H P // K,
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et dont l’image par le 2-foncteur πo donne la longue suite exacte en question, soit :

Proposition 2.5. [32, prop. 3.1.5]. Soit P : H−→K un homomorphisme
de gr-catégories de noyau (N(P ), j, ε). L’homomorphisme δ = πo(∆) :
π1(K)−→πo(N(P )) est à valeur dans le centre du groupe πo(N(P )). La suite de
groupes suivante est exacte :

0 // π1(N(P ))
π1(j) // π1(H)

π1(P ) // π1(K) δ // πo(N(P ))
πo(j) // πo(H)

πo(P ) // πo(K)

Comme conséquence, on obtient que le noyau d’un homomorphisme P de gr-
catégories qualifie ce dernier [32, prop. 3.1.6] :

Proposition 2.6. L’homomorphisme P est fidèle (resp. plein) si et seulement si
π1(N(P )) = 1 (resp. πo(N(P )) = 1).

2.7. Exemple. Soit H une gr-catégorie où une contrainte d’inverse (.∗, e., n.)
à été choisie [33, § 2.5.5.2]. Pour tout objet A de H, on dispose du foncteur de
conjugaison par A (voir [3]) (iA, ΦA) : H−→H, X 7−→iA(X) = (AX)A∗. On est
alors en présence d’un homomorphisme dit de conjugaison : (i, Φi) : H−→Eq(H).
Le noyau homotopique N(i) de cet l’homomorphisme est strictement isomorphe au
centre Z(H) de H ([22] pour le centre). Par ailleurs, π1(Eq(H)) est le groupe
des 1-cocycles (i.e. des homomorphismes croisés ou dérivations [27, p. 106])
Z1(πo(H), π1(H)) du groupe πo(H) à valeur dans le πo(H)-module π1(H) ([35],
pour l’action de πo(H) sur π1(H)). Le groupe π1(Z(H)) est le groupe π1(H)πo(H),
sous groupe des automorphismes de l’unité invariant pour l’action du groupe πo(H).
La longue suite exacte d’homotopie appliquée à l’homomorphisme de conjugaison
i : H−→Eq(H) donne la suite exacte de groupes (on note π1 et πo pour π1(H) et
πo(H))

0 // ππo
1

π1(j) // π1
π1(i)// Z1(πo, π1)

δ // πo(Z(H))
πo(j) // πo

πo(i) // πo(Eq(H)).

Pour u ∈ π1, π1(i)(u) est la dérivation principale [27, p. 106] définie par u. Enfin,
πo(j) est à valeur sur le sous groupe Z(πo) ∩ stπo(π1) de πo où stπo(π1) est le sous
groupe de πo des éléments qui stabilisent tous les automorphismes.
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3. Rappels sur les bicatégories

On renvoie le lecteur à [37] ainsi qu’à [1], [18] et [17] pour les généralités sur
les bicatégories. Pour fixer les notations, donnons la définition classique suivante :

Définition Une bicatégorie A, correspond à la donnée d’une classe d’objets,
A,B, C, . . . ,

BC1 d’une famille de (petites) catégories A(A,B), dont les objets et les mor-
phismes sont respectivement les 1-morphismes et les 2-morphismes de A,

BC2 d’une famille de foncteurs de composition `̀ · ´́ : A(B, C) ×
A(A,B)−→A(A,C),

BC3 d’une famille de foncteurs IA : 1l−→A(A, A), où 1l est la catégorie à un objet
et une flèche.

BC4 d’une famille d’isomorphismes naturels (contraintes d’associativité)

A(C,D)×A(B,C)×A(A, B)
·×1 //

1×·
²²

A(B,D)×A(A,B)

·
²²

A(C, D)×A(A, C) ·
// A(A,D)

aA,B,C,D

{¤

BC5 de familles d’isomorphismes naturels (contraintes d’unité)

A(B, B)×A(A,B)

· **UUUUUUUUUUUUUU
A(A,B)

IB×1oo 1×IA //

1

²²

A(A,B)×A(A,A)

·ttiiiiiiiiiiiiii

A(A,B)

gAB +3 dAB +3

Ces données sont cohérentes, dans le sens où la contrainte d’associativité vérifie
l’égalité du pentagone [18, BC6 p. 39] et est compatible à la contrainte d’unité [18,
BC7 p. 40].

Définition 3.1. On appelle bigroupöıde, une bicatégorie pour laquelle les 1 et 2-
morphismes sont respectivement des équivalences et des 2-isomorphimes.

3.2. Le théorème de cohérence pour les bicatégories [17, Théorème 1.5], [28] donne
que le collage (pasting) de 2-cellules est uniquement déterminé par le choix d’un
parenthésage des 1-morphismes du but et de la source de ce collage. Un collage
dans une bicatégorie peut donc être signifié en omettant les 2-isomorphismes relatifs
aux contraintes d’associativité et d’unité.

3.3. Une propriété locale pour une bicatégorie A est une propriété vérifiée par toutes
les catégories A(A,B). Une bicatégorie B est dite sous-bicatégorie (resp. sous-
bicatégorie pleine, resp. sous-bicatégorie localement pleine) d’une bicatégorie A si
les objets de B sont des objets de A et si pour tout couple d’objets (A,B) de B,
B(A,B) est une sous-catégorie de A(A,B) (resp. B(A,B) = A(A,B), resp. B(A,B)
est une sous-catégorie pleine de A(A,B)). En particulier, pour un objet A de A,
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la sous bicatégorie pleine de A ayant A comme seul objet peut être assimilée à une
catégorie monöıdale [1, p. 19] que l’on notera A(A).

3.4. Pour A et B deux bicatégories, on note Bicat(A,B) la bicatégorie des ho-
momorphismes de A dans B. Un homomorphisme H : A−→B, correspond
à la donnée d’une application H : ob(A)−→ob(B), d’une famille de foncteurs
HA,B : A(A,B)−→B(H(A),H(B)), d’une famille de 2-isomorphismes : iA :
H(IA)=⇒IH(A) et d’une famille d’isomorphismes naturels, appelés les contraintes
de comparaisons,

A(B, C)×A(A,B) · //

HB,C×HA,B

²²

A(A,C)

HA,C

²²
B(H(B), H(C))× B(H(A),H(B)) ·

// B(H(A),H(C))

CA,B,C

u}

(3.4.1)

cohérentes aux contraintes d’associativité et d’unité. Le théorème de cohérence
pour les homomorphismes de bicatégories [17, Théorème 1.6], nous autorise à ne pas
signifier les contraintes de ces derniers. Un 1-morphisme H−→K de Bicat(A,B) est
une pseudo-transformation naturelle θ : H−→K. Une telle transformation consiste
en la donnée d’une famille de 1-morphismes de B, appelés les composantes de θ,
θA : H(A)−→K(A), A objet de A, et d’une famille d’isomorphismes naturels :

A(A, B)
HA,B //

KA,B

²²

B(H(A),H(B))

B(1,θB)

²²
B(K(A),K(B)) B(θA,1)

// B(H(A), K(B))

θ.

¢ª

soit, d’une famille de 2-isomorphismes θf : θB .H(f)=⇒K(f).θA pour tout mor-
phisme f : A−→B de A, appelés les 2-isomorphismes structuraux de θ, satisfaisant
aux conditions de cohérence usuelles [18, p. 43 et 80]. Lorsque pour tout ob-
jet A de A, les composantes θA d’une pseudo-transformation θ : H−→K sont
des équivalences, on parle alors de pseudo-équivalence. La donnée pour chaque
composante θA d’une équivalence quasi-inverse θ∗A a θA, détermine une pseudo-
équivalence quasi-inverse θ∗. , dont l’expression au morphisme f : A−→B est donnée
par l’accouplement (θ−1

f )∗ (voir [24] p. 87, pour la théorie de l’accouplement (the
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mates), voir aussi [30]) :

H(A)

H(f)

g ⇑
((

H(f)
//

θA ⇑ θ−1
f

½½6
66

66
66

66
6

H(B)
I

//

θB

ε ⇑

¾¾6
66

66
66

66
6

H(B)

K(A)

K(f)

d ⇑
66

θ∗A
η ⇑

DD©©©©©©©©©©
I // K(A)

K(f) // K(B)

θ∗B

CC©©©©©©©©©©

Enfin, un 2-morphisme soit une modification de Bicat(A,B),

A

H

!!

K

== Bθ

ÂÂ

γ

ÄÄ

m +3 (3.4.2)

consiste en la donnée d’une famille de 2-morphismes mA : θA=⇒γA, telle que pour
tout 1-morphisme f : A−→B de A : γf .(mBH(f)) = (K(f)mA).θf .

3.5. Un homomorphisme H : A−→B est une biéquivalence si H est biessentiellement
surjectif c’est-à-dire si pour tout objet B de B, il existe un objet A de A et une
équivalence entre B et H(A) et si H est localement une équivalence, c’est-à-dire
si le foncteur HA,B : A(A, B)−→B(H(A),H(B)) est une équivalence de catégories
pour tout couple (A,B) d’objets de A. Lorsque A et B sont des bigroupöıdes, un
homomorphisme H : A−→B est une biéquivalence si et seulement si H induit une
bijection sur les composantes connexes π0(A) et π0(B) et si pour tout objet A de
A, H induit une gr-équivalence sur les gr-catégories A(A) et B(H(A)) ([31] dans
le cas 2-groupöıde).

Notation 3.6. Soit A une bicatégorie, on note par Bieq(A) le bigroupöıde, sous-
bicatégorie de Bicat(A,A), dont les objets, les 1-morphismes et les 2-morphismes
sont respectivement les biéquivalences, les pseudo-équivalences et les modifications
inversibles.

3.7. Soient A, B, C et D des bicatégories. Un homomorphisme H : B−→C détermine
des homomorphismes, strict pour le second, [18, p. 88], qui sont des biéquivalences
si H l’est :

H◦ : Bicat(A,B)−→Bicat(A, C) et ◦H : Bicat(C,D)−→Bicat(B,D).

Enfin, rappelons que l’on a des isomorphismes canoniques [37, p. 122]:

Bicat(A,Bicat(B, C)) ' Bicat(B,Bicat(A, C)), (3.7.1)
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Bicat(A,B) ' Bicat(Aop,Bop)op. (3.7.2)

3.8. Cas des catégories monöıdales. Comme on l’a déjà dit, une catégorie
monöıdale K peut être assimilée à une bicatégorie ayant un seul objet, point de vue
que l’on signifira en cas d’ambiguité avec la notation K[1]. Un homomorphisme de
catégories monöıdales est un homomorphisme de bicatégories. Pour deux catégories
monöıdales K et G, on peut considérer les bicatégories Bicat(K, G) et Bieq(G).

Une pseudo-transformation θ : H−→H ′ entre une paire d’homomorphismes de
Bicat(K, G) correspond à la donnée, pour son unique composante d’un objet θ de
G et, pour ses isomorphismes structuraux d’une famille d’isomorphismes de G,

θA : θ ⊗H(A)−→H ′(A)⊗ θ, (3.8.1)

naturels en A et cohérente à la structure avec la commutativité des deux diagrammes
suivants :

θH(AB)
θAB //

a◦(θΦH)

²²

H ′(AB)θ

(θH(A))H(B)
θA⊗1 // (H ′(A)θ)H(B) a // H ′(A)(θH(B))

1⊗θB // H ′(A)(H ′(B)θ)

ΦH′θ◦a

OO

θ ⊗H(I)
θI //

θ⊗ΦH
o

²²

H ′(I)⊗ θ

ΦH′
o ⊗θ

²²
θ ⊗ I

d−1
I // θ I ⊗ θ.

gIoo

Lorsque G est une gr-catégorie où des choix d’objets quasi-inverses sont faits,
une telle pseudo-transformation doit être comprise comme une transformation
monöıdale iθ ◦H−→H ′ où iθ est l’homomorphisme de conjugaison intérieur défini
par l’objet θ de G composante de cette pseudo-transformation.

Enfin, un 2-morphisme m : θ=⇒θ′ : H−→H ′ correspond à la donnée d’un mor-
phisme de K, m : θ−→θ′, tel que pour tout objet A de H, on ait la commutativité
du carré :

θ ⊗H(A)
θA //

m⊗1

²²

H ′(A)⊗ θ

1⊗m

²²
θ′ ⊗H(A)

θ′A // H ′(A)⊗ θ′.

4. La bicatégorie monöıdale Bieq(G) des biéquivalences d’une
gr-catégories

On se réfère à [17] pour la structure de bicatégorie monöıdale c’est-à-dire de
tricatégorie ayant un seul objet. Une structure monöıdale sur une bicatégorie B
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consiste en les données suivantes :

B1 un homomorphisme de bicatégories ⊗ : B × B−→B;

B2 un homomorphisme unité I : 1l−→B de Bicat(1l; B) où 1l est la bicatégorie
ayant un objet, un 1-morphisme et un 2-morphisme;

B3 une pseudo-équivalence a de Bicat(B × B × B; B) appelée la contrainte
d’associativité

B × B × B ⊗×1 //

1×⊗
²²

B × B
⊗

²²
B × B ⊗

// B
a

§±

B4 des pseudo-équivalences l et r de Bicat(B; B) appelées les contraintes d’unité

B × B
⊗

''OOOOOOOOOOO BI×1oo 1×I //

1

²²

B × B
⊗

wwooooooooooo

B
l+3 +3r

B5 une modification π de Bicat(B×B×B×B; B) donnant la pseudo-commutativité
des pentagones de Mac Lane

B4
1×⊗×1 //______

1×1×⊗
~~||

||
||

⊗×1×1

²²

B3

1×⊗~~|
|

|

⊗×1

²²Â
Â
Â
Â
Â
Â

B3
1×⊗ //

⊗×1

²²Â
Â
Â
Â
Â
Â B2

⊗

²²

π

|v§ ||
||

||
||

||
||

||
||

||

B3
⊗×1 //

1×⊗
~~|

|
|

B2

⊗~~||
||

||
|

B2
⊗ //______ B

1×a

¤®

a
go

a

¨²

a
.6

a×1 +3

B6 une modification µ de Bicat(B×B; B) donnant la pseudo-commutativité des
diagrammes de compatiblité des contraintes d’associativité et d’unité,

B2 1 //
1×I×1

ÃÃB
B

B

1

²²

B2

1

ÃÃB
BB

BB
B

1

²²Â
Â
Â
Â
Â
Â

B3
⊗×1 //______

1×⊗

²²Â
Â
Â
Â
Â
Â

µ

B»(
BB

BB
BB

BB
BB

BB
BB

BB
BB

B2

⊗

²²

B2 1 //______

1 ÃÃB
BB

BB
B B2

⊗

ÃÃB
B

B
B

B2
⊗ // B

°¸
d×1

a

®¶

1⊗g

µ
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Les données B5 et B6 sont elles mêmes cohérentes, c’est-à-dire que la modification
π vérifie la condition du 4-cocycle non abélien ([17], TA1) condition qui correspond
à une commutativité du type polyèdre K5 de Stasheff [36], la modification µ vérifie
les conditions de normalisation à gauche et à droite (loc. cit., TA2-TA3) pour les
modifications λ et ρ induites (loc. cit., rem. 2.3.).

Pour T = (T ,⊗, a, I, g, d, π, µ) une bicatégorie monöıdale, on omettra sou-
vent de signifier dans les diagrammes les contraintes dues à la bicatégorie T ou à
l’homomorphisme ⊗ comme cela est possible avec les théorèmes de cohérence, th.
5 et th. 6, de loc. cit.. Par exemple, pour des 2-morphismes u et w de T du type

A
f //

⇓ua

²²

B

b

²²

D
h //

⇓wd

²²

E

e

²²
A′

f ′
// B′ D′

h′
// E′

le diagramme

A⊗D
f⊗h //

⇓u⊗wa⊗d

²²

B ⊗ E

b⊗e

²²
A′ ⊗D′

f ′⊗h′
// B′ ⊗ E′

(4.0.1)

aussi signifié quelquefois par la notation u×w, correspondra à la composition

(b⊗ e).(f ⊗ h) ' (b.f)⊗ (e.h) u⊗w−→ (a.f ′)⊗ (h′.d) ' (f ′ ⊗ h′).(a⊗ d).

De même, pour un 1-morphisme f et un objet X de T , on notera par f ⊗X le
1-morphisme f ⊗ IX (avec IX l’unité en X). Pour un 2-morphisme u et un objet
X de T , on notera par u ⊗ X ou encore par u ⊗ 1 le produit u ⊗ 1IX

. Enfin,
pour θ : X−→Y un 1-morphisme de T , on notera aussi par Iθ : IY .θ=⇒θ.IX , (où
Iθ = dθgθ) l’expression en θ de la pseudo-équivalence unité de l’homomorphisme
1T : T −→T de Bicat(T , T ) . Avec ces conventions, le produit u × Iθ correspond
donc au diagramme

A⊗X
f⊗θ //

⇓u⊗Ia⊗X

²²

B ⊗ Y

b⊗Y

²²
A′ ⊗X

f ′⊗θ

// B′ ⊗ Y

4.1. La bicatégorie monöıdale Bieq(G)
Soit G une gr-catégorie, on précise ici la structure monöıdale sur Bieq(G) que

nous allons utiliser par la suite.



Homology, Homotopy and Applications, vol. 5(1), 2003 451

B1 L’homomorphisme de composition est défini sur la cellule de Bieq(G)×Bieq(G),

(K,H)

(φ,θ)

''

(φ′,θ′)

77
(K ′,H ′)(n,m)

®¶
(4.1.1)

par les égalités :

K ⊗H = KH, φ⊗ θ = φH ′.Kθ, n⊗m = nH ′.Km .

La pseudo-transformation produit φ⊗ θ correspond à la composition dans Bieq(G)
:

G

KH

!!
KH′ //

K′H′

== G
Kθ®¶

φH′
®¶

(4.1.2)

Cette pseudo-transformation est définie pour sa composante par l’objet φ⊗K(θ) de
G et pour ses isomorphismes structuraux par la famille d’isomorphismes (φ⊗ θ)X ,
X objet de G, donnés par la composition suivante (les contraintes d’associativité
sont omises, ce qui sera souvent le cas pour la suite) :

(φK(θ))KH(X)
(φ⊗θ)X //___________

1(ΦK)−1

²²

K ′H ′(X)(φK(θ))

φK(θH(X))
1K(θX)// φK(H ′(X)θ) 1ΦK

// (φKH ′(X))K(θ)

φH′(X)1

OO
(4.1.3)

La modification produit n ⊗m, est définie par le morphisme n ⊗K(m) de G. La
contrainte de comparaison de cet homomorphisme de composition est définie au
1-morphisme de Bieq(G)×Bieq(G) :

(K, H)
(φ,θ)−→ (K ′, H ′)

(φ′,θ′)−→ (K ′′,H ′′)

par la modification de Bieq(G),

C⊗ : (φ′.φ)⊗ (θ′.θ)=⇒(φ′ ⊗ θ′).(φ⊗ θ), (4.1.4)

définie par le collage dans Bieq(G) :

⇓ ΦK

KH ′′ (φ′.φ)H′′

ÃÃ

φH′′

$$IIIIIIIII

⇓ φθ′

‖

KH

K(θ′.θ) ..

φH′.Kθ
00

Kθ // KH ′

Kθ′
::vvvvvvvvv

φH′
$$HH

HH
HH

HH
H K ′H ′′ φ′H′′

// K ′′H ′′ .

‖

K ′H ′
K′θ′

::uuuuuuuuu
φ′H′′.K′θ′

>>

‖
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Enfin, la contrainte d’unité est définie à l’unité (IK , IH) : (K, H)−→(K, H) par la
modification IK ⊗ IH=⇒IKH correspondant au morphisme de G :

C⊗0 : IK(I)
IΦK

0−→ II
g−→ I.

B2 L’unité est donnée par l’ identité 1G et la pseudo-transformation I1G .

B3 La contrainte d’associativité est la pseudo-équivalence de composantes des unités
ayant pour expression au 1-morphisme (ω, φ, θ) : (L,K, H)−→(L′,K ′,H ′) la modi-
fication de Bieq(G) :

(LK)H
(ωφ)θ //

I

²²

(L′K ′)H ′

I

²²
L(KH)

ω(φθ)
// L′(K ′H ′)

αω,φ,θ

¨²

(4.1.5)

où le morphisme αω,φ,θ est défini par la composition dans G :

I((ωL(φ))LK(θ))
αω,φ,θ //____________

g

²²

(ωL(φK(θ)))I
OO

d

(ωL(φ))LK(θ) a // ω(L(φ)LK(θ)) 1ΦL
// ωL(φK(θ)).

B4 Les contraintes d’unité sont les pseudo-équivalences de composantes des unités
et où pour un 1-morphisme θ : H−→H ′, les modifications lθ et rθ de Bieq(G) sont
définies par les morphismes de G :

lθ : I(Iθ)
g−→ Iθ

Iθ−→ θI et rθ : Iθ
Iθ−→ θI

1Φ−1
o−→ θH(I) d−→ (θH(I))I .

B5 La modification π est définie en utilisant les modifications de Bieq(G) induites
par les contraintes d’unité de style φo : M(I)−→I des homomorphismes considérés.
Sa composante en (M,L, K, H) correspond au morphisme de G :

(IM(I))[I(IMLK(I))] ∼−→ IIIII
∼−→ II .

B6 La modification µ admet pour composante en (K,H) le morphisme de G :

(IH(I))[I(IH(I))] ∼−→ IIIII
∼−→ I .

Enfin, en supposant G stricte on vérifie in extenso la condition du 4-cocycle non
abélien et les conditions de normalisation à gauche et à droite. Si l’on souhaite
encore alléger les diagrammes à considérer, on peut aussi supposer que les homo-
morphismes sont stricts, les contraintes d’associativité et d’unité sont alors strictes.
On note Bieq(G) la bicatégorie monöıdale ainsi définie.

4.2. Exemples. Soit G[0] la gr-catégorie discrète dont les objets sont les éléments
d’un groupe G. La bicatégorie monöıdale Bieq(G[0]) est la gr-catégorie stricte as-
sociée au module croisé i : G−→Aut(G) où i est l’homomorphisme de conjugaison.
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En effet, la bicatégorie Bieq(G[0]) est la 2-catégorie localement discrète dont les
objets sont les éléments du groupe Aut(G) des automorphismes de G et dont un
morphisme θ : H−→H ′ correspond à la donnée d’un objet θ de G tel que iθ◦H = H ′

où iθ est l’automorphisme de conjugaison défini par θ. Si l’on note (θ,H) un tel
morphisme, l’égalité (θ2, iθ1 ◦ H)(θ1,H) = (θ2θ1,H) définit la composition dans
Bieq(G[0]). Le produit est défini par l’égalité (φ,K) ⊗ (θ, H) = (φK(θ),KH) et
correspond au produit du groupe G×Aut(G), produit semi-direct pour l’action à
gauche de Aut(G) sur G.

Cet exemple se généralise au cas où G est une gr-catégorie pour laquelle
des choix d’objet quasi-inverse sont effectués. Au `̀module croisé ´́ défini par
l’homomorphisme de conjugaison (voir [3]),

(i, Φi) : G−→Eq(G) ,

peut être associée une bicatégorie monöıdale, qui doit être considérée comme étant
Bieq(G). En effet, l’homomorphisme de conjugaison détermine une action à gauche
sur le Eq(G)-torseur trivial (8.1.2). L’image de cette action par le foncteur défini en
(7.2.1) détermine une bicatégorie EG. On a un isomorphisme strict,

F : EG−→Bieq(G) (4.2.1)

se réduisant à l’identité sur les objets et les 2-morphismes. Au 1-morphisme (λ, θ) :
H−→H ′ de EG, le 1-morphisme F ((θ, λ)) est la pseudo-transformation définie pour
sa composante par l’objet θ de G et pour ses isomorphismes structuraux u− : θ ⊗
H(−)−→H ′(−)⊗ θ par la famille d’isomorphismes de composante en A :

uA : θH(A) ' (θH(A))I
1⊗n−1

A // (θH(A))(θ∗θ) ' ((θH(A))θ∗)θ
λA⊗1 // H ′(A)θ .

L’isomorphisme F permet alors de définir par transport une structure monöıdale
sur la bicatégorie EG. Cela dit, comme pour l’exemple précédent, c’est bien la
bicatégorie monöıdale Bieq(G) qu’il faut à présent associer à l’homomorphisme de
congugaison (i, Φi) : G−→Eq(G).

5. Morphismes de bicatégories monöıdales

Un homomorphisme H : T −→S de catégories monöıdales peut être vu soit
comme un objet de la catégorie Mon(T ,S) soit, lorsque T et S sont assimilées à des
bicatégories ayant un seul objet, à un objet de la bicatégorie Bicat(T ,S). Pour T
et S des bicatégories monöıdales, le deuxième point de vue trouve sa généralisation
avec la tricatégorie Tricat(T ,S) des trihomomorphismes de T vers S définie dans
[17]. On se propose ici d’étendre au cas des bicatégories monöıdales le premier point
de vue, ce que l’on obtient avec la bicatégorie Bimon(T , S). En fait, comme dans
[12] pour le cas des Gray-monöıdes, on développe dans la suite un cas `̀ lâché´ .

Un morphisme ou homomorphisme lâche H : T −→S de bicatégories monöıdales
est avec la terminologie de [17], un foncteur lâche où la donnée (HTD2) de loc.
cit. est un homomorphisme, les données (HTD3) et (HTD4) sont des pseudo-
transformations et les données (HTD5) et (HTD6) sont des modifications in-
versibles, soit :
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Définition 5.1. Soient T et S deux bicatégories monöıdales, un morphisme ou
homomorphisme lâche H = (H, χ, ι, ω, γ, δ) : T −→S consiste en la donnée

HBM1 d’un homomorphisme H : T −→S de Bicat(T ; S),

HBM2 d’une pseudo-transformation naturelle χH de Bicat(T ×T ; S) :

T ×T H×H //

⊗
²²

S×S
⊗

²²
T

H
// S

χH

©³

HBM3 d’une pseudo-transformation naturelle ιH de Bicat(1l; S) :

1l
I

ÄÄÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
ÄÄ I

ÂÂ>
>>

>>
>>

T
H

// S
ιH

µ

HBM4 d’une modification inversible ωH : Ha.(χ.(χ ⊗ 1))=⇒(χ.(1 ⊗ χ)).a de
Bicat(T ×T ×T ; S) (où 1×χ est sur la face arrière) :

T 3 H3
//

⊗×1

!!B
B

B
B

1×⊗

²²

S3

⊗×1

ÃÃA
AA

AA
AA

A

1×⊗

²²Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â

T 2

ω

B»(
BB

BB
BB

B

BB
BB

BB
B

BB
BB

BB
B

H2
//_______

⊗

²²Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â S2

⊗

²²

T 2 H2
//_______

⊗
!!CC

CC
CC

CC
S2

⊗

ÃÃB
B

B
B

T
H

// S

χ×1®¶

a
¦°
χ

©³
χ

¹Á

²º
a

£

HBM5 de modifications inversibles γ et δ de Bicat(T ; S) :
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T 1 //

I×1

ÃÃA
A

A
A

H

²²

T
1

ÂÂ?
??

??
??

?

H

²²Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â T 1 //________

1×I

ÃÃA
AA

AA
AA

A

H

²²

T
1

ÂÂ?
?

?
?

H

²²Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â

T 2

γ

A»'
AA

AA
AA

AA

AA
AA

AA
AA

AA
AA

AA
AA
⊗ //_______

H2

²²Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â T

H

²²

T 2
⊗ //

H2

²²Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â

δ

}w§ }}
}}

}}
}}

}}

}}
}}

}}
}}

}}

}}
}}

}}
}}

}}
T

H

²²

S
1

//________

I×1 ÃÃA
AA

AA
AA

A S

ÂÂ?
?

?
? S

1
//

1×I ÃÃA
A

A
A S

ÂÂ?
??

??
??

?

S2
⊗

// S S2
⊗

//_______ S

g +3 d

¯·

χ 4< χ 4<ι×1 &. 1×ι %-

g
5=

d ¹Á

Ces données respectent les conditions de cohérence, [17], HTA1 et HTA2 que nous
n’expliciterons pas ici.

Les morphismes de bicatégories monöıdales sont les objets d’une bicatégorie
Bimonl(T , S) (l en indice pour lâche) dont les 1 et 2-morphismes sont respec-
tivement les transformations monöıdales et les modifications. Une transformation
monöıdale s’identifie à une tri-transformation, définie dans [17], ayant pour com-
posantes des unités, ce qui est consistant avec le cas des catégories monöıdales
où une transformation monöıdale s’identifie de la même manière à une pseudo-
transformation.

Définition 5.2. Un 1-morphisme θ = (θ, Πθ, Mθ) : H−→K, appelé une transfor-
mation monöıdale, consiste en la donnée d’une pseudo-transformation naturelle de
Bicat(T ,S) : θ : H ⇒ K : T −→S et la donnée de modifications inversibles :

T ×T
H×H

**

K×K

44X \ _ b f

⊗

²²

S×S

⊗

²²

T ×T
H×H

**

⊗

²²

S×S

⊗

²²
T

K

55 S T
H

))i f b _ \ X U

K

55 S

θ×θ ®¶

χ

¥¯ θ ®¶

χ

¡©

Πθ
_*4

1
I

ÄÄÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
Ä

I

ÂÂ>
>>

>>
>>

1
I

ÄÄÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
Ä

I

ÂÂ>
>>

>>
>>

T
H

++

K

33 S T
K

33 S
ι
©³

θ®¶
ι

°¸

Mθ
_*4____ ____ ____

sastisfaisant aux conditions de cohérence :
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(A B)C

a

²²

χ⊗C //

(θAθB)θC

zzuuuuuuuuu
Π⊗I
=⇒

AB C
χ //

θABθC

{{xx
xx

xx
xx

x
Π

=⇒

(AB)C
θ(AB)C

zzuuuuuuuu

H(a)

²²

(ÃB̃)C̃

a

²²

χ⊗ eC //

⇓a

ÃBC̃
χ // ˜(AB)C

K(a)

²²

A(B C)

θA(θBθC)zzuuuuuuuuu

A⊗χ //

I⊗Π
=⇒

A BC

θAθBC
Π

=⇒{{xx
xx

xx
xx

x

χ // A(BC)

θA(BC)zzuuuuuuuu

Ã(B̃C̃) eA⊗χ

//
ÃB̃C χ

// Ã(BC)

ωH
A,B,C

¨²

ωK
A,B,C

©³

θas{

(5.2.1)

I A
θI⊗θA

}}||
||

||
||

χI,A

²²Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â IA

ι⊗Aoo

1⊗θA~~}}
}}

}}
}}

gA

²²

A I
θA⊗θI

}}||
||

||
||

χA,I

²²Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â AI

A⊗ιoo

θA⊗1~~}}
}}

}}
}}

OO

dAĨÃ

χI,A

²²

IÃ
ι⊗ eAoo

²²

ÃĨ

χA,I

²²

ÃI
eA⊗ιoo

OO

IA
gA //________

θIA}}|
|

|
|

A

θA~~}}
}}

}}
}}

}
AI oo dA ________

θAI}}|
|

|
|

A

θA~~}}
}}

}}
}}

}

ĨA
fgA // Ã ÃI

oo
fdA

Ã
£

γA .6 s{

γA .6

ΠI,A

²º

gM⊗I

¢ª

)1
δA

/7

δA

+36>

ΠA,I

²º

I⊗gM

¢ª

(5.2.2)

pour tous objets A, B, et C de T et où l’on a noté X et X̃ pour H(X) et K(X).

Définition 5.3. Un 2-morphisme m : θ ⇒ φ, appelé une modification, consiste en
la donnée d’une modification m : θ ⇒ φ de Bicat(T ,S) sastisfaisant aux conditions
de cohérence :

I

ι

}}{{
{{

{{
{{

ι

!!CC
CC

CC
CC

H(I)
θI

,,c a _ ] [

φI

22 K(I)

Mθ -5

Mφ

5=

mI ®¶
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H(A)⊗H(B)

θA⊗θB

,,

φA⊗φB

22

χH
A,B

²²

K(A)⊗K(B)

χK
A,B

²²
H(A⊗B)

θA⊗B

,,e d c b ` _ ^ \ [ Z Y

φA⊗B

22 H(A⊗B)

mA⊗mB ®¶

mA⊗B ®¶

Πθ

y¢
Πφ

¡©

pour tout objet (A,B) de T × T .

5.4. La bicatégorie des (co)-homomorphismes Bimon(T ,S) Un homomor-
phisme H : T −→S sera un morphisme de bicatégories monöıdales pour lequel les
pseudo-transformations χ et ι sont des pseudo-équivalences, ce qui avec la termi-
nologie de [17] est un trihomomorphisme de T dans S. En outre, lorsque les pseudo-
transformations χ et ι sont prises dans l’autre sens, soit χ : H ◦ ⊗=⇒⊗ ◦(H ×H)
et ι : H ⊗ I=⇒I, et modulo les adaptations que cela implique, on parlera alors de
co-morphisme et de co-homomorphisme. En particulier, on notera Bimon(T ,S) la
bicatégorie des co-homomorphismes de T dans S.

5.5. Compositions verticales et horizontales dans Bimonl(T , S). La com-
position verticale des 2-morphismes est définie par la composition verticale des
modifications de Bicat(T ,S) sous-jacentes, la cohérente (5.3) est immédiate. cette
composition est stricte. Pour trois morphismes H, K et L de Bimonl(T ,S), le
foncteur de composition horizontal,

· : Bimonl(T ,S)(K,L)×Bimonl(T ,S)(H,K)−→Bimonl(T ,S)(H,L),

est défini sur les transformations monöıdales par l’égalité :

(φ, Πφ, Mφ) · (θ, Πθ, Mθ) := (φ.θ, Πφ.Πθ, Mφ.Mθ) (5.5.1)

où φ.θ est la composition des pseudo-transformations naturelles dans
Bicat(T ,S). La modification inversible Mφ.Mθ correspond à la composition
dans Bicat(1l,S)(I, LI)

((φ.θ) ◦ I).ιH ∼−→ (φ ◦ I).((θ ◦ I).ιH) 1.Mθ

−→ (φ ◦ I).ιK Mφ

−→ ιL.

La modification Πφ.Πθ est définie par le collage dans Bicat(T ×T ,S) en un cylindre
des modifications Πφ et Πθ, soit :
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T ×T K×K

⇓φ×φ
//_________

≡Πφ

L×L

55

⊗

²²

S×S

⊗

²²

T ×T
H×H

⇓θ×θ ))

≡Πθ

K×K
//_________

⊗

²²

S×S

⊗

²²
T H

⇓φ
//___________

K

66 S T
H

⇓θ ((
K

//___________ S
χ

ª´χ

µ

χ

¦°

χ

¡©

La composante à l’objet (A,B) de T 2 de Πφ.Πθ correspond ainsi au collage dans S

H(A)⊗H(B)

(φ.θ)A⊗(φ.θ)B

⇓ C ++

θA⊗θB

//

χH
A,B

²²

⇓ Πθ

K(A)⊗K(B)
φA⊗φB

//

χK
A,B

²²

⇓ Πφ

L(A)⊗ L(B)

χL
A,B

²²
H(A⊗B)

(φ.θ)A⊗B

‖
33

θA⊗B // K(A⊗B)
φA⊗B // L(A⊗B)

(5.5.2)

Ces modifications Πφ.Πθ et Mφ.Mθ sont cohérentes au sens de (5.2.1) et (5.2.2).
Par exemple pour Πφ.Πθ, il suffit de coller les `̀ cubeś´ de (5.2.1) pour Πφ et Πθ

suivant les faces où interviennnent le 2-isomorphisme ωK . Le résultat s’obtient en
utilisant les théorèmes de cohérence pour les bicatégories ([17], Théorèmes 1.5 et
1.6).

La composition horizontale des 2-morphismes est définie via la composition
horizontale des modifications de Bicat(T ,S) sous-jacentes. Précisément, pour des
2-morphismes composables, m : θ−→φ et m′ : θ′−→φ′, la modification m′.m est
cohérente aux structures monöıdales. Par exemple, on obtient la première condition
de cohérence avec le collage :

H(A)⊗H(B)

θA⊗θB

,,

φA⊗φB

22

χH
A,B

²²

K(A)⊗K(B)

χK
A,B

²²

θ′A⊗θ′B
,,

φ′A⊗φ′B

22
L(A)⊗ L(B)

χL
A,B

²²
H(A⊗B)

θA⊗B

,,e d c b ` _ ^ \ [ Z Y

φA⊗B

22 K(A⊗B)

θ′A⊗B

,,e d c b ` _ ^ \ [ Z Y

φ′A⊗B

22 L(A⊗B)

mA⊗mB ®¶

mA⊗B ®¶

Πθ

y¢
Πφ

¡©

m′
A⊗m′

B ®¶

m′
A⊗B ®¶

Πθ′

x¡
Πφ′

¢ª
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on applique aux arrêtes supérieures la contrainte de comparaison de
l’homomorphisme ⊗ : S×S−→S, ce qui donne avec (5.5.2) la condition de cohérence
cherchée :

H(A)⊗H(B)

(θ′.θ)A⊗(θ′.θ)B

++

(φ′.φ)A⊗(φ′.φ)B

33

χH
A,B

²²

L(A)⊗ L(B)

χL
A,B

²²
H(A⊗B)

(θ′.θ)A⊗B

++f e c b ` _ ^ \ [ Y X V

(φ′.φ)A⊗B

33 L(A⊗B)

m′.mA⊗m′.mB

®¶

m′.mA⊗B

®¶

Πθ′ .Πθ

u}
Π.Π

Ä¨

Enfin, la compatibilité des compositions horizontales et verticales est immédiate.
Ce qui clôt la définition des foncteurs de composition.

5.6. Contraintes d’unité et d’associativité de la bicatégorie Bimonl(T ,S).
Ces contraintes sont induites par celles de Bicat(T ,S) et celles de l’homomorphisme
⊗ : S×S−→S. En particulier pour T une bicatégorie monöıdale et S une 2-catégorie
2-monöıdale [17], Bimonl(T ,S) est une 2-catégorie.

Plus précisément, pour un morphisme H = (H, χ, ι, ω, γ, δ), l’unité
en H est donnée par IH = (IH , ΠI ,M I) où IH est la pseudo-transformation
unité en H. La modification ΠI s’obtient avec la composition : (I−1)(1.i⊗) :
χ.(IH⊗IH)−→χ.(IH(−)⊗H(−))−→(IH(−⊗−)).χH où i⊗ : IH⊗IH−→IH(−)⊗H(−) est
la modification de Bicat(T ×T ,S) induite par la contrainte d’unité du morphisme
⊗◦ : Bicat(T ×T ,S×S)−→Bicat(T ×T ,S). La modification M I est donnée par
l’isomorphisme d−1

ι : ιI .IH(I)−→ιI . Les conditions de cohérences (5.2.1) et (5.2.2)
des modifications ΠI et M I se vérifient en utilisant la cohérence aux unités de la
pseudo transformation χ. La condition (5.2.1) est essentiellement due à l’expression
aux unités de la modification ω : Ha.(χ.(χ⊗1))=⇒(χ.(1⊗χ)).a. La condition (5.2.2)
s’obtient en utilisant les modifications γ et δ de HBM5. Pour Terminer avec les
unités, on vérifie que les contraintes d’unité en H de Bicat(T ,S), définissent des
contraintes d’unité sur Bimonl(T ,S) : gθ : IH .θ−→θ et dθ : θ−→θ.IH .
Enfin, pour trois morphismes composables θ, φ et ω de Bimonl(T ,S), la contrainte
d’associativité a : (ω.φ).θ−→ω.(φ.θ) de Bicat(T ,S) détermine une modification de
Bimonl(T ,S), naturelle en chaque terme. On montre alors (avec d’important
diagrammes) que ces modifications définissent des contraintes d’associativité,
cohérentes aux contraintes d’unité.

On vient de voir que les compositions et contraintes précédentes sont pour une
part induites par celles de la bicatégorie Bicat(T ,S). Plus précisément, on a un
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homomorphisme `̀oublí´ de la structure monöıdale :

O : Bimonl(T ,S)−→Bicat(T ,S).

Proposition 5.7. Soient K : T −→S un objet de Bimonl(T , S) et θ : H−→K
une équivalence dans Bicat(T , S) alors H et θ peuvent être structurés en un objet
H et un 1-morphisme θ : H−→K de Bimonl(T , S).

Démonstration succinte : Puisque θ est une équivalence, on dispose d’une pseudo-
transformation θ∗ et de modifications inversibles 1K−→θθ∗ et θ∗θ−→1H telles que
l’on obtienne une adjonction θ a θ∗. Les pseudo-transformations χH et ιH sont
alors définies par les compositions χH = (θ∗ ◦⊗)(χK)(⊗◦ (θ×θ)) et ιH = (θ ◦ I)ιK .
En utilisant la modification inversible 1K−→θθ∗, on dispose alors d’une modifica-
ton inversible Πθ : χK(⊗ ◦ (θ × θ))=⇒θχH , qui permet de définir en utilisant les
conditions de cohérence (5.2.1) et (5.2.2) les modifications ωH , γH et δH .

6. Application aux (co)fibrations monöıdales

Soit K une petite catégorie. On note CofibK la 2-catégorie des cofibrations
sur K, [19], dont les 1-morphismes et les 2-morphismes sont respectivement les
K-morphismes cocartésiens et les K-transformations naturelles. Pour fixer les no-
tations, rappelons que pour une cofibration p : F−→K, un coclivage R [19, p. 181]
correspond à la donnée, pour tout couple (X, f) où X est un objet de F et f un
morphisme de K de source p(X), d’un f -morphisme cocartésien de F de source X :

Rf (X) : X−→bf (X). (6.0.1)

On sait depuis [19] et [18, p. 50] que l’on a une 2-équivalence définie sur les
objets par la construction de Grothendieck (voir aussi [37, 1.10]),

E : Bicat(K,Cat)−→CofibK. (6.0.2)

L’image d’un homomorphisme F : K−→Cat est une cofibration pF : EF−→K. Un
objet de EF est un objet (X,A) de FA×K (on note FA pour F (A)). Un morphisme
de EF est un couple (g, f) : (X, A)−→(Y, B) où f : A−→B est un morphisme de K
et g : Ff (X)−→Y est un morphisme de FB (on note Ff pour F (f)), en particulier
1(X,A) = (iA(X), 1A) où iA(X) est la composante en X de l’isomorphisme naturel
iA : F1A=⇒1FA fourni par la contrainte aux unités de l’homomorphisme F . La
composition des morphismes est définie par

(g′, f ′) ◦ (g, f) := (g′ ◦ Ff ′(g) ◦ Cf ′,f (X), f ′ ◦ f)

où Cf ′,f (X) est la composante en X de l’isomorphisme naturel Cf ′,f : Ff ′◦f=⇒Ff ′ ◦
Ff fourni par la contrainte de comparaison de F . La cofibration pF est la projection
canonique sur K. L’image par E d’une pseudo-transformation θ : F−→F ′ est le K-
foncteur cocartésien Θ : EF−→EF ′ , défini au morphisme (g, f) : (X,A)−→(Y, B)
de EF par Θ(g, f) = (θB(g) ◦ θ−1

f (X), f) : (θA(X), A)−→(θB(Y ), B). Enfin,
L’image d’une modification m : θ=⇒θ′ est la K-transformation M : Θ=⇒Θ′

dont la composante en un objet (X, A) de EF est donnée par le morphisme :
(mA(X) ◦ iA(θA(X)), 1A) : (θA(X), A)−→(θ′A(X), A).
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Une cofibration monöıdale [7, def. 1.4] est un homomorphisme p : H−→K de
catégories monöıdales tel que le foncteur sous-jacent soit une cofibration sur K
et pour laquelle le produit de deux morphismes cocartésiens est un morphisme
cocartésien. Pour l’étude de tels objets, P. Carrasco et A. M. Cegarra ont défini
dans loc. cit la notion de pseudo-foncteur monöıdal sur K (def. 1.6) :

Définition 6.1. Soit K = (K,⊗, a, I, g, d) une catégorie monöıdale. Un pseudo-
foncteur monöıdal défini sur K, consiste à se donner :
1. Un pseudo-foncteur (F, i, C) : K−→Cat c’est-à-dire un objet de Bicat(K, Cat).
2. Pour tous objets (A,B) de K ×K, un foncteur (noté ⊗ dans [7]) :

TA,B : FA × FB−→FA⊗B ,

pour tous morphismes (f, g) : (A, B)−→(A′, B′) de K × K, un isomorphisme
naturel

tf,g : Ff⊗g ◦ TA,B=⇒TA′,B′ ◦ (Ff × Fg),

tels que les 2-diagrammes suivants commutent :
(a) pour tous morphismes (f ′◦f, g′◦g) : (A,B)−→(A′, B′)−→(A”, B”) de K×K,

FA×FB

TA,B //

OOOOOOOOOOO

OOOOOOOOOOO

Ff′f×Fg′g

²²

FA⊗B

rrrrrrrrr

rrrrrrrrr

Ff′f⊗g′g

²²

FA×FB

TA,B //

Ff×Fg

²²

FA⊗B

Ff⊗g

²²Cf′,f×Cg′,g+3 FA′×FB′
TA′,B′

//

Ff′×Fg′
²²

FA′⊗B′

Ff′⊗g′
²²

Cf′g′,fgks

FA”×FB”
TA”,B”

// FA”⊗B”

FA”×FB”
TA”,B”

//

ooooooooooo

ooooooooooo
FA”⊗B”

LLLLLL

LLLLL
LLLLL

tf,g

¢ª

tf′,g′

¤®

tf′f,g′g

¦°

(b) pour tous objets (A,B) de K ×K,

FA × FB

TA,B //

1FA×FB

ÀÀ

F1A
×F1B

¢¢

FA⊗B

F1A⊗B

ÀÀ

1FA⊗B

¢¢
FA × FB

TA,B // FA⊗B

iA×iBks iA⊗B +3
t1,1

µ

3. Un objet Ĩ de FI .
4. Pour tous objets (A,B, C) de K ×K ×K, un isomorphisme naturel :

αA,B,C : FaA,B,C
◦ TAB,C ◦ (TA,B × 1FC

)=⇒TA,BC ◦ (1FA
× TB,C),
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tel que pour tous morphismes (f, g, h) : (A,B, C)−→(A′, B′, C ′) de K × K × K,
le diagramme suivant commute :

FA′×FB′×FC′
T×1 // FA′B′×FC′

T // F(A′B′)C′

Fa

²²

FA×FB×FC
T×1

//

Ff×Fg×Fh

ggOOOOOOOOOOOO
FAB×FC

T
//

Ff⊗g×Fh

OO

F(AB)C

Fa

²²

F(f⊗g)⊗h

99sssssssss

´´

FA×FB×FC

Ff×Fg×Fhwwoooooooooooo 1×T
// FA×FBC

Ff×Fg⊗h

²²

T
// FA(BC)

Ff⊗(g⊗h)

%%KKKKKKKKK

FA′×FB′×FC′
1×T

// FA′×FB′C′
T

// FA′(B′C′)

tf,g×1

T\
tf⊗g,h

GO

1×tg,h

£
tf,g⊗h

²º

C

}¦ ¤¤
¤¤¤¤

C
?G

©©©©
αA,B,C

©³

αA′,B′,C′

dl

5. Pour tout objet A de K, des isomorphismes naturels (compte tenu de dA :
A−→A⊗ I)

GA : FgA
◦ TI,A(Ĩ , .)=⇒1FA

et DA : TA,I(., Ĩ)=⇒FdA

tel que pour tout morphisme f : A−→A′ de K le diagramme suivant commute :

FA

Ff // FA′ FA

Ff // FA′

FIA

F1⊗f //

FgA

aaDDDDDDDD

22

FIA′

Fg

<<yyyyyyyy
FAI

Ff⊗1 //
!!

FdA

DDDDDDDD

22

FA′I

||
Fd

yyyyyyyy

FA

T (Ĩ,.)

==zzzzzzzz

Ff

// FA′
T (F1I

(Ĩ),.)

WW T
jj

FA

T (.,Ĩ)

==zzzzzzzz

Ff

//

⇑ DA

FA′
T (.,F1I

(Ĩ))

WW T
jj

DA′⇑
GAlt `̀ ``̀ ` GA′ *2^̂^̂ ^̂^̂

NV&&&&

Â'FF
F

FF
F

NV&&&&

Â'FF
F

FF
F

-5 >F¦¦¦¦
-5 >F¦¦¦¦

Ces données devant être cohérentes c’est-à-dire que les deux diagrammes suivants
commutent, le premier diagramme correspondant au polyèdre K5 de Stasheff [36]
(dégénéré au sommet FAFBFCFD puisque Cat est stricte) : pour tous objets
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(A,B,C, D) de K×K×K×K,

FAFBCFD

T×1

uukkkkkkkkkkkkkk
1×T

))SSSSSSSSSSSSSS

FA(BC)FD

T

""EE
EE

EE
EE

FAF(BC)D

T

||yy
yy

yy
yy

¿¿

À
Â
!
"
$
&
(
*
,
.
0
2

5
7

F1A
×Fa

±±

F(A(BC))D
Fa //

F(1⊗a)a

--

FA((BC)D)

F1⊗a

½½6
66

66
66

66
66

66
6

F((AB)C)D

Fa⊗1

DD©©©©©©©©©©©©©©

Faa

55

Fa

##FFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFF
FAFBFCFD

OOÂ
Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â

¢¢¤
¤

¤
¤

¤
¤

¤
¤

¤
¤

¤
¤

¤
¤

¤

ÀÀ;
;

;
;

;
;

;
;

;
;

;
;

;
;

;
FA(B(CD))

F(AB)CFD

Fa×F1D

BB PP

¨
ª

¯
±
³
µ
·
¹
»
½
¿
À

Â
!

T

<<xxxxxxxx
FAFB(CD)

T

bbFFFFFFFF

F(AB)(CD)

Fa

;;xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

FABFCFD

T×1

YY3333333333333333
1×T // FABFCD

T

OO

FAFBFCD
T×1oo

1×T

EE®®®®®®®®®®®®®®®®

α %-

1×i

%-SSSS SSSS

t

EM

t

QY

i×1

qy kkkkkkkk
C 08

C
5=

C +3
α

@H

α
(0

α×1

PP

s
ª
¼

1×α ½½

³
Á ,

pour tous objets (A,B) de K ×K (compte tenu que dA : A−→A⊗ I),

F(AI)B
Fa //

\\
F((1gB)a)−1

FdA⊗1

::
::

::
::

::
::

::
:

FA(IB)

F1AgB

££¥¥
¥¥

¥¥
¥¥

¥¥
¥¥

¥¥
¥

FAIFB

T

t⇐

AA¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤¤
kk

FdA
×F1B

^^

FdA
×1

FAB FAFIB

T

t ⇓

]];;;;;;;;;;;;;;;

F1A
×FgB

¡¡

1×FgB

ss
FAFB

TA,I(.,Ĩ)×1

OO

FAFB

T

OO

FAFB

1×TI,B(Ĩ,.)

OO

α

²º

Ã(

1×i

¥¯ ³³³³
i×1

µ½
....

NVDA×1 %%%% 1×GB©³ ¼¼¼¼

On désigne par Cat la 2-catégorie monöıdale des petites catégories munies du
produit cartésien.

Lemme 6.2. Un pseudo-foncteur monöıdal sur K est un objet de la bicatégorie
Bimonl(K, Cat).
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Démonstration. Les points 2) et 3) de la définition précédente correspondent aux
pseudo-transformations χ = (T, t−1) et ι de HBM2 et HBM3, 5.1. Les points 4)
et 5) correspondent aux modifications inversibles ω = α, γ = G et δ = D−1 de
HBM4 et HBM5, tandis que le point 6) correspond aux conditions de cohérence
de [17], HTA1 et HTA2.

On étend de manière évidente au cas monöıdal les notions de K-morphismes co-
cartésiens et de K-transformations naturelles, les objets sous-jacents étant des objets
monöıdaux. On désigne par CofmonK la 2-catégorie des cofibrations monöıdales
sur K. La variante pour le cas moinöıdal de la 2-équivalence (6.0.2) est la suivante
:

Théorème 1. On a une biéquivalence E : Bimonl(K,Cat)−→CofmonK qui est
localement un isomorphisme, d’homomorphisme sous-jacent après oubli des struc-
tures monöıdales celui de la 2-équivalence (6.0.2).

Démonstration. L’homomorphisme E est donc tel que le diagramme suivant com-
mute, les flèches verticales étant celles d’oublies des structures monöıdales,

Bimonl(K,Cat)
E //

²²

CofmonK

²²
Bicat(K,Cat)

6.0.2
// CofibK.

Soit F = (F, χ, ι, α, γ, δ) un objet de Bimonl(K,Cat). Soit pF : EF−→K
la cofibration image par E, (6.0.2) du pseudo-foncteur F . Avec loc. cit. prop.
1.7, cette cofibration est sous-jacente à une cofibration monöıdale pF : EF−→K,
ce qui définit l’homomorphisme E sur les objets. Pour mémoire, en reprenant les
notations de 6.1, rappelons que le foncteur ⊗ : EF × EF−→EF est défini sur
les objets par (X, A) ⊗ (Y, B) = (TA,B(X, Y ), A ⊗ B) et sur les morphismes par
(x, f) ⊗ (y, g) = (TA′,B′(x, y) ◦ tf,g(x, y), f ⊗ g). La contrainte d’associativité de
(EF ,⊗) est définie en utilisant la modification α : Fa.(χ.(χ⊗1))=⇒(χ.(1⊗χ)), son
expression aux objets (X, A), (Y,B) et (Z, C) de EF est donnée par l’isomorphisme

((X, A)(Y, B))(Z, C)
(αA,B,C(X,Y,Z), a) // (X, A)((Y, B)(Z, C)) .

Enfin, l’objet Ĩ de FI et les modifications γ et δ permettent de définir la contrainte
d’unité. Son expression en (X, A) est donnée par les isomorphismes

(γA(X), gA) : (Ĩ , I)(X, A)−→(X, A) et (δA(X), dA) : (X,A)−→(X,A)(Ĩ , I).

On obtient ainsi une cofibration monöıdale pour laquelle pF est la projection sur K,

pF : EF−→K . (6.2.1)

L’image par E d’un 1-morphisme θ = (θ, Πθ, Mθ) : F−→G de Bimonl(K,Cat) est
construite de la façon suivante. L’image par (6.0.2) de la pseudo-transformation θ :
F−→G de Bicat(K,Cat) donne un K-morphisme Θ : EF−→EG. Les modifications
Πθ et Mθ et leurs conditions de cohérence (5.2.1) et (5.2.2) permettent de munir ce
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K-morphisme Θ de contraintes de comparaison et d’unité cohérentes aux structures
monöıdales, ce qui définit l’homomorphisme E sur les morphismes. La contrainte
de comparaison est donnée aux objets (X,A) et (Y,B) par l’isomophisme de EG :

((Πθ
A,B(X,Y ))−1 ◦ iAB , 1AB) : Θ((X, A)(Y, B))−→Θ(X, A)Θ(Y,B) (6.2.2)

dont la première composante est l’isomorphisme de GAB :

G1AB
θABTF

A,B(X, Y )
iAB // θABTF

A,B(X, Y )
(Πθ

A,B(X,Y ))−1

// TG
A,B(θA(X), θB(Y )).

La contrainte d’unité est donnée par (Mθ◦iI , 1I) = Θ(Ĩ , I)−→(Ĩ , I) dont la première
composante est l’isomorphisme Mθ ◦ iI : G1I

(θI(Ĩ))−→Ĩ . Enfin, l’image par E d’un
2-morphisme m : θ−→θ′ de Bimonl(K,Cat) est la K-transformation naturelle
M : Θ−→Θ′ image de m par la 2-équivalence (6.0.2). La cohérence de m permet
d’établir que l’on est alors en présence d’une K-transformation monöıdale. Pour
deux objets F et G de Bimonl(K,Cat), on obtient ainsi un foncteur

Bimonl(K,Cat)(F ,G)−→CofmonK(EF , EG), (6.2.3)

qui définit localement E. Enfin, en considérant les compositions horizontales on
obtient un homomorphisme strict :

E : Bimonl(K,Cat)−→CofmonK.

Les résultats de [7] montrent que E est biessentiellement surjectif. En effet, pour
p : F−→K une cofibration monöıdale, le choix d’un coclivage (6.0.1) détermine un
pseudo-foncteur monöıdal F (loc. cit. prop. 1.5 et def. 1.6). L’image par E de ce
pseudo-foncteur fournit alors une cofibration monöıdale qui est K-équivalente à la
cofibration p : F−→K, (loc. cit. fin de la section 1).

Pour terminer, montrons que E est localement un isomorphisme c’est-à-dire
que pour tous pseudo-foncteurs monöıdaux F et G, (6.2.3) est un isomorphisme.
Ce foncteur est clairement fidèle, montrons qu’il est plein. Soit M : Θ−→Θ′ un
morphisme de CofmonK(EF , EG). Par oubli des structures monöıdales, M définit
un morphisme M de CofibK(EF , EG). Via l’isomorphisme

Bicat(K,Cat)(F, G) ' CofibK(EF , EG) (6.2.4)

donné par la 2-équivalence (6.0.2), ce morphisme M provient d’une modification
m : θ−→θ′ de Bicat(K,Cat), et, la composante de M en un objet (X,A) de EF

est donnée par l’A-isomorphisme naturel :

(mA(X) ◦ iA(θA(X)), 1A) : (θA(X), A)−→(θ′A(X), A).

En utilisant la cohérence de M aux contraintes de comparaison et d’unité des
morphismes Θ et Θ′, on vérifie facilement que m : θ−→θ′ est une modification
de Bimonl(K,Cat). Ainsi, le foncteur (6.2.3) est plein. Montrons à présent
qu’il est bijectif sur les objets. Soit Θ : EF−→EG un K-homomorphisme c’est-
à-dire un objet de CofmonK(EF , EG). Comme précédemment, l’homomorphisme
Θ : EF−→EG provient, via l’isomorphisme (6.2.4), d’une pseudo-transformation
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θ : F−→G de Bicat(K,Cat). Par ailleurs, puisque Θ est un K-homomorphisme
soit que pGΘ = pF et comme les homomorphismes pG et pF sont stricts, la con-
trainte de comparaison de Θ exprimée en (X,A) et (Y,B) :

ΦΘ((X,A), (Y, B)) : Θ((X, A)(Y, B))−→Θ((X,A))Θ((Y, B))

ainsi que la contrainte d’unité de Θ , ΦΘ
o : Θ((Ĩ , I))−→(Ĩ , I), sont respectivement

un AB-isomorphisme et un I-isomorphisme et sont donc de la forme

ΦΘ((X,A), (Y, B)) = (φΘ
A,B(X, Y ), 1AB) et ΦΘ

o = (φΘ
o , 1I).

En utilisant la naturalité des contraintes de comparaison et d’unité, d’abord ex-
primée pour des A et B morphismes puis pour des morphismes quelconques, on
montre que pour X et Y des A et B-objets, les uniques isomorphismes Πθ

A,B(X, Y )
et Mθ donnés par :

Πθ
A,B(X, Y ) = [φΘ

A,B(X, Y ) ◦ i−1
AB ]−1 : TG

A,B(θA(X), θB(Y ))−→θABTF
A,B(X, Y )

Mθ = φΘ
o ◦ i−1

I : θI(Ĩ)−→Ĩ

sont d’une part, les composantes d’isomorphismes naturels :

FA×FB

θA×θB
Πθ

A,B
=⇒

²²

T F
A,B // FA⊗B

θA⊗B

²²

FI

θIMθ
⇐=

²²

1

88qqqqqqqqqq

&&MMMMMMMMMM

GA×GB
T G

A,B

// GA⊗B GI

et d’autre part, que ces isomorphismes sont eux-mêmes les composantes de modi-
fications inversibles, structurant θ en un 1-morphisme de Bimonl(K,Cat). Ainsi,
(6.2.3) est un isomorphisme.

6.3. Cas des fibrations monöıdales. En passant à la catégorie duale Kop de K,
on obtient une 2-équivalence (voir aussi [18])

Bicat(Kop,Cat)−→FibK, (6.3.1)

où FibK est la 2-catégorie des fibrations sur K dont les objets, les 1-morphismes
et les 2-morphismes sont respectivement les K-catégories fibrées, les K-morphismes
cartésiens et les K-transformations naturelles. Pour une catégorie monöıdale K, on
note par Kop la structure monöıdale induite sur la catégorie opposée Kop c’est-à-dire
où le produit est sur les objets celui de K et sur les flèches celui de K sur les flèches
opposées, (la notation K[1]co est plus standard [24] lorsque K est regardée comme
une bicatégorie à un seul objet). On a alors une biéquivalence qui est localement
un isomorphisme, d’homomorphisme sous-jaccent (6.3.1),

Bimonl(Kop,Cat)−→FibmonK (6.3.2)
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où FibmonK est la 2-catégorie dont les objets, les 1-morphismes et les 2-morphismes
sont respectivement les fibrations monöıdales sur K, les K-homomorphismes
cartésiens et les K-transformations naturelles.

7. Torseurs pour l’action d’une gr-catégorie

Une action à gauche (resp. à droite) d’une catégorie monöıdale M sur une
catégorie C consiste classiquement à se donner un homomorphisme de catégories
monöıdales ([10] par exemple) α : M−→End(C) (resp. α : Mop−→End(C)),
où End(C) est la catégorie monöıdale des endomorphismes de C. Un morphisme
F : C−→C′ de catégories munies d’une M-action est un foncteur M-équivariant
c’est-à-dire un foncteur F tel que pour tout objet X de M, on dispose d’un iso-
morphisme naturel, F ◦ α(X) ' α′(X) ◦ F , ces isomorphismes devant satisfaire
certaines conditions de compatibilité avec l’action de M. Cela dit, la 2-catégorie
des (petites) catégories munie d’une M-action à gauche, dont les morphismes sont
les foncteurs M-équivariants et les 2-morphismes les tranformations naturelles M-
équivariantes, est la 2-catégorie Bicat(M[1],Cat). Cette 2-catégorie est pointée
par l’objet correspondant à l’action de M sur M donnée par les translations à
gauche tg : M−→End(M).

7.1. Soit α : M−→End(C) une action à gauche sur C et soit A un objet de C. Le
foncteur OA : M−→C, X 7→ XA est M-équivariant pour l’action sur M donnée
par les translations à gauche tg. En d’autres termes, le foncteur OA : M−→C est
la composante d’une pseudo-transformation de Bicat(M[1],Cat),

O : tg=⇒α. (7.1.1)

L’isomorphisme structural en un objet X de M de cette pseudo-transformation,
OX : OA ◦ tg(X)=⇒α(X) ◦OA, est donné en un objet Y de M par la contrainte de
comparaison de α : OX(Y ) := Φ(X, Y )A : (XY )A−→X(Y A).

7.2. A toute catégorie C munie d’une M-action est associée fontoriellement une
bicatégories. Plus précisément, notons Bicat[1] la catégorie des bicatégories [1] et
Bicat(M[1],Cat)[1] la catégorie sous-jacente à la 2-catégorie Bicat(M[1],Cat).
On a un foncteur :

E : Bicat(M[1],Cat)[1]−→Bicat[1], α 7−→ Eα . (7.2.1)

La bicatégorie Eα, image de α admet pour objets ceux de C. Un 1-morphisme
A−→B de Eα est un couple (f, X) où X est un objet de M et f : XA−→B est
un morphisme de C. Un 2-morphisme x : (f, X)−→(f ′, X ′) de Eα est un mor-
phisme x : X−→X ′ de M tel que f = f ′ ◦ xA. L’unité en A est définie par le
morphisme Φo(A) : IA−→A donné par la contrainte à l’unité de l’homomorphisme
α. La composition sur les 1-morphismes (f, X) : A−→B et (g, Y ) : B−→C, est
donnée par (g, Y ) ◦ (f, X) := (g ∗ f, Y ⊗ X) avec g ∗ f := g ◦ Y f ◦ Φ(X, Y )A :
(Y⊗X)A−→Y (XA)−→Y B−→C, où Φ(X,Y )A est la contrainte de comparaison
de l’homomorphisme α. Les compositions verticales et horizontales sur les 2-
morphismes sont respectivement données par la composition et la tensorisation dans



Homology, Homotopy and Applications, vol. 5(1), 2003 468

M. Les contraintes de la bicatégorie Eα sont fournies par celles de M.

Dans toute la suite de cette section, G = (G,⊗, I, a, d, g) est une gr-catégorie.
Puisque les objets de G sont inversibles, une action à gauche de G sur une petite
catégorie C revient à la donnée d’un homomorphisme α : G−→Eq(C) où Eq(C) est
la gr-catégorie stricte des équivalences de la catégorie C.

Lemme 7.3. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Il existe un objet A de C tel que le foncteur OA de (7.1.1) soit une équivalence.
2. Pour tout objet A de C le foncteur OA est une équivalence.
3. C est un groupöıde et la bicatégorie Eα définie par (7.2.1) est biéquivalente à

la bicatégorie 1l .

Démonstration. 1=⇒2. Pour B un objet de C, il existe un objet Y de G et un
isomorphisme i : Y A−→B alors, pour tout objet X de G, l’isomorphisme :

λX : (XY )A
Φ(X,Y )(A) // X(Y A)

X i // XB,

constitue la composante en X d’un isomorphisme naturel λ : OA ◦ td(Y )=⇒OB , et
OB est une équivalence si OA en est une.

2=⇒3. C est un groupöıde puisque G l’est. Eα est alors un bigroupöıde et il est
facile de voir que πo(Eα) = 1. Il reste donc à montrer que pour tout objet A
de Eα, π0(Eα(A)) = 1 et π1(Eα(A)) = 1 c’est-à-dire que pour tout objet A, la
gr-catégorie Eα(A) a des groupes d’homotopie triviaux. Pour cela, considérons
le noyau homotopique N(1G) (2.3) de l’isomorphisme 1G : G−→G. Les groupes
d’homotopie de N(1G) sont triviaux. Par ailleurs, on dispose d’un homomorphisme
strict,

∆A : N(1G)−→Eα(A),

défini à l’objet (X, v) de N(1G) par l’objet (Φo(A) ◦ OA(v), X) de Eα(A,A). Si
OA est une équivalence, on montre facilement que ∆A est un isomorphisme et les
groupes d’homotopie de Eα(A) sont donc triviaux.

3=⇒1. Soit A un objet de C, alors OA est essentiellement surjectif puisque πo(Eα) =
1. De plus, la longue suite exacte d’homotopie (2.5) appliquée à ∆A montre que
∆A est une équivalence, ce qui ne peut avoir lieu que si OA est une équivalence.

On aurait pu mener cette preuve en considérant la catégorie C comme au-
dessus de la catégorie 1 à un objet et utiliser pour une partie, [10] proposition 2.2..
Les trois parties du lemme précédent sont équivalentes à la donnée d’une action
simplement transitive c’est-à-dire que le foncteur induit par l’action G × C−→C × C
est une équivalence.

Définition 7.4. On appelle G-torseur à gauche, un groupöıde C muni d’une G-
action à gauche vérifiant l’une des propriétés du lemme précédent. On note par
Torsg(G) la sous 2-catégorie pleine de Bicat(G[1],Cat) dont les objets sont les
G-torseurs à gauche.
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Le groupöıde G est lui même un G-torseur pour l’action donnée par les translations
à gauche tg : G−→Eq(G), et, la 2-catégorie Torsg(G) doit être considérée pointée
par ce G-torseur tg. On note par EndG(tg), la catégorie monöıdale stricte obtenue
avec la sous 2-catégorie pleine de Torsg(G) ayant pour seul objet le G-torseur tg :
G−→Eq(G). EndG(tg) est la catégorie monöıdale des endomorphismes de G, G-
équivariants pour les actions de translation. Pour un objet X de G, la translation
à droite par X, td(X) : G−→G, est un endomorphisme de G, G-équivariant pour
les translations à gauche, les contraintes de compatibilité à l’action étant données
par les contraintes d’associativité et d’unité de G. On est en fait en présence d’un
homomorphisme (noté Td pour le différencier de l’homomorphisme td : G−→Eq(G)),

Td : Gop−→EndG(tg), X 7→ td(X), (7.4.1)

dont les contraintes de comparaison et d’unité sont définies à partir de celles
d’associativité et d’unité de G.

Lemme 7.5. L’homomorphisme Td est une équivalence monöıdale.

Démonstration. Td est clairement fidèle. On montre la pleinitude et l’essentielle
surjectivité en utilisant la G-équivariance des objets considérés.

Soient C un G-torseur pour l’action α : G−→Eq(C) et A un objet de C. le foncteur
OA étant une équivalence (7.3), la pseudo-transformation O : tg=⇒α de (7.1.1)
est une équivalence de Torsg(G), (1.2.4). Tout G-torseur est ainsi équivalent au
G-torseur tg, et l’inclusion canonique

EndG(tg)[1] ↪→ Torsg(G) (7.5.1)

est une 2-équivalence. Avec le lemme précédent on obtient en conclusion:

Proposition 7.6. l’homomorphisme G[1]op−→Torsg(G) composé de (7.4.1) et
(7.5.1) est une biéquivalence de bicatégorie.

Corollaire 7.7. La 2-catégorie Torsg(G) est un 2-groupöıde.

8. Bitorseurs pour l’action d’une gr-catégorie

Dans toute la suite, G = (G,⊗, I, a, d, g) et H = (H,⊗, I, a, d, g) sont des gr-
catégories. Soit C une petite catégorie et α : Gop−→Eq(C) une action à droite de G
sur C, on peut alors faire agir H à gauche sur C avec une action compatible avec
celle de G (voir par exemple [3, def. 3.1.8] pour les conditions de compatibilité).
On parle alors de (H,G)-action. Les catégories munies d’une (H,G)-action et les
foncteurs (H,G)-équivariants sont les objets et les 1-morphismes de la 2-catégorie
Bicat(H[1],Bicat(G[1]op,Cat)). On s’intéresse ici à la 2-catégorie

Bicat(H[1],Torsd(G)), (8.0.1)

des petites catégories C munies d’une (H,G)-action pour lesquelles la G-action donne
un G-torseur à droite.
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Notation 8.1. Soit C un G-torseur à droite pour l’action α : Gop−→Eq(C). On
note par EqGop(α) la gr-catégorie stricte des auto-équivalences G-équivariantes de
C, obtenue avec la sous 2-catégorie pleine de Torsd(G) dont le seul objet est α.

L’ensemble des résultats obtenus pour les torseurs à gauche se transpose aux torseurs
à droite. En particulier, l’équivalence momöıdale Tg : G−→EqGop(td) composée avec
l’inclusion canonique itd

: EqGop(td)[1] ↪→ Torsd(G) donne une biéquivalence:

G[1] ∼−→ Torsd(G). (8.1.1)

Un objet β[1] de Bicat(H[1],Torsd(G)) correspond à la donnée d’un torseur à droite
α : Gop−→Eq(C) et d’un homomorphisme β : H−→EqGop(α) définissant l’action
à gauche de H sur C compatible avec celle de α. Un exemple important de tel
objet est celui obtenu à partir d’un homomorphisme, (r,Φr) : H−→G. Un tel
homomorphime détermine une action à gauche sur le G-torseur td obtenue par la
composition Tg ◦ r : H−→G−→EqGop(td). On notera par (r, Tg) la (H,G)-action
ainsi définie. Cela dit, la biéquivalence de (8.1.1) donne une biéquivalence (les [1]
seront souvent omis dans la suite)

Bicat(H,G)−→Bicat(H,Torsd(G)), (8.1.2)

et toute H-action compatible sur un G-torseur est donc équivalente à une action de
la forme (r, Tg). Le résultat suivant est bien connu dans la cadre (faisceautique) des
bitorseurs pour l’action d’un groupe G (par ex. [2, p. 405]).

Lemme 8.2. Soit C un G-torseur à droite pour l’action α : Gop−→Eq(C) et β :
H−→EqGop(α), une H-action sur C compatible avec celle de G c’est-à-dire soit β[1]
un objet de Bicat(H,Torsd(G)). Les assertions suivantes sont équivalentes:

1. C est un H-torseur à gauche pour l’action induite par β.

2. β : H−→EqGop(α) est une équivalence.

Démonstration. Soit A un objet de C. Pour l’action à droite, le foncteur OA :
G−→C, X 7→ AX est une équivalence G-équivariante, en d’autres termes, la pseudo-
transformation O : td=⇒α simimlaire à celle de (7.1.1) pour les actions à gauche
est une équivalence de Torsd(G). On suppose choisi une équivalence quasi-inverse
O∗A : C−→G de OA tel que l’on ait une adjonction O∗A a OA. Ce choix détermine
par accouplement (voir 1.2.4) des données de G-équivariance pour l’équivalence O∗A,
définissant une équivalence O∗ : α=⇒td de Torsd(G) quasi-inverse de O. Les choix
précédents permettent de construire un homomorphisme de gr-catégories:

dA : EqGop(α)−→G. (8.2.1)

Pour un objet F et un morphisme m : F−→F ′ de EqGop(α), soit pour un foncteur
G-équivariant F : α−→α et une G-transformation m : F=⇒F ′, l’objet dA(F ) et le
morphisme dA(m) de G sont respectivement définis par les égalités

dA(F ) = O∗A(F (A)) et dA(m) = O∗A(mA),
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où mA : F (A)−→F ′(A) est la composante en A de la transformation naturelle m.
La contrainte de comparaison de d est obtenue en utilisant la G-transformation
η : 1C=⇒OAO∗

A intervenant dans l’adjonction dont l’expression en F (A) est
l’isomorphisme fonctoriel en F (on note à présent d pour dA) :

F (A)
ηF (A)−→ Ad(F ). (8.2.2)

Cet homomorphisme d est une équivalence de gr-catégories et peut être vu comme
la localisation en α d’une biéquivalence quasi-inverse de (8.1.1). L’homomorphisme
composé

EqGop(α)[1]
d[1]−→ G[1] 8.1.1−→ Torsd(G) (8.2.3)

est équivalent dans Bicat(EqGop(α)[1],Torsd(G)) à l’homomorphisme inclusion
cano-nique iα : EqGop(α)[1] ↪→ Torsd(G). Cette équivalence itg

◦ Tg ◦ d=⇒iα ad-
met pour composante le foncteur OA et son expression en F est donnée par la
modification

G tg(d(F )) //

OA

²²

⇓ OF

G

OA

²²
C

F
// C

(8.2.4)

où pour tout objet X de G,

OF (X) : Ad(F )X ≈ (Ad(F ))X (η−1
F )X

−→ (F (A))X ≈ F (AX). (8.2.5)

Avec l’homomorphisme définissant l’action à gauche de H sur C, β : H−→EqGop(α),
on dispose alors d’un homomorphisme

r = d ◦ β : H−→G (8.2.6)

et ainsi d’une (H,G)-action de la forme (r, Tg). Cette action est équivalente à
la (H,G)-action définie par l’homomorphisme β. Plus précisément, l’image de
la pseudo-équivalence définie en (8.2.4) par l’homomorphisme prés multiplication
par β[1]: Bicat(EqGop(α)[1],Torsd(G))−→Bicat(H[1],Torsd(G)), est une pseudo-
équivalence de Bicat(H[1],Torsd(G)) (les inclusions canoniques sont omises)

Tg ◦ r=⇒β (8.2.7)

de composante l’équivalence OA et dont l’expression en un objet H de H est donnée
par la modification OH : OAtgr(H)=⇒β(H)OA de Torsd(G) déduite de (8.2.4). En
un objet X de G on a (l’action β(H) est notée par exponentiation à gauche de H),

OH(X) : Ar(H)X ≈ (Ar(H))X ∼−→ (HA)X ≈ H(AX). (8.2.8)

Notons par O′
A : H−→C, H 7→ HA le foncteur H-équivariant pour l’action à gauche

de H sur C induite par β. Les composantes en X = I de (8.2.8) déterminent
un isomorphisme naturel n : OAr=⇒O′A : H−→C défini en un objet H de H par
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l’isomorphisme :

nH : Ar(H) ≈ Ar(H)I OH(I)−→ H(AI) ≈ H(A).

Enfin, on sait que C est un H-torseur à gauche pour l’action induite par β si et
seulement si O′

A est une équivalence ce qui a lieu, avec l’isomorphisme naturel
précédent, si seulement si r est une équivalence puisque OA : G−→C en est une. Or
r = d ◦β est une équivalence si et seulement si β en est une puisque d en est une.

Définition 8.3. On appelle G-bitorseur, un groupöıde C muni d’une (G,G)-action
tel que pour les actions à gauche et à droite, C soit un G-torseur. On note par
Bitors(G) la sous 2-catégorie pleine de Bicat(G,Torsd(G)) dont les objets sont les
G-bitorseurs.

Comme exemple de G-bitorseur, on a celui du bitorseur trivial Gtri = (1G , Tg). Par
(8.1.2), Bitors(G) est donc biéquivalente à une sous 2-catégorie pleine de Biend(G).
Par le lemme (8.2) on a le résultat essentiel suivant.

Proposition 8.4. L’homomorphisme Bieq(G)−→Bitors(G), r 7→ (r, Tg) est une
biéquivalence.

Ce résultat est à comparer avec ceux de L. Breen obtenus dans un cadre fais-
ceautique, [2, th. 4.5.] pour un groupe G et [3, prop. 3.1.12.] pour un gr-
champ G. La biéquivalence précédente devrait être sous-jacente à une biéquivalence
monöıdale utilisant la bicatégorie monöıdale des G-bitorseurs Bitors(G). La struc-
ture monöıdale pour la bicatégorie des bitorseurs serait obtenue en introduisant un
produit contracté de deux G-bitorseurs.

9. Fibration en torseurs et bitorseurs

Une catégorie cofibrée sur K munie d’une G-action (à gauche) compatible,
un K-foncteur cocartésien G-équivariant entre de telles catégories, et une K-
transformation G-équivariante entre de tels morphismes sont respectivement un
objet , un 1-morphisme et un 2-morphisme de la 2-catégorie Bicat(G,CofibK).
Une catégorie cofibrée sur K munie d’une G-action compatible consiste donc en la
donnée d’une cofibration p : E−→K et d’une action α : G−→Eq(E) telles que, pour
tout objet X de G le foncteur α(X) : E−→E est un K-foncteur cocartésien, pour
tout morphisme u : X−→Y de G, α(u) : α(X)−→α(Y ) est une K-transformation
naturelle, et où les contraintes de comparaison et d’unité de l’homomorphisme α
sont des K-isomorphismes naturels. Une telle action induit sur la fibre p−1(A) d’un
objet A de K, une action αA : G−→Eq(p−1(A)) et donc détermine pour un objet A
de K un objet αA de Bicat(G,Cat). Plus précisément, la 2-équivalence (6.0.2) et
l’isomorphisme canonique (3.7.1) définissent une biéquivalence:

Bicat(K,Bicat(G,Cat))−→Bicat(G,CofibK).

Définition 9.1. La 2-catégorie des G-torseurs sur K, notée Torsg(K,G), est la
sous 2-catégorie pleine de Bicat(G,CofibK) dont les objets sont les cofibrations E
sur K, munies d’une G-action à gauche, pour lesquelles pour tout objet A de K, la
fibre EA est un G-torseur (à gauche) pour l’action induite par celle de G sur E.
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Cette définition et la biéquivalence mentionnée plus haut donne une nouvelle
biéquivalence :

Bicat(K,Torsg(G))−→Torsg(K,G). (9.1.1)

Par la proposition (7.6), on obtient :

Proposition 9.2. On a une biéquivalence : Bicat(K,Gop)−→Torsg(K,G).

La catégorieTorsg(K,G)[1] est la catégorie Tors(K,G) des K-torseurs sur G définie
dans [10, def. 2.5]. La proposition précédente affine le résultat de loc. cit. sur
la classification des G-torseurs sur K. On obtient en particulier une bijection sur
les classes d’isomorphismes πo(Bicat(K,Gop) ' πo(Torsg(K,G)), ce qui redonne le
théorème 3.3 de [10]. Un objet à contrainte d’unité stricte (resp. un 1-morphisme
entre de tels objets) de Bicat(K,Gop) est appelé par ces auteurs un 2-cocycle (resp.
un cobord).

Aux adaptations près, l’homomorphisme de (9.2) est construit comme celui de
(9.2.1) que nous préférons expliciter pour la suite de ce travail. En considérant les
torseurs à droite, on obtient une biéquivalence entre la bicatégorie Bicat(K,G) et la
2-catégorie des K-cofibrations en G-torseurs à droite. Cela dit, par l’isomorphisme
canonique Bicat(K,G) ' Bicat(Kop,Gop)op, la bicatégorie Bicat(K,G) est aussi
biéquivalente à la 2-catégorie opposée des K-fibrations en G-torseurs à gauche. Plus
précisèment, on a une biéquivalence

E : Bicat(K,G)−→Torsg(Kop,G)op, (9.2.1)

où Torsg(Kop,G) est la sous 2-catégorie pleine de Bicat(G,FibK) dont les objets
sont les fibrations sur K, munies d’une G-action à gauche pour laquelle les fibres
sont des G-torseurs pour l’action induite. Détaillons cet homomorphisme.

Image des objets par (9.2.1). Soit c un objet de Bicat(K,G). On note par θf

l’objet de G image par c d’un morphisme f : A−→B de K, par Cf,g : θgf−→θgθf

la contrainte de comparaison de c exprimée aux morphismes composables f et g
de K, enfin on note par iA : θ1A−→I la contrainte d’unité exprimée à l’objet A de
G. La cohérence de ces contraintes est donnée, pour tous morphismes composables
f : A−→B, g : B−→C, h : C−→D et tout objet A de K, avec la commutativité des
diagrammes de G suivants :

θhgf
Cf,hg // θhgθf

Cg,hθf // (θhθg)θf

a

²²
θhgf

Cgf,h // θhθgf
θhCf,g // θh(θgθf )

(9.2.2)

θ1B
θf

oo
Cf,1B

iBθf

²²

θf θf

C1A,f// θfθ1A

θf iA

²²
Iθf

g // θf θf
d // θfI

(9.2.3)
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L’image par E, (9.2.1), d’un tel objet est la K-fibration en G-torseurs

p : Ec−→K, (9.2.4)

définie de la manière suivante. La catégorie Ec a pour objets ceux du produit
G×K. Les morphismes de Ec au-dessus d’un morphisme f : A−→B de K sont ceux
de la forme (u, f) : (X,A)−→(Y, B) où u : X−→Y θf est un morphisme de G. La
composition (v, g)(u, f) = (v.u, gf) dans Ec est définie par la composée gf de K et
par la composition dans G :

v.u : X
u−→ Y θf

v1−→ (Zθg)θf
a−→ Z(θgθf )

1C−1
f,g−→ Zθgf .

L’unité en un objet (X,A) est l’isomorphisme ((Xi−1
A )dX , 1A). L’action à gauche

βg : G−→Eq(Ec) de G sur Ec est donnée en un objet Z de G par la K-équivalence
de Ec qui au morphisme (u, f) : (X, A)−→(Y, B) associe le morphisme

Z(u, f) = (Zu, f) : (ZX, A)−→(ZY,B) (9.2.5)

où Zu est le morphisme: ZX
1u−→ Z(Y θf ) a−1

−→ (ZY )θf . Au morphisme z : Z−→Z ′,
cette action est donnée par le K-isomorphisme naturel ayant pour composante en
(X,A) l’isomorphisme au dessus de A de première composante : (1i−1

A ) ◦ d ◦ (z1).
Enfin, la contrainte de comparaison de cette action βg : G−→Eq(Ec), est définie aux
objets Y et Z de G, par le K-isomorphisme (ZY )−−→Z(Y −) d’expression en (X,A)
le A-isomorphisme de première composante est la composée : (1i−1

A ) ◦ d ◦ a.

Image des morphismes par (9.2.1). Soit λ : c−→c′ un 1-morphisme de
Bicat(K,G). Un tel morphisme correspond à la donnée d’une famille d’objets λA

de G, A objet de K, et d’une famille d’isomorphismes de G
λf : λBθf−→θ′fλA, f : A−→B morphisme de K,

cohérentes à la composition et aux unités. L’image de λ par E, (9.2.1), est la
K-équivalence G-équivariante

Eλ : Ec′−→Ec (9.2.6)

définie au morphisme (u, f) : (X, A)−→(Y,B) de Ec′ par le morphisme de Ec

(Y λ−1
f ∗ uλA, f) : (XλA, A)−→(Y λB , B) de Ec où Y λ−1

f ∗ uλA est le morphisme de
G défini par la composée :

XλA
uλA−→ (Y θ′f )λA

a−→ Y (θ′fλA)
Y λ−1

f−→ Y (λBθf ) a−1

−→ (Y λB)θf .

La G-équivariance de Eλ est donnée à l’objet (Y, A) et pour l’action de X par le
A-isomorphisme de Ec dont la première composante est la composée :

(XY )λA
a−→ X(Y λA)

1i−1
A−→ (X(Y λA))θ1A

(9.2.7)

Enfin, l’image d’un 2-morphisme m : λ−→λ′, correspondant à la donnée d’une
famille d’isomorphismes mA : λA−→λ′A où (θ′fmA)λf = λ′f (mBθf ), est la K-
transformation G-équivariante

Em : Eλ=⇒Eλ′ (9.2.8)
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dont la composante à l’objet (X, A) de Ec′ est le A-isomorphisme de Ec dont la

première composante est : XλA
1mA−→ Xλ′A

d−→ (Xλ′A)I
1i−1

A−→ (Xλ′A)θ1A
.

Pour terminer la description indiquons les contraintes de l’homomorphisme
E. La contrainte d’unité est donnée pour un objet c de Bicat(K,G) par la K-
transformation G-équivariante,

Φc
o : EIc

=⇒1Ec
, (9.2.9)

définie en (X,A) par le A-isomorphisme de première composante 1i−1
A :

XI−→Xθ1A
. Enfin, pour deux morphismes λ et β composables de Bicat(K,G), la

contrainte de comparaison en λ et β est la K-transformation G-équivariante,

ΦE(β, λ) : Eβ.λ=⇒EλEβ , (9.2.10)

d’expression en (X, A) :

X(βAλA) a−1

−→ (XβA)λA
d−→ ((XβA)λA)I

1i−1
A−→ ((XβA)λA)θ1A .

9.3. G-bitorseurs sur K.

Pour K une petite catégorie et G une gr-catégorie, (8.4) donne une nouvelle
biéquivalence

Bicat(K,Bieq(G))−→Bicat(K,Bitors(G)).

La bicatégorie Bicat(K,Bieq(G)) est ainsi un équivalent algébrique de la 2-
catégorie des (co)-fibrations sur K où les fibres sont des G-bitorseurs. Cela dit,
via les biéquivalences

Bicat(K, Bieq(G)) ' Bicat(K, Bieq(Gop)op) (3.7.2)
' Bicat(Kop, Bieq(Gop))op (3.7.1)
' Bicat(Kop, Bitors(Gop))op (8.4),

la bicatégorie Bicat(K,Bieq(G)) est aussi un équivalent algébrique de la 2-catégorie
opposée des fibrations sur K où les fibres sont des Gop-bitorseurs. On note G cette
biéquivalence, soit :

G : Bicat(K, Bieq(G))−→Bicat(Kop, Bitors(Gop))op. (9.3.1)

On va s’intéresser à cette dernière biéquivalence. Formellement Bitors(Gop) est avec
(8.3) la 2-catégorie des torseurs à gauche munis d’une G-action à droite compatible.
Comme pour les K-fibrations en G-torseurs, une K-fibration en G-bitorseurs est
aussi une K-fibration en G-torseurs munie d’une G-action compatible pour laquelle
les fibres deviennent des G-bitorseurs. Ce dernier point de vue s’obtient ainsi :

Bicat(Kop, Bitors(Gop)) ↪→ Bicat(Kop, Bicat(Gop, Torsg(G))) (8.3)
' Bicat(Gop, Bicat(Kop, Torsg(G))) (3.7.1)
' Bicat(Gop, Torsg(Kop, G)) (9.1.1).

On dispose donc d’un homomorphisme qui est localement une équivalence,
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S : Bicat(Kop, Bitors(Gop))−→Bicat(Gop, Torsg(Kop, G)). (9.3.2)

La composée F = Sop ◦G de (9.3.1) et (9.3.2), donne un homomorphisme,

F : Bicat(K, Bieq(G))−→Bicat(Gop, Torsg(Kop,G))op, (9.3.3)

qui est localement une équivalence. Il est facile de voir que cet homomorphisme
s’obtient aussi de la façon suivante :

Bicat(K, Bieq(G)) ↪→ Bicat(K, Bicat(G,G))
' Bicat(G, Bicat(K,G)) (3.7.1)
' Bicat(G, Torsg(Kop,G)op) (9.2.1)
' Bicat(Gop, Torsg(Kop,G))op (3.7.2).

On se propose à présent pour préparer la suite de donner une description des ho-
momorphismes G (9.3.1) et F (9.3.3).

Images des objets. Soit (θ, C, i) un objet de Bicat(K,Bieq(G)). Un tel objet
consiste en la donnée d’une famille d’équivalences monöıdales (que l’on notera en
exposant),

(θ(A),Φθ(A)) : G−→G, A objet de K (9.3.4)

et d’une famille de pseudo-équivalences de Bieq(G)

θ(f) : θ(A)−→θ(B), f : A−→B morphisme de K, (9.3.5)

cohérentes à la composition et aux unités via les contraintes de comparaison C et
d’unité i de θ. Ces contraintes sont des modifications inversibles de Bieq(G)

Cf,g : θ(gf)=⇒θ(g).θ(f) et iA : θ(1A)=⇒Iθ(A) (9.3.6)

cohérentes aux unités et la composition de K. De manière plus détaillée, la pseudo-
équivalences θ(f) (9.3.5) consiste en la donnée d’une famille d’objets θf de G et
d’une famille d’isomorphismes naturels (on note AU pour θ(A)(U))

θ(f)U : θf
AU−→BUθf , U objet de G, (9.3.7)

d’une part cohérente à la structure de G en particulier par l’égalité dans G

.

A(UV )

⇓ Φθ(A)

&&
AV

//

θf

²²

⇓ θ(f)V

.
AU

//

θf

²²

⇓ θ(f)U

.

θf

²²

=

.
A(UV ) //

θf

²²

⇓ θ(f)(UV )

.

θf

²².

B(UV )

⇑ Φθ(B)

88
BV // .

BU // . .
B(UV )

// .

(9.3.8)
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pour tous objets U et V de G et d’autre part compatible à la composition et aux
unités de K via les modifications (9.3.6). Ces modifications correspondent à la
donnée d’une famille d’isomorphismes de G

Cf,g : θgf−→θgθf , iA : θ1A
−→I, (9.3.9)

telle que les conditions de cohérences (9.2.2) et (9.2.3) aient lieu. La compatiblité
à la composition et aux unités de K des pseudo-équivalences θ(f), s’exprime par la
commutativité dans G, pour tout objet U de G et morphismes f et g composables
de K, des deux diagrammes suivants (les contraintes d’associativité sont omises) :

θgf
AU

θ(gf)U //

Cf,g 1
²²

CU θgf

1 Cf,g
²²

θg θf
AU

1 θ(f)U

// θg
BU θf

θ(g)U 1
// CUθg θf

(9.3.10)

θ1A
AU

θ(1A)U //

iA 1

²²

AU θ1A

1 iA

²²
I AU g

// AU
d

// AU I .

L’image d’un tel objet (θ, C, i) par la biéquivalence G, (9.3.1), est l’homo-
morphisme

G(θ) : Kop−→Bitors(Gop) (9.3.11)

qui associe à un objet A de K le bitorseur (θ(A), Td) que l’on notera noté Gθ(A) dans
la suite. L’action à droite (au dessus de A) est donc définie par la composée

βA : G θ(A)−→ G Td−→ EqG(tg).

De même, l’image G(θ)(f), (9.3.11), d’un morphisme f : A−→B de K, est le fonc-
teur G-équivariant (pour les deux actions) donné par la translation à droite par
θf , td(θf ) : Gθ(B)−→Gθ(A). L’équivariance à gauche est évidente, celle de droite
s’obtient par tensorisation à droite des isomorphismes θ(f)−1, (9.3.7), ce qui corre-
spond à la famille d’isomorphismes naturels de EqG(tg) :

G td(BU) //

td(θf )

²²

G

td(θf )

²²
G

td(AU)

// G ,

td(θ(f)−1
U )

°¸
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où U est un objet de G. La cohérence à l’action de cette famille est donnée par
(9.3.8). Enfin, les contraintes de comparaison et d’unité de l’homomorphisme G(θ),
(9.3.11), sont définies par tensorisation de (9.3.9), la fonctorialité est obtenue avec
(9.3.10), leurs cohérences avec (9.2.2) et (9.2.3).

Décrivons de manière similaire l’image par l’homomorphisme F , (9.3.3), de
l’objet (θ, C, i) :

F (θ) : Gop−→Torsg(Kop,G). (9.3.12)

Les familles d’objets θf et d’isomorphismes Cf,g : θgf−→θg.θf et iA : θ1A
−→I,

définissent un objet c(θ) de Bicat(K,G) qui détermine avec (9.2.4), un objet

Ec(θ)
p−→ K (9.3.13)

de Torsg(Kop,G) c’est-à-dire une K-fibration en G-torseurs à gauche. Cette fibration
est l’image par F (θ) de l’unique objet de la bicatégorie G. Décrivons à présent
l’action à droite de G sur cette fibration. Un objet U de G détermine un morphisme
c(U) : c(θ)−→c(θ) de Bicat(K,G), donné à l’objet A de K par l’objet AU et au
morphisme f : A−→B de K par l’isomorphisme θ(f)−1

U : BUθf −→θf
AU , (9.3.7).

Les contraintes de c(U) sont données par (9.3.10). Ce morphisme c(U) détermine
avec (9.2.6) une K-équivalence G-équivariante pour l’action à gauche, Ec(U), notée
ici F (θ)(U) :

Ec(θ)

F (θ)(U)

²²

p

''OOOOOOOOO

K .

Ec(θ)

p

77ooooooooo

Enfin, un morphisme u : U−→V détermine un K-isomorphisme naturel G-
équivariant pour l’action à gauche dont on laisse la description au lecteur. Pour
un objet (θ, C, i) de Bicat(K,Bieq(G)), on dispose alors d’un homomorphisme de
gr-catégories, pleinement fidèle

(F (θ), ΦF (θ)) : Gop−→Torsg(Kop,G)(Ec(θ)) .

La contrainte de comparaison ΦF (θ) considérée aux objets U et V de G est donnée
par le K-isomorphisme G-équivariant ΦF (θ)(U, V ) : F (θ)(UV )−→F (θ)(V )F (θ)(U),
donné à l’objet (X, A) de Ec(θ) par le A-isomorphisme dont la première composante
est le morphisme de G (où la contrainte d’associativité est omise)

X A(UV ) 1Φθ(A)

−→ X( AU)( AV ) d−→ X( AU)( AV )I 1i−1

−→ X( AU)( AV )θ1A ,

la naturalité provenant pour l’essentiel de (9.3.8). Ceci termine la description de F
sur les objets. Pour la suite de ce travail, l’action à droite sur Ec(θ) ainsi définie
sera notée par

βd : Gop−→Eq(Ec(θ)). (9.3.14)

Images des morphismes. Soit s : (θ, C, i)−→(ψ, C ′, i′) un morphisme de la bi-
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catégorie Bicat(K,Bieq(G)). On a donc une famille de pseudo-équivalences de
Bieq(G)

s(A) : (θ(A), Φθ(A))−→(ψ(A), Φψ(A)), A objet de K (9.3.15)

et une famille de modifications inversibles de Bieq(G)

s(f) : s(B).θ(f)=⇒ψ(f).s(A), f : A−→B morphisme de K, (9.3.16)

cohérentes à la composition et aux unités de K. Plus précisément, la pseudo-
équivalence s(A), (9.3.15), correspond à la donnée d’un objet sA de G et d’une
famille d’isomorphismes naturels, où l’on note AU (resp. A.U) pour θ(A)(U) (resp.
ψ(A)(U)),

s(A)U : sA
AU−→A.UsA, U objet de G, (9.3.17)

cohérente à la structure de G comme en (9.3.8). La modification s(f), (9.3.16),
correspond à la donnée d’un isomorphisme de G

s(f) : sBθf−→ψfsA (9.3.18)

tel que pour tout objet U de G le diagramme suivant commute (les contraintes
d’associativités sont omises),

sB θf
AU

1 θ(f)U //

s(f)1
²²

sB
BU θf

s(B)U 1 // B.U sB θf

1 s(f)
²²

ψf sA
AU

1 s(A)U

// ψf
A.U sA

ψ(f)U 1
// B.U ψf sA .

(9.3.19)

Enfin, la cohérence à la composition et aux unités de K, correspond respectivement
à la commutativité dans G des diagrammes (les contraintes d’associativité sont
omises),

sCθgf
s(gf) //

1 Cf,g
²²

ψgfsA

C′f,g 1
²²

sC θg θf
s(g) 1

// ψg sB θf
1 s(f)

// ψg ψf sA

(9.3.20)

sAθ1A

s(1A) //

1 iA

²²

ψ1AsA

i′A 1

²²
sA I oo

d
sA oo

g I sA

La pseudo-équivalence de Bicat(Kop, Bitors(Gop)) image de s par G, (9.3.11),

G(s) : G(ψ)−→G(θ) (9.3.21)
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admet pour composante en un objet A de K la translation par l’objet sA,

Gψ(A)
td(sA)−→ Gθ(A),

où l’équivariance pour l’action à droite est obtenue avec (9.3.17) et dont l’expession
en U correspond à l’isomorphisme naturel de EqG(tg)

G td(A.U) //

td(sA)

²²

G

td(sA)

²²
G

td(AU)

// G .

td(s(A)−1
U )

¯·

L’expression de G(s), (9.3.21), au morphisme f : A−→B de K est obtenue avec
(9.3.18) et (9.3.19) et correspond à l’isomorphisme naturel de Bitors(Gop),

Gψ(B)
td(ψf ) //

td(sB)

²²

Gψ(A)

td(sA)

²²
Gθ(B)

td(θf )
// Gθ(A) ,

td(s(f)−1)

ª´

dont la cohérence à la composition et aux unités de K est obtenue avec (9.3.20).

Décrivons de la même manière la pseudo-équivalence F (s) : F (ψ)−→F (θ) de
Bicat(Gop,Torsg(Kop,G)), image par F de s. A l’unique objet de la bicatégorie G,
correspond la K-équivalence G-équivariante pour l’action à gauche

Ec(ψ)

Es

²²

p

''OOOOOOOO

K ,

Ec(θ)

p

77oooooooo

(9.3.22)

obtenue avec (9.2.6) à partir de la pseudo-équivalence c(s) : c(θ)−→c(θ′) de
Bicat(K,G) définie par la famille d’objets sA, (9.3.17) et la famille d’isomorphismes
s(f), (9.3.18) données par s. Les contraintes de c(s) sont données par (9.3.20). A
chaque objet U de G, correspond une K-transformation G-équivariante pour l’action
à gauche, définissant en particulier la G-équivariance du foncteur Es pour l’action
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à droite,

Ec(ψ)
F (ψ)(U) //

Es

²²

⇓ F (s)(U)

Ec(ψ)

Es

²²
Ec(θ)

F (θ)(U)
// Ec(θ) .

(9.3.23)

Cette K-transformation est définie à l’objet (X,A) de Ec(ψ)par le A-isomorphisme
de Ec(θ) naturel en (X, A) : F (s)(U)(X,A) : ((XA.U)sA, A)−→((XsA)AU,A), dont
la première composante est le morphisme de G (les contraintes d’associativités sont
omises),

(XA.U)sA
1 s(A)−1

U−→ X sA
AU

d−→ X sA
AU I

1i−1
A−→ ((XsA)AU)θ1A

,

la naturalité provenant pour l’essentiel de (9.3.19). Enfin, la cohérence des pseudo-
transformations s(A) à la structure de G (comme en 9.3.8), fournit celle de la pseudo-
transformation F (s). La cohérence à l’unité I de G est laissée au lecteur.

Images des 2-morphismes. Pour terminer, rappelons qu’un 2-morphisme i.e.
une modification m : s=⇒s′ de Bicat(K,Bieq(G)), consiste à se donner une famille
de modifications de Bieq(G),

m(A) : s(A)=⇒s′(A), A objet de K, (9.3.24)

telle que l’on ait l’égalité dans Bieq(G)

θ(A)

s′(A) m⇐

ÁÁ

θ(f) //

s(A)

²²

⇓ s(f)

θ(B)

s′(B)m⇒

¡¡

s(B)

²²

=

θ(A)
θ(f) //

s′(A)

²²

⇓ s′(f)

θ(B)

s′(B)

²²
ψ(A)

ψ(f)
// ψ(B) ψ(A)

ψ(f)
// ψ(B)

(9.3.25)

pour tout morphisme f : A−→B de K. La transcription sur G est laissée au soin
du lecteur.

L’image de m par G (9.3.1), G(m) : G(s)=⇒G(s′) est donné à l’objet A de K par
le 2-morphisme de Bitors(Gop), obtenu par tensorisation à droite de l’isomorphisme
mA : sA−→s′A, soit :

Gψ(A)

td(sA)

((

td(s′A)

66
td(mA) ⇓ Gθ(A) . (9.3.26)

On laisse au lecteur le soin d’exprimer la condition de cohérence au morphisme
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de G(m) obtenue avec (9.3.25). Enfin, concernant l’homorphisme F (9.3.3),
un 2-morphisme m : s=⇒s′ de Bicat(K,Bieq(G)) détermine une modifica-
tion de Bicat(K,G), soit une famille d’isomorphismes mA : sA−→s′A telle que
(ψfmA)s(f) = s′(f)(mBθf ). La modification F (m) : F (s)=⇒F (s′) est alors donnée
par son unique composante, la K-transformation G-équivariante pour l’action à
gauche Em obtenue avec (9.2.8) qui est à présent aussi G-équivariante pour l’action
à droite,

Ec(ψ)

Es′

»»

Es
Em⇐

§§

p

''OOOOOOOOO

K

Ec(θ)

p

77ooooooooo

(9.3.27)

• Pour terminer avec cette description, il convient à présent d’indiquer les
contraintes de comparaison et d’unité de F , celles de G étant laissées au lecteur.
Une unité Iθ : (θ, C, i)−→(θ, C, i) de Bicat(K,Bieq(G)) est constituée, pour
tout objet A et morphisme f : A−→B de K, de la pseudo-équivalence unité
en θ(A) de Bieq(G) : Iθ(A) : (θ(A), Φθ(A))−→(θ(A),Φθ(A)) et de la modifica-
tion inversible I(f) : Iθ(B).θ(f)=⇒θ(f).Iθ(A), correspondant à l’isomorphisme de
G, Iθf

: Iθf−→θfI. La contrainte d’unité de F en Iθ : (θ, C, i)−→(θ, C, i) est
donnée par la modification ΦF (Iθ) : F (Iθ)=⇒1F (θ) définie par le K-isomorphisme
Φc(θ) : EIc(θ)=⇒1Ec(θ) de (9.2.9). Enfin, pour deux morphismes composables t et s

de Bicat(K,Bieq(G)), la contrainte de comparaison ΦF (t, s) : F (t.s)=⇒F (s)F (t)
est la modification donnée par le K-isomorphisme Φ(t, s) : Et.s=⇒EsEt de (9.2.10).

10. Extensions de gr-catégories

Les résultats concernant le noyau (N(p), j, ε), (2.3), d’un homomorphisme p de
gr-catégories, nous conduisent très naturellement à poser la définition suivante.

Définition 10.1. Soit G et K des gr-catégories. On appelle extension de K par G
la donnée d’une gr-catégorie H, d’un homomorphisme p : H−→K essentiellement
surjectif et d’une équivalence monöıdale q : G−→N(p). On note par (q, p) une telle
extension.

Par la proposition (2.4), une extension de K par G consiste en la donnée d’une suite

G r−→ H p−→ K (10.1.1)

d’homomorphismes où p est essentiellement surjectif et d’une transformation na-
turelle λ : p ◦ r=⇒n, telle que l’homomorphisme q = F (r, λ) : G−→N(p) défini
par l’isomorphisme (2.4.1), soit une équivalence de catégories. Pour simplifier, on
notera dans la suite q = (r, λ) et l’on pourra désigner une telle extension par les
notations (q, p) ou (r, λ, p).

Définition 10.2. Soit G et K deux gr-catégories.
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1. Un 1-morphisme (α, Θ, γ) : (q, p)−→(q′, p′) d’extensions de K par G con-
siste en la donnée, d’un homomorphisme Θ : H−→H′, d’un isomorphisme
naturel γ : p′Θ=⇒p et enfin d’un isomorphisme naturel α : ΘIq=⇒q′, où
l’homomorphisme ΘI : N(p)−→N(p′) est défini pour un objet (X, f) du noyau
N(p) par ΘI(X, f) = (Θ(X), fγX).

2. Un 2-morphisme m : (α, Θ, γ)=⇒(α′, Θ′, γ′) est une transformation naturelle
m : Θ=⇒Θ′ telle que γ′.(p′m) = γ et α′.(mr) = α.

Si l’on pose q = (r, λ) et q′ = (r′, λ′), un 1-morphisme (α, Θ, γ) consiste en la
donnée d’un homomorphisme Θ : H−→H′, d’un isomorphisme naturel γ : p′Θ=⇒p
et d’un isomorphisme fonctoriel α : Θr=⇒r′ tel que λ′.(p′α) = λ.(γr), ce dernier
point correspondant à la commutativité du diagramme suivant :

H

Θ

¼¼

p

λ ⇓ ))RRRRRRRRRRRRRRR

G

r

66lllllllllllllll

r′
α ⇓

((RRRRRRRRRRRRRRR
n

--b b a a ` ` _ _ _ ^ ^ ] ] \ \K .

H′
p′

λ′ ⇑
γ ⇑ 55lllllllllllllll

(10.2.1)

Pour des 1-morphismes (α, Θ, γ) : (q, p)−→(q′, p′) et (α′,Θ′, γ′) : (q′, p′)−→(q′′, p′′)
la composition est définie naturellement par :

(α′, Θ′, γ′) ◦ (α, Θ, γ) = (α′.Θ′Iα, Θ′Θ, γ.γ′Θ).

Les compositions verticales et horizontales des 2-morphismes sont définies par les
compositions verticales et horizontales des transformations naturelles sous-jacentes.
On obtient ainsi une 2-catégorie que l’on notera Ext(K,G) dans la suite.

Proposition 10.3. La 2-catégorie Ext(K,G) est un bigroupöıde.

Démonstration. Il est clair que les 2-morphismes sont inversibles. Il reste donc à
montrer que les 1-morphismes sont des équivalences ce qui découle des trois lemmes
suivants.

Lemme 10.4. Soit (α, Θ, γ) : (q, p)−→(q′, p′) un 1-morphisme de Ext(K,G) pour
lequel Θ : H−→H′ est une équivalence alors le 1-morphisme (α, Θ, γ) est une
équivalence de Ext(K,G).

Démonstration. Soit Θ∗ une équivalence quasi inverse de Θ et η : ΘΘ∗=⇒1H′ , ε :
1H=⇒Θ∗Θ les isomorphismes intervenants dans l’adjonction. On possède alors des
isomorphismes naturels, γ∗ = (p′η).(γ−1Θ∗) : pΘ∗=⇒p′ et α∗ = (εr).(Θ∗α−1) :
Θ∗r′=⇒r, qui déterminent un morphisme d’extensions (α∗, θ∗, γ∗) : (q′, p′)−→(q, p).
Les isomorphismes naturels η et ε déterminent des 2-isomorphismes de Ext(K,G)
η : (α, Θ, γ)(α∗,Θ∗, γ∗)=⇒1(q′,p′) et ε : 1(q,p)=⇒(α∗, Θ∗, γ∗)(α, Θ, γ) et (α, Θ, γ) est
une équivalence de Ext(K,G).

Lemme 10.5. Soit (α, Θ, γ) : (q, p)−→(q′, p′) un 1-morphisme de Ext(K,G), alors
Θ : H−→H′ est une équivalence.
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Démonstration. Il suffit de montrer que Θ induit des isomorphismes sur les groupes
d’homotopies de H et H′. Pour (q, p) une extension de K par G, l’équivalence
q : G−→N(P ) fournit un isomorphisme πo(q) : πo(G)−→πo(N(P )). En posant

d = πo(q)−1 ◦ δ, (10.5.1)

où δ : π1(K)−→πo(N(P )) est l’homomorphisme intervenant dans la longue suite
exacte d’homotopie (2.5) associée à l’homomorphime p : H−→K, on vérifie que la
suite

0 // π1(G)
π1(r) // π1(H)

π1(p) // π1(K) d // πo(G)
πo(r) // πo(H)

πo(p) // πo(K) // 0.

(10.5.2)
est exacte. En utilisant le lemme ci-dessous, on conclut alors en appliquant au
diagramme (10.2.1) les foncteurs πo et π1.

Lemme 10.6. l’homomorphisme d : π1(K)−→πo(G) défini pour une extension (q, p)
en (10.5.1), ne dépend que de la composante connexe dans Ext(K,G) de cette ex-
tension.

En effet, soient (α, Θ, γ) : (q, p)−→(q′, p′) un 1-morphisme de Ext(K,G) et ΘI :
N(p)−→N(p′) l’homomorphisme induit par Θ sur les noyaux homotopiques. Notons
δ′ : π1(K)−→πo(N(P )) l’homomorphisme associé par (2.5) à l’homomorphime p′.
On montre en utilisant la définition des morphismes δ et δ′ que πo(ΘI) ◦ δ = δ′ et
ainsi on conclut puisque :

d′ = πo(q′)−1 ◦ δ′ = πo(q′)−1 ◦ πo(ΘI) ◦ δ = πo(q) ◦ δ = d

ce qui termine la démonstration de la proposition.

11. Extensions (co)fibrées

On montre ici que toute extension est équivalente à une extension de type
cofibrée, c’est-à-dire une extension pour laquelle l’homomorphisme p est une cofi-
bration. Ce résultat est le point de départ pour obtenir l’essentielle surjectivité du
théorème de classification (p. 516). Dans des cas où des hypothèses de commuta-
tivité sont prises, ce type d’extension à été étudié, dans [7] pour le cas central et
dans [8] pour G munie d’une structure de K-module.

Définition 11.1. Soit G et K des gr-catégories.
1. Une extension (r, λ, p) de K par G est dite cofibrée si p est une cofibration et

si la transformation naturelle λ : pr =⇒ n est une identité. On notera par
(r, p) une telle extension.

2. Un 1-morphisme (α, Θ, γ) : (r, p)−→(r′, p′) d’extensions cofibrées est un 1-
morphisme d’extensions pour lequel la transformation naturelle γ : p′Θ = p
est une identité . On notera par (α, Θ) un tel morphisme.

On note par Extcof (K,G) la sous 2-catégrie localement pleine de Ext(K,G) dont les
objets sont les extensions cofibrées et les 1-morphismes les morphismes d’extensions
cofibrées.
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Pour une extension cofibrée (r, p) de K par G, l’homomorphisme r est à valeur
dans la catégorie p−1(I), fibre stricte de p au dessus de l’unité I de K. Comme
p est une cofibration, la catégorie p−1(I) est équivalente à la catégorie H(I), fibre
homotopique de p au dessus de l’unité. Un 1-morphisme (α, Θ) : (r, p)−→(r′, p′)
d’extensions cofibrées est déterminé par la donnée d’un K-morphisme : Θ : H−→H′
et d’un isomorphisme fonctoriel α : Θr=⇒r′ pour lequel p′α est une identiré. Un
2-morphisme d’extensions cofibrées donne une K-transformation, on obtient en par-
ticulier un 2-foncteur `̀ oublí´ :

O : Extcof (K,G)−→CofmonK (11.1.1)

localement fidéle. Le résultat essentiel sur les extensions cofibrées est le suivant :

Proposition 11.2. le 2-foncteur inclusion i : Extcof (K,G)−→Ext(K,G), est une
biéquivalence.

Démonstration. Soit E = (r, p) et E′ = (r′, p′) deux extensions cofibrées. Mon-
trons que le foncteur iE,E′ : Extcof (K,G)(E,E′)−→Ext(K,G)(E, E′) est une
équivalence. Ce foncteur est pleinement fidèle. Il reste à montrer qu’il est es-
sentiellement surjectif. Soit (α, Θ, γ) : E−→E′,

H

Θ

²²

p

))RRRRRRRRRR

G
r

66mmmmmmmmmm

r′
α ⇓

((QQQQQQQQQQ K ,

H′ p′

γ ⇑ 66llllllllll

un objet de Ext(K,G)(E, E′). Choisissons un coclivage R′ de p′,(6.0.1). Ce choix
détermine un foncteur F : H−→H′ . Pour un objet H de H, l’objet F (H) de H′ est
défini par le but bγH (Θ(H)) du relèvement, R′γH

(Θ(H)) : Θ(H)−→bγH (Θ(H)) du
morphisme γH : p′Θ(H)−→p(H). Pour un morphisme f : H−→H ′, on a F (f) :=
R′γ′H (Θ(H ′)) ◦ Θ(f) ◦ R′−1

γH
(Θ(H)). Les morphismes R′γH

(Θ(H)) : Θ(H)−→F (H)
constituent alors les composantes d’un isomorphisme naturel m : Θ=⇒F ce qui
permet par transport de structurer F en un homomorphisme F : H−→H′ pour
lequel m devient une transformation monöıdale. La transformation monöıdale
α′ := α.m−1r détermine alors un morphisme (α′, F ) : E−→E′ de Extcof (K,G),
isomorphe dans Ext(K,G) au morphisme (α, Θ, γ) : E−→E′ via la transformation
naturelle m : Θ=⇒F . Celle-ci est alors un 2-morphisme d’extensions et iE,E′ est
ainsi essentiellement surjectif.
Pour finir, montrons que l’inclusion canonique i est biessentiellement surjectif.
Puisque Ext(K,G) est un bigroupöıde, il suffit de montrer qu’une extension quel-
conque (r, λ, p) de Ext(K,G)

G r−→ H p−→ K , (11.2.1)

est dans la composante connexe d’une extension cofibrée. L’homomorphisme p :
H−→K détermine une cofibration monöıdale :

π : Ep−→K. (11.2.2)
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La catégorie Ep admet pour objets les couples ((X, g), A) où A est un objet de K et
(X, g) est un objet de H(A) fibre homotopique de p au-dessus de A. Un morphisme
(x, f) : ((X, g), A)−→((X ′, g′), A′) est constitué d’un morphisme f : A−→A′ de K
et d’un morphisme x : X−→X ′ de H tel que le diagramme suivant commute :

p(X)

p(x)

²²

g // A

f

²²
p(X ′)

g′
// A′ .

L’unité en ((X, g), A) est (1X , 1A). La composition des morphismes est définie par
le collage vertical des diagrammes du type précédent : (x′, f ′)(x, f) := (x′x, f ′f).
L’objet unité de Ep est ((I, Φo), I). Le produit dans Ep est défini sur les objets par

((X, g), A)⊗ ((Y, h), B) := ((X ⊗ Y, (g ⊗ h)Φp(X,Y )), A⊗B)

et sur les morphismes par (x, f)⊗ (y, e) := (x⊗ y, f ⊗ e); ainsi :

p(X)

p(x)

²²

g // A

f ⊗
²²

p(Y )

p(y)

²²

h // B

e

²²
p(X ′)

g′
// A′ p(Y ′)

h′
// B′

‖

p(X ⊗ Y )

p(x⊗y)

²²

Φp
// p(X)⊗ p(Y )

g⊗h // A⊗B

f⊗e

²²
p(X ′ ⊗ Y ′) Φp

// p(X ′)⊗ p(Y ′)
g′⊗h′ // A′ ⊗B′

Enfin, les contraintes d’associativité et d’unité sont respectivement données par les
isomorphismes de Ep

[((X, g), A)((Y, h), B)]((Z, k), C)
(aX,Y,Z ,aA,B,C)−→ ((X, g), A)[((Y, h), B)((Z, k), C)]

((I,Φ), I)((X, g), A)
(gX ,gA)−→ ((X, g), A) et ((X, g), A)

(dX ,dA)−→ ((X, g), A)((I, Φ), I)

L’homomorphisme π : Ep−→K est la projection sur K. C’est une cofibration
puisque pour un morphisme f : A−→B de K et un objet ((X, g), A) au dessus
de A, le morphisme (1X , f) : ((X, g), A)−→((X, fg), B) est un morphisme de Ep au
dessus de f . La fibre stricte π−1(I) de π est isomorphe à la fibre homotopique H(I)

de p, ce qui définit d’une part un homomorphisme i : N(p)−→Ep de contraintes
évidentes et d’autre part une extension cofibrée :

N(p) i−→ Ep
π−→ K.
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Enfin, par composition de i avec l’équivalence q = (r, λ) : G−→N(p) intervenant
dans l’extension (11.2.1), l’extension précédente donne une nouvelle extension
cofibrée :

G s−→ Ep
π−→ K. (11.2.3)

Pour terminer, montrons à présent que les extensions (11.2.1) et (11.2.3) sont dans
une même composante connexe c’est-à-dire qu’il existe un morphisme d’extension
(α, Θ, γ) : (q, p)−→(s, π). L’homomorphisme Θ : H−→Ep est défini sur les
objets par Θ(H) = ((H, 1p(H)), p(H)) et sur les morphismes h : H−→H ′ par
Θ(h) = (h, p(h)). La contrainte de comparaison est définie en H et H ′ de H par
le morphisme de Ep : ΦΘ(H,H ′) := (1HH′ , Φp(H, H ′)). L’isomorphisme naturel
γ : πΘ=⇒p est une identité. Enfin, l’isomorphisme naturel α : Θr=⇒s est défini
pour l’objet X de G par le morphisme αX = (1r(X), λX) de Ep. On a ainsi défini
un morphisme (α, Θ, 1) : (q, p)−→(s, π).

Proposition 11.3. Soit (q, p) une extension de G par K. Pour tout objet A de K
la fibre homotopique de p au dessus de A est équivalente à G.

Démonstration. Soit (s, π) l’extension cofibrée (11.2.3) associée à l’extension (q, p).
On sait, [7] prop. 3.2 (où le caractère central de n’intervient pas), que la fibre stricte
de π au dessus de A est équivalente à G. Cette fibre stricte est la fibre homotopique
de p au dessus de A.

11.4. Remarque. La cofibration π : Ep−→K de (11.2.2) provient - via les fibres ho-
motopiques H(A) - d’un pseudo-foncteur monöıdal défini sur K. Plus généralement,
pour deux gr-catégories H et K, on a un foncteur

Mon(H,K)−→Bimonl(K,Cat)[1] ,

construit pour un homomorphisme p : H−→K de la façon suivante.

1. L’homomorphisme F ∈ Bicat(K,Cat) est strict. Il envoie l’objet A de K vers
la catégorie FA := H(A) et le morphisme f : A−→B de K vers le foncteur
Ff : H(A)−→H(B), (X, g) 7→ Ff (X, g) = (X, fg).

2. Pour toute paire d’objets A et B de K, le foncteur (noté quelquefois comme
dans [7] par ⊗)

TA,B : H(A) ×H(B)−→H(A⊗B),

envoie l’objet (X, g) × (Y, h) de H(A) × H(B) sur l’objet (X ⊗ Y, (g ⊗ h) ◦
Φp(X,Y )) et le morphisme x × y : (X, g) × (Y, h)−→(X ′, g′) × (Y ′, h′) sur le
morphisme

x⊗ y : (X ⊗ Y, (g ⊗ h) ◦ Φp(X, Y ))−→(X ′ ⊗ Y ′, (g′ ⊗ h′) ◦ Φp(X ′, Y ′)).

3. Pour toute paire de morphismes f : A−→A′ et g : B−→B′ de K,
l’isomorphisme naturel tf,g est l’identité, tf,g : Ff⊗g◦TA,B = TA′,B′◦(Ff×Fg).

4. L’objet Ĩ de FI est l’objet (I, Φo) de H(I).



Homology, Homotopy and Applications, vol. 5(1), 2003 488

5. Pour tout triplet d’objets A, B et C de K, l’isomorphisme naturel :

αA,B,C : FaA,B,C
◦ TAB,C ◦ (TA,B × 1FC

)=⇒TA,BC ◦ (1FA
× TB,C),

est défini sur l’objet (X, g)× (Y, h)× (Z, k) de H(A)×H(B)×H(C) par le mor-
phisme aX,Y,Z : FaA,B,C

(((X, g)⊗(Y, h))⊗(Z, k))−→(X, g)⊗((Y, h)⊗(Z, k)) de
HA⊗(B⊗C).

6. Enfin, pour tout objet A de K, les isomorphismes naturels :

GA : FgA
◦ TI,A(Ĩ , .)=⇒1FA

et DA : TA,I(., Ĩ)=⇒FdA

sont respectivement définis pour l’objet (X, g) de H(A) par les morphismes :

gX : FgA
((I,Φo)⊗(X, g))−→(X, g), et dX : (X, g)⊗(I, Φo)−→FdA

((X, g)) .

11.5. Cas des fibrations. Puisque K est un groupöıde, la discussion précédente
sur les extensions cofibrées se transpose au cas fibré. En particulier, le 2-foncteur
inclusion

i : ExtFib(K,G)−→Ext(K,G) (11.5.1)

est une biéquivalence. L’essentielle surjectivité se montre exactement comme pour
le cas cofibré (11.2) et aboutit à l’extension (11.2.3). La fibration monöıdale π
obtenue dans cette extension provient alors du pseudo-foncteur monöıdal image de
p : H−→K par le foncteur :

Mon(H,K)−→Bimonl(Kop,Cat)[1] , p 7→ Gp , (11.5.2)

de description identique à celle qui vient d’être donnée dans la précédente remarque
mais où le foncteur Ff−1 : H(B)−→H(A) est celui qu’il faut, dans le cas fibré, associer
au morphisme f : A−→B de K. Enfin notons qu’une biéquivalence quasi-inverse de
(11.5.1) composée avec l’homorphisme canonique Extfib(K,G)−→FibmonK donne
un homomorphisme localement fidèle :

Ext(K,G)−→FibmonK (11.5.3)
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12. Le morphisme Bimon(K,Bieq(G))−→Ext(K,G)op

On construit dans cette section l’homomorphisme qui intervient pour le
théorème de classification (p. 516). On souhaitait une description explicite, ce
qui est obtenu mais nécessite une discussion longue et technique. Pour plus de
lisibilité, on trâıte seulement le cas où la gr-catégorie G est unitaire et où les
biéquivalences de G sont strictes sur les unités. Dans la suite, G = (G,⊗, I, a, 1, 1)
est donc une gr-catégorie dont les contraintes d’unité sont strictes. On note par
Biequ(G), la sous bicatégorie pleine de Bieq(G) des auto-équivalences de G strictes
sur les unités. La bicatégorie monöıdale Biequ(G), (4), admet une contrainte d’unité
stricte et une contrainte d’associativité cohérente strictement (la modification π est
une égalité). Ces simplifications permettent de donner une description complète de
l’homomorphisme de classification

F : Bimon(K,Biequ(G))−→Ext(K,G)op (12.0.1)

où Bimon(K,Biequ(G)) est la bicatégorie des co-homomorphismes définie en (5).
Pour cette construction, on montre que l’on dispose d’un homomorphisme localeme-
nent fidèle,

G : Bimon(K,Biequ(G))−→Bimonl(Kop,Cat)op (12.0.2)

12.1. Construction de G et F sur les objets

On commence par donner une description d’un objet θ de Bimon(K,Biequ(G)).
On construit ensuite son image G(θ) par l’homomorphisme G, (12.0.2). Enfin,
l’image de G(θ) par la biéquivalence (6.3.2) donne une fibration monöıdale que l’on
complète pour obtenir l’extension F (θ) cherchée.

- Description des objets de Bimon(K,Biequ(G))

Soit θ = (θ, χ, ι, ω, γ, δ) un objet de Bimon(K,Biequ(G)). Suivant [3] (déf.
2.2.2), on peut appeler un tel objet, un cocycle (non normalisé) de K à valeur
dans G. On retrouve, dans le cas où la gr-catégorie K est discrète et modulo le
choix d’objets quasi-inverses dans G, les cocycles définis dans loc. cit.. Les points
nouveaux sont ici essentiellement dus aux morphismes de K. Avec (5.1), un `̀ cocycle
´́ est donc défini par les cinq points (HBM1-HBM5) et les deux conditions de
cohérence (HTA1 et HTA2) adaptés au cas des co-homomorphismes (5.4). Plus
précisément, un tel objet θ = (θ, χ, ι, ω, γ, δ) correspond aux données (C1-C5) et
(CA1 et CA2) suivantes (on utilise les notations introduites pour les G-bitorseurs
sur K, (9) ).

• C1 : Un objet θ = (θ, C, i) de Bicat(K,Biequ(G)) (voir 9.3.4 - 9.3.10). Lorsque
K est discrète, on obtient le foncteur j : K−→Eq(G) (2.2.1.4) de [3].
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• C2 : Une pseudo-équivalence de Bicat(K ×K,Biequ(G)),

K×K θ×θ //

⊗
²²

Biequ(G)×Biequ(G)

⊗
²²

K
θ

// Biequ(G).

*2χθ

C’est-à-dire une famille de pseudo-équivalences de Biequ(G),

χθ(A,B) : θ(A⊗B)−→θ(A)⊗ θ(B), (12.1.1)

(A,B) objet de K ×K, et une famille de modifications de Biequ(G),

χθ(f ⊗ g) : χθ(A′, B′).θ(f ⊗ g)=⇒(θ(f)⊗ θ(g)).χθ(A,B),

(f, g) : (A,B)−→(A′, B′) morphisme de K ×K, cohérentes aux unités et à la com-
position de K × K. Pour fixer les notations, rappelons que la pseudo-équivalence
χθ(A,B) est donnée par un objet χθ(A,B) de G et une famille d’isomorphismes,

χθ
X : χθ(A,B) ABX−→A(BX)χθ(A,B), (12.1.2)

naturels en X et cohérents à la structure de G, via les contraintes de comparai-
son Φθ(AB), Φθ(A) et Φθ(B) des équivalences θ(AB), θ(A) et θ(B). Lorsque K est
discrète et modulo des choix d’objets quasi-inverses dans G, (12.1.1) exprimé par
les conditions (12.1.2), correspond dans [3] déf. (2.2.2) à la flèche λA,B de (2.2.1.8).
Avec le produit défini sur Bieq(G) en (4.1.1), la modification χθ(f ⊗ g) est donnée
par un isomorphisme de G,

χθ(f ⊗ g) : χθ(A′, B′).θf⊗g−→(θf
Aθg)χθ(A,B), (12.1.3)

tel que pour tout objet X de G, on ait la commutativité du diagramme, (dans la
suite, les contraintes d’associativité et les identités sont omises) :

(χθ(A′,B′)θf⊗g)ABX
θ(f⊗g)X //

χθ(f⊗g)

²²

χθ(A′,B′)A′B′Xθf⊗g

χθ
X // A′ (B′X)χθ(A′,B′)θf⊗g

χθ(f⊗g)

²²
θf

Aθgχθ(A,B)ABX
χθ

X

// θf
Aθg

A(BX)χθ(A,B)
(θ(f)⊗θ(g))X

// A′ (B′X)[(θf
Aθg)χθ(A,B)]

(12.1.4)
où la flèche (θ(f)⊗ θ(g))X est celle de (4.1.3), qui s’exprime ici avec la composition
dans G,

(θf
Aθg)A(BX)

(θ(f)⊗θ(g))X //______________

(Φθ(A))−1

²²

A′(B′X)(θf
Aθg)

θf
A(θg

BX)
A(θ(g)X)

// θf
A(B′Xθg)

Φθ(A)
// θf

A(B′X)Aθg .

θ(f)B′X

OO
(12.1.5)

Enfin, les conditions de cohérence à la composition et aux unités de K × K de
la pseudo-équivalence χθ s’expriment avec la commutativité des diagrammes de G
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suivants, l’isomorphisme C⊗ étant celui de (4.1.4),

χθ(A′′, B′′)θ(f ′⊗g′)(f⊗g)

χθ(f ′f⊗g′g) //

C(f⊗g),(f′⊗g′)
²²

θf ′f
Aθg′gχ

θ(A,B)

Cf,f′
ACg,g′

²²
χθ(A′′, B′′)θ(f ′⊗g′)θ(f⊗g)

χθ(f ′⊗g′)
²²

θf ′θf
A(θg′θg)χθ(A,B)

C⊗

²²
θf ′

A′θg′χ
θ(A′, B′)θ(f⊗g)

χθ(f⊗g)

// ((θf ′
A′θg′)(θf

Aθg))χθ(A,B)

(12.1.6)
pour deux morphismes (f, g) : (A,B)−→(A′, B′) et (f ′, g′) : (A′, B′)−→(A′′, B′′)
composables de K ×K, et,

χθ(A,B)θ1AB

χθ(1A⊗1B) //

1iAB

²²

θ1A
Aθ1B

χθ(A, B)

iA
AiB1

²²
χθ(A,B) χθ(A,B)

pour tout objet (A,B) de K ×K.

• C3 : Une pseudo-équivalence de Bicat(1l, Biequ(G)), ι : θ ◦ I−→I. Ce qui
correspond à la donnée d’une pseudo-équivalence de Biequ(G), ι : θ(I)−→1G , c’est-
à-dire d’un objet Ĩ de G et d’une famille d’isomorphismes de G, naturels en X,

ιX : Ĩ IX−→XĨ . (12.1.7)

La condition de cohérence aux unités de cette pseudo-équivalence s’exprime avec
l’égalité

ι1I
= ĨiI : Ĩθ1I

−→Ĩ . (12.1.8)

• C4 : Une modification inversible de Bicat(K×K×K, Biequ(G)),

ωθ : a.((χθ ⊗ 1).χθ)=⇒((1⊗ χθ).χθ).θa. (12.1.9)

En un objet (A,B, C) de K3, la composante de cette modification est une modifi-
cation de Biequ(G),

θ((AB)C)

θ(a)

²²

χθ(AB,C) // θ(AB)θ(C)
χθ(A,B)⊗I // (θ(A)θ(B))θ(C)

a

²²
θ(A(BC))

χθ(A,BC)

// θ(A)θ(BC)
I⊗χθ(B,C)

// θ(A)(θ(B)θ(C)),

ωθ
A,B,C

¦°

(12.1.10)
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donnée par un isomorphisme de G,

ωθ
A,B,C : χθ(A, B)χθ(AB,C)−→[Aχθ(B, C)χθ(A,BC)]θa, (12.1.11)

tel que, pour tout objet X de G, le diagramme suivant de G commute,

[χθ(A,B)χθ(AB, C)](AB)CX
ωθ

A,B,C //

χθ
X

²²

Aχθ(B, C)χθ(A,BC)θa
(AB)CX

θ(a)X

²²
χθ(A,B)AB(CX)χθ(AB,C)

1

²²

Aχθ(B, C)χθ(A,BC)A(BC)Xθa

χθ
X

²²
Aχθ(B, C)A(BCX)χθ(A,BC)θa

(Φθ(A))−1

²²
A[χθ(B,C)BCX]χθ(A,BC)θa

A(χθ
X)

²²
χθ(A,B)AB(CX)χθ(AB,C)

χθ
C X

²²

A[B(CX)χθ(B,C)]χθ(A, BC)θa

Φθ(A)

²²
A(B(CX))χθ(A,B)χθ(AB, C)

ωθ
A,B,C

// A(B(CX))[(Aχθ(B, C)χθ(A, BC))θa]

Lorsque K est discrète et toujours modulo des choix d’objets quasi-inverses dans G,
l’isomorphisme (12.1.11) induit par (12.1.10), correspond dans [3] à la flèche aA,B,C

de (2.2.1.10) induisant (2.2.1.11). Poursuivons cette description. La condition de
cohérence de la modification ωθ au morphisme (f×g×h) : (A, B,C)−→(A′, B′, C ′)
de K3, (où l’on a noté X pour θ(X)),

(AB)C

θ(a)

²²

χθ(AB,C) //

θ((fg)h)

zzvvv
vv

vv
vv

χ((fg)h)
=⇒

(AB)C
χθ(A,B)⊗I //

θ(fg)θ(h)
zzvvvvvvvvv

χ(fg)⊗I
=⇒

(A B)C
(θ(f)θ(g))θ(h)

zzuuuuuuuuu

1

²²

(A′B′)C ′

θ(a)

²²

χ //

⇓

(A′B′)C ′
χ⊗I // (A′ B′)C ′

1

²²

A(BC)

θ(f(gh))zzvvv
vv

vv
vv

χ //

χ(f(gh))
=⇒

A(BC)

θ(f)θ(gh)
I⊗χ(gh)

=⇒zzvvvvvvvvv

I⊗χ // A(B C)

θ(f)(θ(g)θ(h))
zzuuuuuuuuu

A′(B′C ′)
χθ(A′,B′C′)

// A′(B′C ′)
I⊗χθ(B′,C′)

// A′(B′ C ′)

ωθ

§±

ωθ

¨²

¸À
α

(12.1.12)
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donne le diagramme commutatif de G suivant,

[χθ(A′, B′)χθ(A′B′, C ′)]θ(fg)h

ωθ
A′,B′,C′ //

χθ((f⊗g)⊗h)

²²

A′χθ(B′, C ′)χθ(A′, B′C ′)θaθ(fg)h

C−1
(f⊗g)⊗h,a

Ca,f⊗(g⊗h)

²²
χθ(A′, B′)θfg

ABθhχθ(AB,C)

χθ(f⊗g) × Iθ(h)

²²

A′χθ(B′, C ′)χθ(A′, B′C ′)θf(gh)θa

χθ(f⊗(g⊗h))

²²
θf

Aθg
A(Bθh) χθ(A,B)χθ(AB, C)

αθ(f),θ(g),θ(h)

²²

A′χθ(B′, C ′)θf
Aθghχθ(A, BC)θa

Iθ(f) × χθ(g⊗h)

²²
θf

A(θg
Bθh) χθ(A, B)χθ(AB,C)

ωθ
A,B,C

// [θf
A(θg

Bθh)][(Aχθ(A,B)χθ(A,BC))θa] .

(12.1.13)

Les flèches χθ(f ⊗ g) × Iθ(h) et Iθ(f) × χθ(g ⊗ h) sont obtenues avec (4.0.1). La
flèche αθ(f),θ(g),θ(h) : (θf

Aθg)A(Bθh)−→θf
A(θg

Bθh) est donnée par la contrainte
d’associativité (4.1.5).

• C5 : Des modifications inversibles de Bicat(K; Biequ(G)),

γ : gθ(−).(ι⊗ Iθ(−)).χθ(I,−)=⇒θ(g−) : θ(I−)−→θ(−)

δ : dθ(−)=⇒(Iθ(−) ⊗ ι).χθ(−, I).θ(d−) : θ(−)1G−→θ(−) .

Etant donné que G et θ(I) sont unitaires, la composante en A de la modification γ
est la modification γ(A) de Biequ(G)(θ(IA), θ(A)) donnée par l’isomorphisme

γA : Ĩχθ(I, A)−→θgA
(12.1.14)

tel que pour tout objet X de G, le diagramme suivant commute :

[Ĩχθ(I,A)]IAX
χθ

X //

γA1

²²

ĨI(AX)χθ(I, A)
ιAX // AXĨχθ(I, A)

1γA

²²
θgA

IAX
θ(gA)X

// AXθgA
.

De même, la composante en A de la modification δ est la modification δ(A) de
Biequ(G)(θ(A), θ(A)) donnée par l’isomorphisme

δA : I−→AĨχθ(A, I)θdA
(12.1.15)
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tel que pour tout objet X de G

IAX
= //

δA1

²²

AXI

1δA

²²
AĨχθ(A,I)θdA

AX

θ(dA)X ((QQQQQQQQQQQQ
AXAĨχθ(A,I)θdA

AĨχθ(A,I)AIXθdA
χθ

X

// AĨA(IX)χθ(A,I)θdA

(Iθ(A)⊗ι)X

66lllllllllllll
.

Enfin, les conditions de cohérence des modifications γ et δ s’expriment au morphisme
f : A−→B de K, avec les diagrammes commutatifs de G suivants :

θf [Ĩχ(I,A)]
1γA //

ι
−1
θf

1

²²

θf θgA

C
−1
gA,f

²²

θf [AĨχ(A,I)θdA
]

(δB1)(1δA)−1
//

1Aι
−1
1I

1

²²

B Ĩχ(B,I)θdB
θf

1C
−1
f,dB

²²
ĨIθf χ(I,A)

ι
−1
1I

1

²²

θf⊗gA

1

²²

θf
A(Ĩθ1I

)χ(A,I)θdA

1ΦA1

²²

B Ĩχ(B,I)θdBf

1

²²
Ĩθ1I

Iθf χ(I,A)

1χ(1I⊗f)−1

²²

θgB(1I⊗f)

CgB,1I⊗f

²²

θf
AĨAθ1I

χ(A,I)θdA

θ(f)
Ĩ
1

²²

B Ĩχ(B,I)θ(f⊗1I )dA

1CdA,f⊗1I
1

²²
Ĩχ(I,B)θ1I⊗f

γB1
// θgB

θ(1I⊗f)
B Ĩθf

Aθ1I
χ(A,I)θdA

oo
χ(f⊗1I )

B Ĩχ(B,I)θf⊗1I
θdA

(12.1.16)

• CA1 et CA2 : Pour finir cette description d’un objet (θ, χ, ι, ω, γ, δ) de
Bimon(K,Biequ(G)), il reste à énoncer les conditions de cohérence, [17], HTA1
et HTA2, que doivent respecter les données précédentes. La première condition
exprime la cohérence des contraintes d’associativité et de la modification ω. Pour
K discrète, elle correspond à la condition (2.2.1.12) de [3]. Pour le cas présent,
cette dernière s’énonce avec la commutativité, pour tout objet (A,B, C,D) de K4,
du diagramme de G :
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χ(A,B)χ(AB,C)χ((AB)C,D)
ωA,B,C //

ωAB,C,D

²²

Aχ(B,C)χ(A,BC)θaχ((AB)C,D)

i−1
(AB)C

²²
χ(A,B)ABχ(C,D)χ(AB,CD)θa

χχ(C,D)

²²

Aχ(B,C)χ(A,BC)θa
(AB)Cθ1D

χ((AB)C,D)

χ(a⊗1)−1

²²
A(Bχ(C,D))χ(A,B)χ(AB,CD)θa

ωA,B,CD

²²

Aχ(B,C)χ(A,BC)χ(A(BC),D)θa1D

ωA,BC,D

²²
A(Bχ(C,D))Aχ(B,CD)χ(A,B(CD))θaθa

(1⊗C)CC−1

²²

Aχ(B,C)Aχ(BC,D)χ(A,(BC)D)θaθa1D

(ΦA)−1

²²
A(Bχ(C,D))Aχ(B,CD)χ(A,B(CD))θ1Aaθaθa1D

χ(1⊗a)

²²

A[χ(B,C)χ(BC,D)]χ(A,(BC)D)θaθa1D

AωB,C,D

²²
A(Bχ(C,D))Aχ(B,CD)θ1A

Aθaχ(A,(BC)D)θaθa1D

i−1
A

²²

A[Bχ(C,D)χ(B,CD)θa]χ(A,(BC)D)θaθa1D

ΦA

²²
A(Bχ(C,D))Aχ(B,CD)Aθaχ(A,(BC)D)θaθa1D

A[Bχ(C,D)χ(B,CD)]Aθaχ(A,(BC)D)θaθa1D
ΦA

oo

(12.1.17)

La deuxième condition exprime la cohérence des modifications ω, γ et δ. Elle
s’énonce avec la commutativité, pour tout objet (A, B) de K2, du diagramme de G
:

AĨχ(A,I)χ(AI,B)θda⊗1B

ωA,I,B //

χ(da⊗1B)

²²

AĨAχ(I,B)χ(A,IB)θaθda⊗1B

(ΦA)−1

²²
AĨχ(A,I)θda

Aθ1B
χ(A,B)

(δA)−1

²²

A[Ĩχ(I,B)]χ(A,IB)θaθda⊗1B

AγB

²²
Aθ1B

χ(A,B)

AiB

²²

AθgB
χ(A,IB)θaθda⊗1B

i
−1
A

²²
χ(A,B)

i−1

²²

θ1A
AθgB

χ(A,IB)θaθda⊗1B

χ(A,B)θ1AB C◦C

// χ(A,B)θ1A⊗gB
θaθda⊗1B

χ(1A⊗gB)

OO

Ce qui clôt la description d’un objet θ = (θ, χ, ι, ω, γ, δ) de Bimon(K,Biequ(G)).

- Le pseudo-foncteur monöıdal G(θ) image de θ par G, (12.0.2).
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Un objet θ de Bimon(K,Biequ(G)) détermine un pseudo-foncteur monöıdal
G(θ) i.e. un objet de Bimonl(Kop,Cat) (voir 5.1 et 6.1) de la façon suivante.

• PS1 Le pseudo-foncteur (G(θ), i, C) : Kop−→Cat sous-jacent à G(θ) est obtenu
avec C1, (9.3.1) et oubli des actions. Les images par G(θ) d’un objet A (noté GA)
et d’un morphisme f : A−→B de K sont respectivement la catégorie G et l’auto-
équivalence, Gf : GB−→GA, tensorisation à droite par l’objet θf . Les contraintes de
comparaison et d’unité de G(θ) sont définies par tensorisation à droite de (9.3.9).

• PS2 La pseudo-équivalence T θ de Bicat(Kop ×Kop,Cat) est définie à partir de
celle donnée par C2, p. 490. Sa composante en un objet (A,B) de K × K, est le
foncteur

T θ
A,B : GA × GB

1×θ(A)−→ GA × GB
⊗−→ GAB

td(χ(A,B))−→ GAB . (12.1.18)

La contrainte au morphisme (f, g) : (A,B)−→(A′, B′) de K × K de cette pseudo-
équivalence est l’isomorphisme naturel, tf,g : T θ

A,B ◦ (Gf × Gg)=⇒Gf⊗g ◦ T θ
A′,B′

défini par le collage dans Cat

GA′×GB′
1×θ(A′) //

td(θf )×td(θg)

²²

GA′×GB′
⊗ // GA′B′

td(χ(A′,B′)) //

td(θf
Aθg)

²²

GA′B′

td(θf⊗g)⇑ td(χ(f⊗g)−1)

²²
GA×GB

1×θ(A)
//

⇑ tf∗g

GA×GB ⊗
// GAB

td(χ(A,B))
// GAB ,

(12.1.19)
où tf∗g est l’isomorphisme naturel de Cat dont la composante en l’objet (X, Y ) de
G×G est donnée par la composée :

tf∗g(X, Y ) : (Xθf )A(Y θg)
ΦA

−→ Xθf
AY Aθg

θ(f)Y−→ (XA′Y )(θf
Aθg) . (12.1.20)

L’expression en un objet (X, Y ) de G × G de tf,g est donc l’isomorphisme de G
obtenu par la composée :

[(Xθf )A(Y θg)]χ(A,B)
tf,g(X,Y ) //______

ΦA

²²

[(XA′Y )χ(A′, B′)]θf⊗g

Xθf
AY Aθgχ(A, B)

θ(f)Y

// XA′Y θf
Aθgχ(A,B) .

χ(f⊗g)−1

OO
(12.1.21)

Les conditions de cohérence aux unités et à la composition s’obtiennent sans diffi-
cultés. En effet, la famille tf∗g, indexée par les morphismes de K×K, est cohérente
aux unités et à la composition de K × K avec pour seule donnée C1, p. 489. Par
ailleurs, les contraintes liées à la cohérence des isomorphismes tf∗g et χ(f ⊗ g)
(12.1.6) cöıncident suivant le collage (12.1.19). Un collage vertical de (12.1.19)
donne que les cohérences de χ(f ⊗ g) et de tf,g sont équivalentes puisque celles de
tf∗g ne dépendent que de C1.

• PS3 La pseudo-équivalence de Bicat(1l,Cat) est juste donnée par l’objet Ĩ de G
intervenant dans la pseudo-équivalence ι (12.1.7).
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• PS4 La modification

α : T.(T × 1)=⇒Ga.T.(1× T ) (12.1.22)

admet pour composante en (A,B,C) de K3, l’isomorphisme naturel :

αθ
A,B,C : TAB,C ◦ (TA,B × 1G)=⇒GaA,B,C

◦ TA,BC ◦ (1G × TB,C) , (12.1.23)

d’expression en (X,Y, Z) de G3, l’isomorphisme αA,B,C(X, Y, Z) de G obtenu par la
composition

[((XAY )χ(A,B))ABZ]χ(AB, C)
αA,B,C(X,Y,Z)//_______

χZ

²²

((XA[(Y BZ)χ(B,C)])χ(A,BC))θa

XAY A(BZ)χ(A,B)χ(AB,C) ωA,B,C

// XAY A(BZ)Aχ(B, C)χ(A,BC)θa

Φ−1◦Φ−1

OO

(12.1.24)
Cet isomorphisme est clairement fonctoriel. Il reste à montrer que les isomorphismes
αA,B,C déterminent bien une modification. Ce dernier point s’obtient en montrant
que pour tout morphisme (f, g, h) : (A,B, C)−→(D,E, F ) deK3 le diagrame suivant
de G commute

Xθf
A(Y θg)χ(A,B)AB(Zθh)χ(AB,C)

tf,g

²²

αA,B,C(Xθf ,Y θg,Zθh) // Xθf
A[Y θg

B(Zθh)χ(B,C)]χ(A,BC)θa

Atg,h

²²
XDY χ(D,E)θf⊗g

AB(Zθh)χ(AB,C)

tf⊗g,h

²²

Xθf
A[(Y EZ)χ(E,F )θg⊗h]χ(A,BC)θa

C◦C−1◦tf,g⊗h

²²
XDY χ(D,E)DEZχ(DE,F )θ(f⊗g)⊗h

αD,E,F (X,Y,Z) 1
// (XD[Y EZχ(E,F )]χ(D,EF )θa)θ(f⊗g)⊗h

(12.1.25)
ce qui équivaut, avec la définition des isomorphismes αA,B,C(X, Y, Z), à la commu-
tativité du diagramme

Xθf
A(Y θg)A(B(Zθh))χ(A,B)χ(AB,C)

χ−1
Zθh

²²

ωA,B,C // Xθf
A(Y θg)A(B(Zθh))Aχ(B,C)χ(A,BC)θa

Φ−1◦Φ−1

²²
Xθf

A(Y θg)χ(A,B)AB(Zθh)χ(AB,C)

tf,g

²²

Xθf
A[Y θg

B(Zθh)χ(B,C)]χ(A,BC)θa

Atg,h

²²
XDY χ(D,E)θf⊗g

AB(Zθh)χ(AB,C)

tf⊗g,h

²²

I
Xθf

A[(Y EZ)χ(E,F )θg⊗h]χ(A,BC)θa

C◦C−1◦tf,g⊗h

²²
XDY χ(D,E)DEZχ(DE,F )θ(f⊗g)⊗h

χZ

²²

(XD[Y EZχ(E,F )]χ(D,EF )θa)θ(f⊗g)⊗h

Φ◦Φ
²²

XDY D(EZ)χ(D,E)χ(DE,F )θ(f⊗g)⊗h ωD,E,F

// XDY D(EZ)Dχ(E,F )χ(D,EF )θaθ(f⊗g)⊗h .
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On applique sur l’arête supérieure le morphisme ( où les contraintes relatives aux
homomorphismes θ(A), θ(B), etc. sont omises)

Xθf
A(Y θg)A(B(Zθh))

θ(f)Y // XDY θf
Aθg

A(B(Zθh))
(θ(f)⊗θ(g))Z// XDY D(EZ)θf

Aθg
A(Bθh)

et la commutativité de (I) équivaut alors à celle du diagramme suivant :

XDY D(EZ)θf
Aθg

A(Bθh)χ(A,B)χ(AB,C)

(θ(f)⊗θ(g))−1
Z

²²

1⊗(1ωA,B,C)// XDY D(EZ)θf
Aθg

A(Bθh)Aχ(B,C)χ(A,BC)θa

(θ(f)⊗θ(g))−1
Z

²²
XDY θf

Aθg
A(B(Zθh))χ(A,B)χ(AB,C)

(θ(f)Y )−1

²²

XDY θf
Aθg

A(B(Zθh))Aχ(B,C)χ(A,BC)θa

(θ(f)Y )−1

²²
Xθf

A(Y θg)A(B(Zθh))χ(A,B)χ(AB,C)

χ−1
Zθh

²²

Xθf
A(Y θg)A(B(Zθh))Aχ(B,C)χ(A,BC)θa

Φ−1◦Φ−1

²²
Xθf

A(Y θg)χ(A,B)AB(Zθh)χ(AB,C)

tf,g

²²

II
Xθf

A[Y θg
B(Zθh)χ(B,C)]χ(A,BC)θa

Atg,h

²²
XDY χ(D,E)θf⊗g

AB(Zθh)χ(AB,C)

tf⊗g,h

²²

Xθf
A[(Y EZ)χ(E,F )θg⊗h]χ(A,BC)θa

C◦C−1◦tf,g⊗h

²²
XDY χ(D,E)DEZχ(DE,F )θ(f⊗g)⊗h

χZ

²²

(XD[Y EZχ(E,F )]χ(D,EF )θa)θ(f⊗g)⊗h

Φ◦Φ
²²

XDY D(EZ)χ(D,E)χ(DE,F )θ(f⊗g)⊗h
1⊗(ωD,E,F 1)

// XDY D(EZ)Dχ(E,F )χ(D,EF )θaθ(f⊗g)⊗h .

Pour finir, on montre que la commutativité de (II) équivaut à la condition de
cohérence de la modification ω exprimée au morphisme (f, g, h), (12.1.13), multipliée
à gauche par XDY D(EZ). Pour cela, il suffit que les compositions verticales de (II)
soient celles intervenant pour la cohérence de ω. Pour l’arête de gauche, après avoir
explicité celle-ci, le résultat est obtenu avec le diagramme suivant (les contraintes
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relatives aux homomorphismes θ(−) sont omises) :

XDY θf
Aθg

A(BZ)A(Bθh)χ(A,B)χ(AB,C)

χ−1
θh

²²

XDY D(EZ)θf
Aθg

A(Bθh)χ(A,B)χ(AB,C)
(θ(f)⊗θ(g))−1

Zoo

XDY θf
Aθg

A(BZ)χ(A,B)ABθhχ(AB,C)

χ−1
Z

²²

XDY D(EZ)θf
Aθgχ(A,B)ABθhχ(AB,C)

(θ(f)⊗θ(g))−1
Zoo

χθh

OO

XDY θf
Aθgχ(A,B)AB(Zθh)χ(AB,C)

χ(f⊗g)−1

²²

III

XDY χ(D,E)θf⊗g
AB(Zθh)χ(AB,C)

θ(f⊗g)Z

²²
XDY χ(D,E)DEZθf⊗g

ABθhχ(AB,C)
χZ

//

χ((f⊗g)⊗h)−1

²²

XDY D(EZ)χ(D,E)θf⊗g
ABθhχ(AB,C)

χ(f⊗g)

OO

XDY χ(D,E)DEZχ(DE,F )θ(f⊗g)⊗h χZ

// XDY D(EZ)χ(D,E)χ(DE,F )θ(f⊗g)⊗h ,

χ((f⊗g)⊗h)

OO

l’arête droite de ce diagramme est celle qui intervient à gauche pour la cohérence
de ω, multipliée par XDY D(EZ). Le reste du parcours extérieur est l’arête gauche
de (II). Enfin, ce diagramme est commutatif car (III) est l’expression en Z de la
modification χθ(f ⊗ g) (12.1.3). Pour l’arête droite de (II), on procède de la même
façon et la vérification est laissée au lecteur.

• PS5 Enfin, les composantes en un objet A de K des modifications de (5.1,
HBM5), notées ici par Γ et ∆, sont données par les isomorphismes naturels, (6.1,
pt. 5 pour le cas d’une cofibration)

ΓA : TI,A(Ĩ , .)=⇒GgA
et ∆A : 1G=⇒GdA

◦ TA,I(., Ĩ),

respectivement définis en un objet X de G par les isomorphismes de G :

ΓA(X) : ĨIXχ(I, A) ιX−→ XĨχ(I, A)
XγA−→ XθgA

(12.1.26)

∆A(X) : X
XδA−→ XAĨχ(A, I)θdA

. (12.1.27)

Les conditions de cohérence de Γ et ∆ s’obtiennent en utilisant celles des modifica-
tions γ et δ (12.1.16). Pour un morphisme f : A−→B de K, elles correspondent à
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la commutativité dans G des diagrammes :

ĨI(Xθf )χ(I,A)
ΓA(Xθf )

//

i
−1
I

²²

Xθf θgA

C

²²

Xθf
AĨχ(A,I)θdA

i
−1
I

²²

Xθf

∆A(Xθf )
oo

∆B(X)

²²
Ĩ(Iθ1I

)I(Xθf )χ(I,A)

t1I ,f (I,X)

²²

XθfgA

C

²²

Xθf
A(Ĩθ1I

)χ(A,I)θdA

tf,1I
(X,Ĩ)

²²

XB Ĩχ(B,I)θdB
θf

C−1

²²
ĨIXχ(I,B)θ1I⊗f

ΓB(X)1
// XθgB

θ(1I⊗f) XB Ĩχ(B,I)θf⊗1I
θdA

XB Ĩχ(B,I)θ(f⊗1I )dA

Coo

(12.1.28)

Pour terminer, il faut vérifier que la modification α (12.1.22) est cohérente à
l’associativité et aux modifications Γ et ∆. La cohérence des modifications α, Γ
et ∆ correspond à la commutativité, pour tout objet (X, Z) de G2, du diagramme
suivant de G :

XAĨχ(A, I)AIZχ(AI, B)θdA⊗1B

αA,I,B(X,Ĩ,Z)//

t−1
dA,1B

(XAĨχ(A,I), Z)

²²

XA[ĨIZχ(I, B)]χ(A, IB)θaθdA⊗1B

i−1
A ⊗AΓB(Z)

²²
XAĨχ(A, I)θdA

A(Zθ1B )χ(A, B)

(∆A(X))−1⊗A(ZiB)

²²

Xθ1A
A(ZθgB )χ(A, IB)θaθdA⊗1B

t1A,gB
(X,Z)

²²
XAZχ(A,B)

C◦C◦i−1
AB

// XAZχ(A,B)θ1A⊗gB
θaθdA⊗1B

.

La cohérence à l’associativité de la modification α correspond à la commutativité,
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pour tout objet (X, Y, Z, T ) de G4, du diagramme suivant de G :

XAY χ(A,B)ABZχ(AB,C)(AB)CTχ((AB)C,D)

αAB,C,D(XAY χ(A,B),Z,T )

²²

αA,B,C

++WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW

XA[Y BZχ(B,C)]χ(A,BC)θa
(AB)CTχ((AB)C,D)

(AB)C i
−1
D

²²

XAY χ(A,B)AB [ZCTχ(C,D)]χ(AB,CD)θa

αA,B,CD(X,Y,ZC T χ(C,D))

²²

XA[Y BZχ(B,C)]χ(A,BC)θa
(AB)C(Tθ1D

)χ((AB)C,D)

ta,1D

²²

XA[Y B [ZCTχ(C,D)]χ(B,CD)]χ(A,B(CD))θaθa

(1⊗C)CC−1

²²

XA[Y BZχ(B,C)]χ(A,BC)A(BC)Tχ(A(BC),D)θa1D

αA,BC,D(X,αA,B,CD,T )

²²

XA[Y B [ZCTχ(C,D)]χ(B,CD)]χ(A,B(CD))θ1Aaθaθa1D

t
−1
1A,a

²²

XA[Y BZχ(B,C)BCTχ(BC,D)]χ(A,(BC)D)θaθa1D

AαB,C,D(Y,Z,T )

²²

Xθ1A
A[Y B [ZCTχ(C,D)]χ(B,CD)θa]χ(A,(BC)D)θaθa1

iA ++WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW

XA[Y B [ZCTχ(C,D)]χ(B,CD)θa]χ((A,(BC)D))θaθa1

(12.1.29)
Les détails sur la commutativité de ces deux derniers diagrammes sont laissés au
lecteur. La commutativité du premier s’obtient avec la cohérence des modifications
ω, γ et δ, celle du second avec à la cohérence à l’associativité de la modification ω.

- L’extension F (θ), image de θ par l’homomorphisme (12.0.1).

L’image de θ par (12.0.1) est une extension fibrée (r, p) de K par G,

G r−→ Ec(θ)
p−→ K (12.1.30)

où p est la fibration monöıdale image par la biéquivalence (6.3.2) du pseudo-foncteur
précédent. La fibration p : Ec(θ)−→K sous jacente est exactement celle de (9.3.13)
(et oubli des actions) construite avec l’objet (θ, C, i) fourni par C1 (p. 489). La
structure de gr-catégorie de Ec(θ) obtenue par (6.3.2) est la suivante. Le produit
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⊗ : Ec(θ) × Ec(θ)−→Ec(θ) est défini sur les objets par l’égalité

(X, A)⊗ (Y, B) = ((XAY )χθ(A,B), A⊗B)

et au morphisme (x, f)× (y, g) : (X,A)× (Y, B)−→(X ′, A′)× (Y ′, B′) par l’égalité

(x, f)⊗ (y, g) = (tf,g(X ′, Y ′) ◦ xAy, f ⊗ g),

où la première composante correspond plus précisément à la composition (les con-
traintes d’associativité et les unités sont toujours omises) :

(XAY )χθ(A,B) //________________

xAy

²²

[(X ′A′Y ′)χθ(A′, B′)]θf⊗g

X ′θf
A(Y ′θg)χθ(A,B)

ΦA

// X ′θf
AY ′Aθgχ

θ(A,B)
θ(f)Y ′

// X ′A′Y ′θf
Aθgχ

θ(A, B) .

χ(f⊗g)−1

OO

La contrainte d’associativité est donnée aux objets (X, A), (Y, B) et (Z,C) de Ec(θ)

par l’isomorphisme :

[(X, A)⊗ (Y, B)]⊗ (Z, C)
(αA,B,C(X,Y,Z), a) // (X, A)⊗ [(Y, B)⊗ (Z, C)] .

Enfin, (Ĩ , I) est l’objet unité et les contraintes d’unité sont données en (X,A) par
les isomorphismes

(Ĩ , I)⊗ (X,A)
(ΓA(X), gA)// (X,A) et (X,A)

(∆A(X), dA)// (X,A)⊗ (Ĩ , I).

Passons à la définition de l’homomorphisme (r,Φr) : G−→Ec(θ) (10.1.1, pour
un rappel) intervenant dans l’extension (12.1.30). Le foncteur r est à valeur sur
la fibre stricte de p au dessus de l’objet unité I de K. L’image d’un morphisme
x : X−→X ′ est définie par le morphisme de Ec(θ)

r(x) = ((x⊗ Ĩ)⊗ i−1
1I

), 1I) : (XĨ, I)−→(X ′Ĩ , I). (12.1.31)

Il est clair que l’image d’une identité en est une et, en utilisant la cohérence aux
unités de l’homomorphisme c(θ) fournie par C1, r est strict pour la composition.
La contrainte de comparaison de r aux objets X et Y de G est définie par le dI -
morphisme

Φr(X, Y ) = (ϕr(X, Y ), dI) : ((XY )Ĩ , I)−→(XĨ, I)⊗ (Y Ĩ, I) (12.1.32)

de première composante le morphisme ϕr(X, Y ) de G :

(XY )Ĩ
ϕr(X,Y ) //___________________

a⊗δI

²²

[((XĨ)I(Y Ĩ))χ(I, I)]θdI

X(Y Ĩ)[(I Ĩχ(I, I))θdI
]

ι−1
Y 1

// X(ĨIY )[(I Ĩχ(I, I))θdI
] ∼ // [((XĨ)(IY I Ĩ))χ(I, I)]θdI

ΦI

OO

où ιY est donné par (C3, 12.1.7). La cohérence de cette contrainte au morphisme
(x, y) : (X, Y )−→(X ′, Y ′) de G2, correspond à la commutativité dans G du dia-
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gramme (les contraintes d’associativité et les unités sont omises):

(XY )Ĩ
ϕr(X,Y ) //

xyĨi−1
I

²²

(XĨ)I(Y Ĩ)χ(I, I)θdI

xĨi−1
I

I(yĨi−1
I )

²²
(XĨθI)I(Y ĨθI))χ(I, I)θdI

C−1◦t1I ,1I
(X′Ĩ,Y ′Ĩ)

²²
(X ′Y ′)Ĩθ1I C−1◦ϕr(X′,Y ′)

// X ′ĨI(Y ′Ĩ)χ(I, I)θdI .

En utilisant la définition des morphismes ϕr, cette commutativité équivaut à celle
du diagramme

(XĨ)I(Y Ĩ)χ(I, I)θdI

i−1
I

²²

(1 i−1
I )I(1 i−1

I ) //

i−1
I⊗I ,,XXXXXXXXXXXX

(1 i−1
I )I(1 i−1

I ) // (XĨθI)I(Y ĨθI)χ(I, I)θdI

t1I ,1I
(X′Ĩ,Y ′Ĩ)

²²
(XĨ)I(Y Ĩ)χ(I, I)θ1I⊗I

θdI

C−1

²²
(XĨ)I(Y Ĩ)χ(I, I)θdI θ1I

C−1
// X ′ĨI(Y ′Ĩ)χ(I, I)θdI .

Elle est obtenue avec la cohérence aux unités de t et de C.

Pour terminer cette construction sur les objets de l’homomorphisme (12.0.1),
il reste à montrer que la suite (12.1.30) est bien une extension au sens de (10.1.1).
La composée pr : G−→K est l’homomorphisme `̀nuĺ´ et r définit avec (2.4.1) un
homomorphisme q = F (r, 1) : G−→N(p). Il reste à montrer que q est une gr-
équivalence. Puisque p est une fibration, il est suffisant de montrer que r réalise
une équivalence sur la fibre stricte p−1(I) de p au dessus de l’objet unité de K.
Sur p−1(I), r est clairement pleinement fidèle. Ensuite, soient Ĩ∗ un objet quasi
inverse de Ĩ et e un isomorphisme e : I−→Ĩ∗Ĩ. Pour tout objet X de G, considérons
l’isomorphisme :

εX : X
1e−→ X(Ĩ∗Ĩ)

1i−1
I−→ [X(Ĩ∗Ĩ)]θ1I

∼−→ [(XĨ∗)Ĩ)]θ1I .

Pour tout objet (X, I) de p−1(I), on a un isomorphisme p−1(I) : (X, I)
(εX ,1I)−→

(r(XĨ∗), I) et r est essentiellement surjectif sur p−1(I). Ce qui termine la construc-
tion sur les objets de l’homomorphisme de classification (12.0.1).

12.2. Construction globale de F et G
Soit θ et ψ deux objets de Bimon(K,Biequ(G)). On note G(θ) et G(ψ) les

pseudo-foncteurs monöıdaux associés décrits plus haut. On commence par donner
une description de la catégorie Bimon(K,Biequ)(θ, ψ). On montre ensuite que



Homology, Homotopy and Applications, vol. 5(1), 2003 504

l’on dispose d’un foncteur fidèle G = Gθ,ψ

G : Bimon(K, Biequ(G))(θ, ψ)−→Bimonl(Kop,Cat)(G(ψ), G(θ)). (12.2.1)

Par la biéquivalence (6.3.2), on obtient un foncteur fidèle,

Bimon(K, Biequ(G))(θ, ψ)−→FibmonK(EG(ψ), EG(θ)), (12.2.2)

qui permet de définir en définitive un foncteur F = F θ,ψ

F : Bimon(K, Biequ(G))(θ, ψ)−→Ext(K,G)(F (ψ), F (θ)), (12.2.3)

localisation au couple (θ, ψ) de l’homomorphisme de classification (12.0.1).

- Description de la catégorie Bimon(K,Biequ(G))(θ, ψ).

On utilise toujours les notations introduites en (9). Suivant (5.2) et (5.4), un ob-
jet s = (s, Πs, Ms) de Bimon(K,Biequ(G))(θ, ψ) est une pseudo-transformation
naturelle de Bicat(K,Biequ(G)),

s : θ−→ψ, (12.2.4)

une modifications inversible de Bicat(K ×K,Biequ(G)),

Πs : χψ.(s⊗)=⇒(s⊗ s).χθ (12.2.5)

et une modification inversible de Bicat(1l,Biequ(G))

Ms : ιψ.(s ◦ I)=⇒ιθ, (12.2.6)

satisfaisant aux conditions de cohérence à l’associativité et aux unités du type
(5.2.1) et (5.2.2), adaptées au cas des (co)-morphismes (5.4). Ces cohérences
s’énoncent avec la commutativité des diagrammes de Bieq(G) suivants, pour tout
objet (A,B,C) de K3 où l’on a noté X et X̃ pour θ(X) et ψ(X) :

(AB)C

s(a)

²²

χθ(AB,C) //

s((AB)C)

{{vvv
vv

vv
vv

Π
=⇒

(AB)C
χθ(A,B)⊗I //

s(AB)s(C)
{{vvvvvvvvv

Π⊗I
=⇒

(A B)C
(s(A)s(B))s(C)

zzuuuuuuuuu

1

²²

˜(AB)C

s(a)

²²

χψ

//

⇓

(ÃB)C̃
χψ⊗I // (Ã B̃)C̃

1

²²

A(BC)

s(A(BC)){{vvv
vv

vv
vv

χθ

//

Π
=⇒

A(BC)

s(A)s(BC)
I⊗Π
=⇒{{vvvvvvvvv

I⊗χθ

// A(B C)

s(A)(s(B)s(C))
zzuuuuuuuuu

Ã(BC)
χψ(A,BC)

// Ã(B̃C)
I⊗χψ(B,C)

// Ã(B̃ C̃)

ωθ

§±

ωψ

¨²

·¿
α

(12.2.7)
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I A
s(I)⊗s(A) gM⊗I

=⇒
}}||

||
||

||
OO

χθ

Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â IA//ι⊗A

1⊗s~~||
||

||
||

gA

²²

A I
s(A)⊗s(I) I⊗gM

=⇒
}}||

||
||

||
OO

χθ

Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â AI//A⊗ι

s⊗1~~||
||

||
||

OO

dAĨÃOO

χψ

⇑ ΠI,A

IÃ//ι⊗ eA

²²

ÃĨOO

χψ

⇑ ΠA,I

ÃI//
eA⊗ι

OO

IA
gA //________

s

}}|
|

|
|

A

s(A)
~~}}

}}
}}

}}
AI oo dA ________

s

}}|
|

|
|

A

s(A)
~~}}

}}
}}

}}

ĨA
fgA // Ã ÃI

oo
fdA

Ã
¤®¯·

γA
rz

°¸

γA

)1

±¹

δA

6>

µ

δA

(12.2.8)

Explicitons ces données. On renvoie le lecteur à (9.3.15) pour une description de
la pseudo-transformation s : θ−→ψ. Pour tout objet (A,B) de K×K, la composante
en (A,B) de la modification Πs (12.2.5) est une modification Πs

A,B de Biequ(G).
Cette dernière est donnée par un isomorphisme de G,

Πs
A,B : χψ(A,B)sA⊗B−→sA

AsBχθ(A, B) (12.2.9)

tel que pour tout objet X de G on ait la commutativité du diagramme, (on note
respectivement AX et A.X pour θ(A)(X)) et ψ(A)(X)) :

χψ(A,B)sA⊗B
ABX

s(A⊗B)X //

Πs
A,B

²²

χψ(A,B)(AB).XsA⊗B

χ
ψ
X // A.(B.X)χψ(A,B)sA⊗B

Πs
A,B

²²
sA

AsBχθ(A,B)ABX
χθ

X

// sA
AsB

A(BX)χθ(A,B)
(s(A)⊗s(B))X

// A.(B.X)(sA
AsB)χθ(A,B)

(12.2.10)

la flèche (s(A)⊗ s(B))X étant celle de (4.1.3). La cohérence au morphisme (f, g) :
(A,B)−→(C, D) de K ×K de la modification Πs

AB

θ(fg)

²²

χθ(A,B) //

s(AB)

}}zz
zz

zz
zz Πs

A,B
=⇒

A B

s(A)s(B)||yy
yy

yy
yy

θ(f)⊗θ(g)

²²

gAB

ψ(f⊗g)

²²

χψ
// eA eB

²²

CD

s

}}zz
zz

zz
zz

χθ
//

Πs
C,D
=⇒

C D

s(C)⊗s(D)

||yy
yy

yy
yy

gCD
χψ(C,D)

// eC eD

08χψ

08χθ

qy s(fg) qy

(12.2.11)
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correspond à la commutativité dans G du diagramme :

χψ(C,D)sCDθf⊗g

s(f⊗g) //

Πs
C,D

²²

χψ(C,D)ψf⊗gsAB

χψ(f⊗g) // ψf
A.ψgχψ(A,B)sA⊗B

Πs
A,B

²²
sC

CsDχθ(C,D)θf⊗g
χθ(f⊗g)

// sC
CsDθf

Aθgχθ(A,B)
s(f) × s(g)

// ψf
A.ψgsA

AsBχθ(A,B)

où la flèche s(f)× s(g) est obtenue avec (4.0.1).
Passons à présent à la description de la modification Ms (12.2.6). On note par Ĩ
et J̃ les objets de G respectivement associés aux pseudo-transformations ιθ et ιψ de
(12.1.7). La modification Ms se réduit juste à la donnée d’un isomorphisme de G :

Ms : J̃sI−→Ĩ , (12.2.12)

tel que pour tout objet X de G, le diagramme suivant de G commute,

(J̃sI) IX

Ms

²²

s(I)X // J̃ I.XsI

ιψ
X // XJ̃sI

Ms

²²
Ĩ IX

ιθ
X

// XĨ

(12.2.13)

Les conditions de cohérence (12.2.7) et (12.2.8) correspondent à des diagrammes
commutatifs comparables à ceux de (12.1.13) et (12.1.16). Par exemple on obtient
pour la cohérence à l’associativié :

[χψ(A,B)χψ(AB, C)]s(AB)C

ωψ
A,B,C //

Πs
A⊗B,C

²²

A.χψ(B, C)χψ(A,BC)ψas(AB)C

s(a)−1

²²
χψ(A,B)sAB

ABsCχθ(AB,C)

Πs
A,B × IsC

²²

A.χψ(B, C)χψ(A,BC)sA(BC)θa

Πs(A⊗(B⊗C))

²²
sA

AsB
A(BsC) χθ(A,B)χθ(AB, C)

αsA,sB,sC

²²

A.χψ(B,C)sA
AsBCχθ(A,BC)θa

IsA
× Πs

B,C

²²
sA

A(sB
BsC) χθ(A,B)χθ(AB, C)

ωθ
A,B,C

// [sA
A(sB

BsC)][(Aχθ(A,B)χθ(A,BC))θa].

(12.2.14)

Les flèches Πψ
A,B×IsC et IsA ×Πs

B,C sont obtenues avec (4.0.1). La flèche αsA,sB ,sC

est donnée par la contrainte d’associativité (4.1.5).

Dans le cas où K est discrète, on peut donner la correspondance entre les cobords
de L. Breen ([3], déf. 2.2.5) et la précédente description. La donnée (2.2.4.2) de loc.
cit. correspond ici à (12.2.4), de même (2.2.4.3) et (2.2.4.6) qui s’expriment ici avec
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(12.2.9) et (12.2.10), correspondent aux modifications Πs
A,B de Biequ(G). Enfin, la

condition (2.2.4.10) de cohérence à l’associativité s’exprime avec (12.2.14).

Pour finir, rappelons qu’un morphisme m : s=⇒s′ de
Bimon(K,Biequ(G))(θ, ψ) est une modification m : s=⇒s′ de Bicat(K,Biequ(G))
dont une description est donnée en (9.3.24), telle que pour tout objet (A,B) de
K × K les diagrammes suivants de Biequ(G) commutent, l’expression dans G de
ces conditions est laissée au lecteur :

θ(A⊗B)

s(A⊗B)

,,

s′(A⊗B)

33

χθ
A,B

²²

ψ(A⊗B)

χψ
A,B

²²
θ(A)⊗ θ(B)

s(A)⊗s(B)
,,d c b ` _ ^ \ [ Z

s′(A)⊗s′(B)

22
ψ(A)⊗ ψ(B)

mA⊗B ®¶

mA⊗mB ®¶

Πs

y¢
Πs′

¢ª

(12.2.15)

1G>>
ιθ

||
||

||
||

bb
ιψ

DDDDDDDD

θ(I)
s(I)

,,c a _ ] [

s′(I)

22 ψ(I) .

Msiq

Ms′

bj

mI®¶

(12.2.16)

- Description du foncteur G (12.2.1).

Soit s = (s, Πs, Ms) un objet de Bimon(K,Biequ(G))(θ, ψ). Son image
G(s) = (G(s), ΠG(s), MG(s)) est définie à partir de la pseudo-transformation na-
turelle G(s) de Bicat(Kop,Cat),

G(s) : G(ψ)−→G(θ), (12.2.17)

déduite par oubli des actions de la pseudo-transformation (9.3.21). Pour compléter
la définition de G(s), il reste à définir les modifications inversibles

ΠG(s) : T θ.(G(s)×G(s))=⇒(G(s)⊗).Tψ (12.2.18)

MG(s) : (G(s) ◦ I).ιG(ψ)=⇒ιG(θ) (12.2.19)

respectivement de Bicat(Kop×Kop,Cat) et Bicat(1l,Cat), satisfaisant aux condi-
tions de cohérences attendues. La modification MG(s) correspond juste à la donnée
de l’isomorphisme (12.2.12). Pour tout objet (A,B) de K2, la composante en (A,B)
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de la modification ΠG(s) est définie par le collage dans Cat,

GA×GB

1×ψ(A) //

td(sA)×td(sB)

²²

GA×GB
⊗ // GAB

td(χψ(A,B)) //

td(sA
AsB)

²²

GAB

td(sA⊗B)⇑ td((Πs
A,B)−1)

²²
GA×GB

1×θ(A)
//

⇑ ΠsA∗sB

GA×GB ⊗
// GAB

td(χθ(A,B))

// GAB ,

(12.2.20)

où ΠsA∗sB
est l’isomorphisme naturel de Cat défini, pour tout objet (X, Y ) de G×G,

par la composée :

ΠsA∗sB
(X, Y ) : (XsA)A(Y sB) ΦA

−→ XsA
AY AsB

s(A)Y−→ (XA.Y )(sA
AsB). (12.2.21)

La composante ΠG(s)
A,B de la modification ΠG(s) est donc définie en l’objet (X,Y ) de

GA × GB avec l’isomorphisme de GAB :

[(XsA)A(Y sB)]χθ(A,B)
Π

G(s)
A,B (X,Y )

//______

ΦA

²²

[(XA.Y )χψ(A, B)]sA⊗B

XsA
AY AsBχθ(A,B)

s(A)Y

// XA.Y sA
AsBχθ(A, B).

(Πs
A,B)−1

OO
(12.2.22)

Pour obtenir la modification annoncée, il reste à vérifier que cette famille ΠG(s)
A,B

d’isomorphismes naturels est cohérente aux morphismes, c’est-à-dire que, pour tout
morphisme (f, g) : (A,B)−→(C,D) de K2, le cube de Cat

GC×GD

t(ψf )×t(ψg)

²²

T ψ(C,D) //

t(sC)×t(sD)

zzuuuuuuuuuuu
ΠG(s)

C,D
=⇒

GCD

t(−)}}||
||

||
||

||

t(ψf⊗g)

²²

GC×GD

t(θf )×t(θg)

²²

T θ
// GCD

²²

GA×GB

t−×t−
zzuuuuuuuuuuu

T ψ
//

ΠG(s)
A,B
=⇒

GAB

t(sA⊗B)

}}||
||

||
||

||

GA×GB
T θ(A,B)

// GAB

08tθ
f,g

19tψ
f,g

t−×t−
ºÂ

t−
µ½

(12.2.23)

est commutatif. On obtient cette commutativité comme en (12.1.21). En effet, il
suffit de remarquer que les isomorphismes ΠsA∗sB

(12.2.21) et tf∗g (12.1.20) sont
cohérents (par (9.3.19) pour l’essentiel) avec (12.2.4) comme seule donnée. Ensuite,
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le cube exprimant cette cohérence,

GC×GD

t(ψf )×t(ψg)

²²

⊗(1×ψ(C)) //

td(sC)×td(sD)

zzuuuuuuuuuuu
ΠsC∗sD=⇒

GCD

sC
CsD}}||

||
||

||
||

td(ψf
A.ψg)

²²

GC×GD

t(θf )×t(θg)

²²

⊗(1×θ(C)) // GCD

²²

GA×GB

t−×t−
zzuuuuuuuuuuu

//

ΠsA∗sB=⇒

GAB

td(sA
AsB)

}}||
||

||
||

||

GA×GB ⊗(1×θ(A))
// GAB

08tθ
f∗g

19tψ
f∗g

ts(f)×ts(g)

ºÂ
t−

µ½

(12.2.24)

collé suivant la face commune à celui déduit de (12.2.11) :

GCD

t(ψf
A.ψg)

²²

td(χψ(C,D)) //

td(sC
CsD)

||yy
yy

yy
yy

yy
td(Πs

C,D)
⇐=

GCD

td(sCD)||yy
yy

yy
yy

yy

td(ψfg)

²²

GCD

t(θf
Aθg)

²²

td(χθ) // GCD

²²

GAB

||yy
yy

yy
yy

yy
//

t(Πs
A,B)
⇐=

GAB

td(sAB)

||yy
yy

yy
yy

yy

GAB
td(χθ(A,B))

// GAB

19t(χθ)−1

19t(χ
ψ)−1

t−
·¿

t(s(fg))

·¿

(12.2.25)

donne les cohérences de Πs (12.2.11) et de ΠG(s) (12.2.23) équivalentes, ce qui
termine ce point.

Pour en terminer avec les modifications ΠG(s) et MG(s), il reste à montrer que
ΠG(s) est cohérente à l’associativité, i.e. à la modification α : T.(T×1)=⇒Ga.T.(1×
T ) (12.1.22) et que ΠG(s) et MG(s) sont cohérentes aux unités. Ces cohérences
sont obtenues avec des diagrammes du type (5.2.1) et (5.2.2). La cohérence à
l’associativité de ΠG(s) revient à montrer que pour tout objet (A,B, C) de K3 et
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pour tout objet (X, Y, Z) de G3, le diagramme suivant de G commute

XsA
A(Y sB)χθ(A,B)AB(ZsC)χθ(AB,C)

Π
G(s)
A,B

²²

αθ(XsA,Y sB ,ZsC)// XsA
A[Y sB

B(ZsC)χθ(B,C)]χθ(A,BC)θa

AΠ
G(s)
B,C

²²
XA.Y χψ(A,B)sA⊗B

AB(ZsC)χθ(AB,C)

Π
G(s)
A⊗B,C

²²

XsA
A.[(Y B.Z)χ(B,C)sB⊗C ]χ(A,BC)θa

(C◦C−1⊗s(a))◦ΠG(s)
A,B⊗C

²²
XA.Y χψ(A,B)AB.Zχψ(AB,C)s(A⊗B)⊗C

αψ(X,Y,Z)

// (XA.[Y B.Zχψ(B,C)]χψ(A,BC)ψa)s(A⊗B)⊗C .

(12.2.26)
Cette commutativité s’obtient de la même façon que celle de (12.1.25) où, (12.2.7),
(12.2.22) et (12.2.26) doivent être comparées à (12.1.12), (12.1.21) et (12.1.25).
Enfin, la cohérence aux unités s’exprime, pour tout objet A de K et tout objet X
de G, par la commutativité des diagrammes

Ĩ I(XsA)χθ(I, A)

Γθ
A(XsA)

²²

oo Ms

J̃sI
I(XsA)χθ(I, A)

Π
G(s)
I,A // J̃ I.Xχψ(I,A)sI⊗A

Γψ
A(X)

²²
XsAθgA

s(gA) // XψgAsI⊗A

(12.2.27)

XsA
AĨχθ(A, I)θdA

oo
AMs

XsA
A(J̃sI)χθ(A, I)θdA

Π
G(s)
A,I // XA.J̃χψ(A, I)sA⊗IθdA

s(dA)

²²
XsA

∆ψ
A(X) //

∆θ
A(XsA)

OO

XA.J̃χψ(A, I)ψdAsA

où les flèches Γ et ∆ sont données avec (12.1.26) et (12.1.27). La commutativité de
ces deux derniers diagrammes s’obtient avec la commutativité de (12.2.8).

Soit à présent m : s−→s′ un morphisme de Bimon(K,Biequ(G))(θ, ψ). Comme
pour les objets, son image G(m) : G(s)−→G(s′) par G (12.2.1) est définie à partir
de la modification de Bicat(Kop,Cat), G(m) : G(s)=⇒G(s′), déduite de (9.3.1)
par oubli des actions. Avec (9.3.26), la composante de G(m) en un objet A de K
est donc l’isomorphisme naturel de Eq(G), tensorisation à droite par l’isomorphisme
mA : sA−→s′A,

GA

td(sA)

&&

td(s′A)

88td(mA) ⇓ GA. (12.2.28)

La condition de cohérence au morphisme f : A−→B de K de G(m) correspond juste
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à l’égalité dans G :

sBθf
s(f) //

mBθf

²²

ψfsA

ψf mA

²²
s′Bθf

s′(f)

// ψfs′A

(12.2.29)

En utilisant les conditions (12.2.15) et (12.2.16), cette modification G(s) est struc-
turée en un 2-morphisme G(m) de Bimonl(Kop,Cat) via les commutativités du
diagramme suivant de Cat :

GA×GB

td(sA)×td(sB)

))

td(s′A)×td(s′B)

55

T ψ
A,B

²²

GA×GB

T θ
A,B

²²
GA⊗B

td(sA⊗B)

))j h f d c a _ ] [ Z X V T

td(s′A⊗B)

55 GA⊗B

td(mA)×td(mB)

®¶

td(mA⊗B)

®¶

ΠG(s)

v~

ΠG(s′)
¢ª

(12.2.30)

pour tout objet (A,B) de K ×K, et du diagramme suivant de G :

J̃sI

J̃mI

²²

Ms

''OOOOOOOOOO

Ĩ .

J̃s′I
Ms′

77oooooooooo

(12.2.31)

Enfin, il est immédiat que cette définition sur les morphismes, détermine un foncteur
fidèle G = Gθ,ψ (12.2.1).

- Description du foncteur F (12.2.3).

• Soit s = (s, Πs, Ms) un objet de Bimon(K,Biequ(G))(θ, ψ). Son image
F (s) = (α, S) est un morphisme d’extensions fibrées (α, S) : (r′, p′)−→(r, p)

Ec(ψ)

S

²²

p′

))SSSSSSSSSSSS

G
r′

55kkkkkkkkkkkk

r

α ⇓

))SSSSSSSSSSSS K.

Ec(θ)

p

55kkkkkkkkkkkk

(12.2.32)

Le K-homomorphisme (S, ΦS) : Ec(ψ)−→Ec(θ) est l’image par (6.3.2) de G(s), défini
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par (12.2.1) en (12.2.17)-(12.2.19). Pour mémoire, rappelons (voir aussi (9.2.6)) que
les images par (S, ΦS) de l’objet (X, A) et du f -morphisme (u, f) : (X,A)−→(Y, B)
de Ec(ψ) sont respectivement données par l’objet (XsA, A) et le f -morphisme
(Y s(f)−1∗usA, f) : (XsA, A)−→(Y sB , B), de Ec(θ), où le morphisme Y s(f)−1

A ∗usA

est la composée dans G:

XsA
usA−→ (Y ψf )sA

∼−→ Y (ψfsA)
s(f)−1

−→ Y (sBθf ) ∼−→ (Y sB)θf .

De la même manière qu’ en (6.2.2) pour le cas cofibré, la contrainte de comparaison
ΦS est définie aux objets (X, A) et (Y, B) de Ec(ψ) avec le AB-isomorphisme de
Ec(θ)

(1⊗ i−1
AB ◦ΠG(s)

A,B (X, Y )−1, 1AB) : S((X, A)(Y, B))−→S(X, A)S(Y, B) (12.2.33)

de première composante l’isomorphisme de G :

[(XA.Y )χψ(A,B)]sA⊗B

ΠG(s)
A,B

(X,Y )−1

// [(XsA)A(Y sB)]χθ(A,B)
1⊗i

−1
AB // [(XsA)A(Y sB)]χθ(A,B)θ1AB

.

Enfin, la contrainte d’unité ΦS
o = S(J̃ , I)−→(Ĩ , I) est le I-isomorphisme dont la

première composante est l’isomorphisme 1i−1
I ◦Ms : J̃sI−→Ĩ−→Ĩθ1I .

Passons à la définition de la transformation α de (12.2.32). On renvoie le
lecteur en (12.1.31) et (12.1.32) pour un rappel sur les homomorphismes r et r′. La
composante de α en un objet X de G est l’isomorphisme de Ec(θ) au dessus de 1I ,

αX : ((XJ̃)sI , I)−→(XĨ, I) (12.2.34)

de première composante : (XJ̃)sI
∼−→ X(J̃sI)

XMs

−→ XĨ
1i−1

I−→ (XĨ)θ1I . Comme r et
r′ sont stricts sur l’unité, il est clair que α est cohérente aux unités puisque αI = ΦS

o .
La naturalité provient de la condition de cohérence (9.2.3) explicitée avec (9.3.9).
Enfin, il reste à vérifier la cohérence aux contraintes de comparaison, c’est-à-dire
que, pour tout objet (X, Y ) de G × G, le diagramme suivant de Ec(θ) commute

Sr′(XY )

ΦS∗φr′

²²

αXY // r(XY )

φr

²²
Sr′(X)Sr′(Y )

αXαY

// r(X)r(Y ).

(12.2.35)

En utilisant les conditions de cohérence aux unités de C (9.2.3) et de t (12.1.21),
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cette commutativité équivaut à celle du diagramme de G :

[(XY )J̃ ]sI
Ms

//

I

(ιψ
Y )−1⊗δψ

I ²²

XY Ĩ

δθ
I

²²
XJ̃ I.Y I.J̃χψ(I, I)ψdI

sIOO
ΦI.⊗s(dI)

XY Ĩ I Ĩχθ(I, I)θdIOO
ιθ
Y

XJ̃ I.(Y J̃)χψ(I, I)sI⊗IθdIOO
ΠG(s)(XJ̃,Y J̃)

XĨ IY I Ĩχθ(I, I)θdIOO
ΦI

XJ̃sI
I(Y J̃sI)χθ(I, I)θdI

XMs I(Y Ms)

// [((XĨ) I(Y Ĩ))χθ(I, I)]θdI
.

En utilisant la commutativité du diagramme de G

XJ̃sI
I(Y J̃sI)χθ(I,I)

ΠG(s)
I,I

(XJ̃,Y J̃)
//

ΦI

²²

XJ̃ I.(Y J̃)χψ(I,I)sI⊗I

ΦI.

²²
XJ̃sI

IY I(J̃sI)χθ(I,I)
s(I)Y // XJ̃ I.Y sI

I(J̃sI)χθ(I,I)

ΠG(s)
I,I

(XJ̃I.Y ,J̃)
// XJ̃ I.Y I.J̃χψ(I,I)sI⊗I

obtenue avec la définition de ΠG(s) (12.2.22), la commutativité de (I) équivaut alors
à celle du diagramme suivant,

[(XY )J̃]sI

Ms //

(ι
ψ
Y

)−1⊗δ
ψ
I

²²

δ
ψ
I

**TTTTTTTTTTTTTTTTTTT XY Ĩ

δθ
I

²²

II

XJ̃ I.Y I.J̃χψ(I,I)ψdI
sI

ι
ψ
Y // XY J̃sI

I.J̃χψ(I,I)ψdI
sI

XJ̃ I.Y I.J̃χψ(I,I)sI⊗IθdI

s(dI )

OO

ι
ψ
Y // XY J̃ I.J̃χψ(I,I)sI⊗IθdI

s(dI )

OO

XJ̃ I.Y sI
I(J̃sI)χθ(I,I)θdI

ΠG(s)(XJ̃I.Y ,J̃)

OO

ι
ψ
Y //

12.2.13

XY J̃sI
I(J̃sI)χθ(I,I)θdI

Ms⊗ I Ms
//

ΠG(s)(XY J̃,J̃)

OO

XY Ĩ I Ĩχθ(I,I)θdI

XJ̃sI
IY I(J̃sI)χθ(I,I)θdI

(Ms⊗I Y )⊗ I Ms

//

s(I)Y

OO

[((XĨ) (IY I Ĩ))χθ(I,I)]θdI

ιθ
Y

OO

Celle ci est obtenue avec la commutativité de (12.2.13) et de (II), cette dernière
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provenant de la deuxième condition de cohérence de (12.2.27), soit :

[(XY )J̃]sI

Ms //

δ
ψ
I ²²

δθ
I

''OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO XY Ĩ

δθ
I

²²

XY J̃sI
I.J̃χψ(I,I)ψdI

sI

12.2.27

XY J̃ I.J̃χψ(I,I)sI⊗IθdI

s(dI )

OO

XY J̃sI
I(J̃sI)χθ(I,I)θdI

Ms **TTTTTTTTTTTTT

XY J̃sI
I(J̃sI)χθ(I,I)θdI

Ms⊗ I Ms
//

ΠG(s)(XY J̃,J̃)

OO

I Ms

33ggggggggggggggggg
XY Ĩ I Ĩχθ(I,I)θdI

• Pour terminer cette construction locale de F , il reste à donner l’image
F (m) : S−→S′ d’un morphisme m : s−→s′ de Bimon(K, Biequ(G))(θ, ψ). Celle-
ci est juste la K-transformation naturelle image par (6.3.2) de la modification G(m),
(12.2.28)-(12.2.31). La condition α′.(F (m)r) = α est obtenue avec (12.2.31). Il est
encore immédiat, avec (6.3.2) et la condition α′.(F (m)r) = α, que cette définition
sur les morphismes, détermine un foncteur F = F θ,ψ (12.2.3).

- Construction globale de F et G.

La construction précédente permet de définir l’homomorphisme F de (12.0.1),
de définition locale la famille de foncteurs (12.2.3). Nous montrerons ici seulement
que la famille de foncteurs G = Gθ,ψ (12.2.1) permet de définir l’homomorphisme G

de (12.0.2). L’homomorphisme F est alors obtenu pour l’essentiel par composition
avec la biéquivalence (6.3.2).

Les contraintes de comparaison et d’unité permettant de définir globalement
G sont obtenues à partir de celles de l’homomorphisme (9.3.1) et oubli des actions
(noté encore G par abus) :

G : Bicat(K, Bieq(G))−→Bicat(Kop, Bitors(Gop))op−→Bicat(Kop, Cat)op

Les contraintes d’unité de G et de G sont strictes (puisque celle de G l’est). Rap-
pelons que la contrainte de comparaison de G aux 1-morphismes s : θ−→ψ et
r : ψ−→φ de Bicat(K, Bieq(G)): Cs,r : G(r.s)=⇒G(s).G(r), est définie par
tensorisation à droite des contraintes d’associativité de G. Elle a pour com-
posante en un objet A de K, l’isomorphisme naturel de Cat : td(a−1

−,rA,sA
) :

td(r.sA)−→td(sA) ◦ td(rA). Pour deux morphismes composables s = (s,Πs,Ms) :
θ−→ψ et r = (r,Πr,Mr) : ψ−→φ de Bimon(K, Bieq

u
(G)), la modification

Cs,r : G(r.s)=⇒G(s).G(r) précédente se complète en une modification inversible
de Bimon(Kop, Cat)op :

Cs,r : G(r.s)=⇒G(s).G(r), (12.2.36)

soit, avec la définition locale de G (12.2.17-12.2.19) et la définition de la composition
(5.5.1), que l’on a une modification

Cs,r : (G(r.s),ΠG(r.s), MG(r.s))=⇒(G(s).G(r), ΠG(s).ΠG(r), MG(s).MG(r)).
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Avec la définition (5.3 p. 456), il faut donc vérifier la commutativité du diagramme
suivant de Cat :

GA×GB

td(r.sA)×td(r.sB)

++

td(sA)td(rA)×td(sB)td(rA)

33

TΦ
A,B

²²

GA×GB

T θ
A,B

²²
GAB

td(r.sAB)

++g f e d c a ` _ ^ ] \ Z Y X W

td(sAB)td(rAB)

33 GAB

C×C
®¶

C
®¶

ΠG(r.s)

¤®
ΠG(s).ΠG(r)

¨²

(12.2.37)

pour tout objet (A,B) de K×K, et du diagramme suivant de G (où Mr : K̃rI−→J̃)

K̃((r.s)I)

1

²²

MG(r.s)

((RRRRRRRRRRR

Ĩ .

K̃(rIsI)
MG(s).M(r)

66lllllllllll

(12.2.38)

Ces commutativités sont faciles à obtenir. Pour (12.2.38), par (12.2.19) et (5.5.1),
on obtient MG(r.s) = Ms.Mr = MG(s).M (r). Pour (12.2.37), l’isomorphisme de la
face avant est obtenu avec le collage dans Cat (voir 12.2.20 et 12.2.19)

GA×GB

1×φ(A) //

td(rA)×td(rB)

²²

GA×GB
⊗ // GAB

td(χφ(A,B)) //

td(rA
ArB)

²²Â
Â
Â
Â GAB

td(rAB)⇑ td((Πr
A,B)−1)

²²
GA×GB

1×ψ(A) //

td(sA)×td(sB)

²²

⇑ ΠrA∗rB

GA×GB
⊗ // GAB

td(χψ(A,B)) //

td(sA
AsB)

²²Â
Â
Â
Â GAB

td(sAB)⇑ td((Πs
A,B)−1)

²²
GA×GB

1×θ(A)
//

⇑ ΠsA∗sB

GA×GB ⊗
// GAB

td(χθ(A,B))

// GAB .

On applique sur les arêtes latérales les contraintes de comparaison ce qui donne
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l’isomorphisme de la face arrière de (12.2.37)

GA×GB

1×φ(A) //

td(r.sA)×td(r.sB)

²²

GA×GB
⊗ // GAB

td(χφ(A,B)) //

td(r.sA
Ar.sB)

²²

GAB

td(rAB)⇑ td((Πr.Πs)−1)

²²
GA×GB

1×θ(A)
//

⇑ Πr.sA∗r.sB

GA×GB ⊗
// GAB

td(χθ(A,B))

// GAB ,

puisque les `̀ conditions de recollement´́ des isomorphismes ΠrA∗rB , ΠsA∗sB et
(Πr

A,B)−1, (Πr
A,B)−1 cöıncident sur l’arête td(sA

AsB)td(rA
ArB).

On obtient ensuite que la modification Cs,r (12.2.36) est la composante en (s, r)
d’un isomorphisme naturel :

Bimon(K, Bieq
u
(G))(ψ,φ)×Bimon(K, Bieq(G))(θ,ψ)

. //

G×G

²²

Bimon(K, Bieq(G))(θ,φ)

G⇓ Cθ,ψ,φ

²²
Bimonl(Kop, Cat)(G(φ),G(ψ))×Bimonl(Kop, Cat)(G(ψ),G(θ))

.op // Bimonl(Kop, Cat)(G(φ),G(θ))

La naturalité se montre en collant aux diagrammes (12.2.37) et (12.2.38) des dia-
grammes du type (12.2.30 et 12.2.31 p. 511). Enfin, cette famille d’isomorphismes
naturels Cθ,ψ,φ, indexée sur les triplets d’objets, est cohérente à l’associativité.
Cette cohérence s’obtient aux morphismes s : θ−→ψ, r : ψ−→φ et q : ψ−→ω,
avec un collage comme celui utilisé plus haut et en utilisant les cohérences à
l’associativité des isomorphismes naturels ΠqA∗qB ΠrA∗rB , ΠsA∗sB et (Πq

A,B)−1

(Πr
A,B)−1, (Πr

A,B)−1.

13. Le théorème de classification

L’objet de cette section est de démontrer le résultat principal de ce travail :

Théorème 2. L’homomorphisme de (12.0.1)

F : Bimon(K,Biequ(G))−→Ext(K,G)op

est une biéquivalence de bicatégories.

13.1. L’équivalence locale

Soit ((r, λ), p) : G r−→ H p−→ K. une extension de K par G. L’homomorphisme
r détermine une (G,G)-action sur la catégorie H. Les actions à gauche et à droite
sont respectivement données par les composées tg ◦ r : G−→H−→Eq(H) et td ◦ r :
Gop−→H−→Eq(H). Leur cohérence est obtenue avec la contrainte d’associativité
de H. En fait, on a un 2-foncteur,

Ext(K,G)−→Bicat(Gop,Bicat(G,Cat)). (13.0.1)
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En effet, soit (α, S, γ) : (r, λ, p)−→(r′, λ′, p′) un morphisme d’extensions. Par
l’isomorphisme fonctoriel (monöıdal) α : Sr=⇒r′, le foncteur S : H−→H′ est G-
équivariant pour ces actions. Par exemple pour l’action à gauche, la composante
en un objet X de G de la pseudo-transformation (S, Sg

−) : r ◦ tg−→r′ ◦ tg de
Bicat(G,Cat) définissant l’équivariance de S : Sg

X : S ◦ tg(r(X))=⇒tg(r′(X)) ◦ S,
est donnée par l’isomorphisme naturel :

Sg
X(−) : S(r(X)⊗−) ΦS

−→ S(r(X))⊗ S(−) αX⊗1−→ r′(X)⊗ S(−) .

Ensuite, pour tout objet Y de G, l’isomorphisme naturel fourni par la cohérence
à l’action à droite Sd

Y : S ◦ td(r(Y ))=⇒td(r′(Y )) ◦ S, similaire à celui de l’action
à gauche, donne une G-transformation de foncteurs G-équivariants pour l’action
à gauche, ce qui donne (13.0.1) sur les 1-morphismes. Enfin, un 2-morphisme m :
(α, S, γ)=⇒(α′, S′, γ′) d’extensions de K par G, via la condition α′.(mr) = α vérifiée
par la transformation monöıdale m : S=⇒T , détermine, avec la tranformation m :
S=⇒S′ sous-jacente, une G-transformation : (S, Sg

−)=⇒(S, S′g−) cohérente à l’action
à droite (via la G-transformation induite par m pour l’action à droite), ce qui donne
(13.0.1) sur les 2-morphismes. Il est clair que l’image d’une unité en est une et que
(13.0.1) est strict pour la composition des 1-morphismes.

Pour tout objet θ de Bimon(K,Biequ(G)), la catégorie Ec(θ), intervenant
dans l’extension F (θ) (12.1.30), est à présent munie de deux (G,G)-actions, celle
précédemment définie (13.0.1) que l’on notera par (Ec(θ), tgr, tdr) et celle donnée
par l’homomorphisme obtenu à partir de l’homomorphisme (9.3.3) et oubli de la
fibration,

Bicat(K,Biequ(G))−→Bicat(Gop,Torsg(Kop,G))−→Bicat(Gop,Bicat(G,Cat))op.
(13.0.2)

On note βg : G−→Eq(Ec(θ)) et βd : Gop−→Eq(Ec(θ)) les actions à gauche (9.2.5) et
à droite (9.3.14) sur Ec(θ) ainsi obtenues. On notera globalement par (Ec(θ), βg, βd)
cette (G,G)-action. On a alors :

Lemme 13.1. Ces deux (G,G)-actions sont isomorphes.

Démonstration. On veut établir une équivalence dans Bicat(Gop,Bicat(G,Cat))
qui soit un pseudo-isomorphisme. Pour les actions à gauche, on dispose d’un pseudo-
isomorphisme (i.e. d’un isomorphisme G-équivariant)

(1, ε) : (Ec(θ), tgr)−→(Ec(θ), βg) (13.1.1)

de Bicat(G,Cat) de composante le foncteur identité 1Ec(θ) et dont l’expression
à l’objet X de G est donnée par l’isomorphisme naturel εX : tg(r(X))=⇒βg(X)
d’expression à l’objet (Y,A) de Ec(θ), l’isomorphisme εX(Y,A) de Ec(θ) :

r(X)⊗ (Y, A)
(aa, 1IA) // X [(Ĩ , I)⊗ (Y,A)]

X(Γθ
A(Y ), gA) // X(Y, A).

Les fonctorialités en (Y, A) et X sont claires et les cohérences à l’unité et la com-
position de G sont faciles à obtenir. Pour les actions à droite, on dispose, comme
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pour les actions à gauche, d’un pseudo-isomorphisme,

(1, η) : (Ec(θ), tdr)−→(Ec(θ), βd) (13.1.2)

de Bicat(Gop,Cat). Son expression sur l’objet Z de G est donnée par
l’isomorphisme naturel ηZ donné sur l’objet (Y,A) de Ec(θ) par l’isomorphisme
ηZ(Y, A) :

(Y,A)⊗ r(Z)
(aaΦA, 1IA)−1

// (Y AZ, A)⊗ (Ĩ , I)
(∆(Y AZ), dA)−1

// (Y AZ,A).

Pour tout objet Z de G, on a la commutativité du diagramme de Ec(θ) :

[r(X)(Y, A)]r(Z)
(α, a) //

εX(Y,A)r(Z)

²²

r(X)[(Y, A)r(Z)]

r(X)ηZ(Y,A)

²²
(XY,A)r(Z)

ηZ(XY,A)

²²

r(X)(Y AZ,A)

εX(Y AZ,A)

²²
((XY ) AZ, A)

(i−1
A a, 1A)

// (X(Y AZ), A)

(13.1.3)

Cette commutativité exprime la cohérence gauche-droite des actions précédentes.
L’isomorphisme naturel ηZ est ainsi une modification soit une G-transformation
ηZ : (1, ε) ◦ td(r(Z))=⇒βd((Z)) ◦ (1, ε) de foncteurs G-équivariants pour les actions
à gauche. Enfin, la cohérence de cette dernière au produit dans Gop, montre que la
modification ηZ :

(Ec(θ), tgr)
td(r(Z)) //

(1, ε)

²²

(Ec(θ), tgr)

(1, ε)

²²
(Ec(θ), βg)

βd(Z)
// (Ec(θ), βg)

ηZ

¥¯

est l’expression en Z d’un pseudo-isomorphisme de Bicat(Gop,Bicat(G,Cat)) que
l’on notera par (ε, η)θ : (Ec(θ), tgr, tdr)−→(Ec(θ), βg, βr) dans la suite.

Lemme 13.2. Les 1-morphismes (ε, η)− : (Ec(−), tgr, tdr)−→(Ec(−), βg, βr) sont
les composantes d’un isomorphisme :

Bimon(K,Biequ(G))

⇓

F //

oubli

²²

Ext(K,G)op

(13.0.1)

²²
Bicat(K,Biequ(G))

(13.0.2)
// Bicat(Gop,Bicat(G,Cat))op.

Démonstration. Pour s : θ−→ψ un 1-morphisme de Bimon(K,Biequ(G)), on
note S : Ec(ψ)−→Ec(θ) le foncteur sous-jacent aux foncteurs G-équivariants de
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Bicat(Gop,Bicat(G,Cat)) obtenus avec le précédent diagramme. Il faut Com-
mençer par montrer que le diagramme suivant de Bicat(Gop,Bicat(G,Cat)),

(Ec(ψ), tgr, tdr)
S //

(ε,η)ψ

²²

(Ec(θ), tgr, tdr)

(ε,η)θ

²²
(Ec(ψ), βg, βd)

S
// (Ec(θ), βg, βd)

(13.2.1)

commute. Pour cela, il suffit que les conditions de G-équivariance du foncteur
S pour les actions définies par r et r′ ainsi que la compatiblité aux cohérences
gauche-droite se déduisent de celles données en (9.2.7) pour βg et (9.3.23) pour βd

par post-multiplication de (ε, η). Par exemple, pour les actions à droite et pour
l’essentiel, on obtient le résultat avec le diagramme suivant

Y sA
A(XJ̃sI)χθ(A,I)θdA

ΠG(s)
A,I

(Y,XJ̃)
//

ΦA

²²
I

Y A.(XJ̃)χψ(A,I)sA⊗IθdA

ΦA.

²²
Y sA

AXA(J̃sI)χθ(A,I)θdA

s(A)X //

AMs

²²

Y A.XsA
A(J̃sI)χθ(A,I)θdA

ΠG(s)
A,I

(Y A.X,J̃)
//

AMs

²²

Y A.XA.J̃χψ(A,I)sA⊗IθdA

s(dA)

²²
Y sA

AXAĨχθ(A,I)θdA

s(A)X //

(δθ
A)−1

²²

Y A.XsA
AĨχθ(A,I)θdA

(δθ
A)−1

**VVVVVVVVVVVVVVVVVV
II

Y A.XA.J̃χψ(A,I)ψdA
sA

(δ
ψ
A

)−1

²²
Y sA

AX
Y⊗s(A)X // Y A.XsA.

La commutativité de (I) est obtenue avec la définition ΠG(s) (12.2.22), celle de (II)
avec la cohérence de ΠG(s) aux unités (deuxième diagramme de (12.2.27)). Pour
poursuivre, on vérifie que (13.2.1) est cohérent aux 2-morphismes c’est-à-dire que
pour toute modification m : s−→s′ de Bimon(K,Biequ(G)), le diagramme

(Ec(ψ), tgr, tdr)

S
++

S′
33

⇓ F (m)

(ε,η)ψ

²²

(Ec(θ), tgr, tdr)

(ε,η)θ

²²
(Ec(ψ), βg, βd)

S
++

S′
33

⇓ F (m) (Ec(θ), βg, βd)

(13.2.2)

de Bicat(Gop,Bicat(G,Cat)) commute. Enfin, on obtient de même les conditions
de cohérences aux unités et à la composition des 1-morphismes.

Proposition 13.3. Pour tous objets θ et ψ de Bimon(K, Biequ(G)), le foncteur
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(12.2.3),

F θ,ψ : Bimon(K, Biequ(G))(θ, ψ)−→Ext(K,G)(F (ψ), F (θ)),

est une équivalence.

Démonstration. Par construction F θ,ψ est clairement fidèle. Montrons que ce fonc-
teur est plein. Soit µ : F (s)−→F (s′) un 2-morphisme d’extensions. Par (13.0.1),
la transformation naturelle µ : S−→S′ (où S = F(s)) est G-équivariante pour les
(G,G)-actions sur Ec(ψ) et Ec(θ) respectivement induites par r′ et r. Ensuite, la
composition dans Bicat(Gop,Bicat(G,Cat)) :

(Ec(ψ), βg, βd)
(ε,η)−1

ψ // (Ec(ψ), tgr
′, tdr′)

S
++

S′
33

⇓ µ (Ec(θ), tgr, tdr)
(ε,η)θ // (Ec(θ), βg, βd),

structure µ : S−→S′ en une transformation G-équivariante pour les actions β. Par
ailleurs, puisque pµ = p′, la composante de µ en un objet (X, A) de Ec(ψ) est un A-
morphisme et µ est une K-transformation G-équivariante pour les actions β. Ainsi,
µ : F (s)−→F (s′) est un morphisme de Bicat(Gop,Torsg(Kop,G))(F (ψ), F (θ)). Par
(9.3.3), µ est donc l’image d’un morphisme m : s−→s′ de Bicat(K, Bieq(G))(θ, ψ).
Explicitement, pour un objet (X,A) de Ec(ψ), le diagramme commutatif de Ec(θ) :

S(X,A)

µ(X,A)

²²

ee
S(εX (I,A))

LLLLLLLLLL
= // XS(I,A)99

εX (S(I,A))

ssssssssss

X µ(I,A)

²²

S(r′(X)(I,A))
ΦS //

µ

²²

Sr′(X)S(I,A)
αX //

µµ

²²

r(X)S(I,A)

r(X)µ(I,A)

²²
S′(r′(X)(I,A))

ΦS′
// S′r′(X)S′(I,A))

α′X
// r(X)S′(I,A)

S′(X,A)

yy S′(εX (I,A))

rrrrrrrrrr
=

// XS′(I,A)

%%εX (S′(I,A))

KKKKKKKKKK

donne µ(X,A) = Xµ(I,A) (G a une unité stricte). La composante en A de m :
s−→s′ est donc donnée par l’isomorphisme mA : sA−→s′A de G tel que (s′Ai−1

A ) ◦
mA soit la première composante de µ(I,A). Il reste à montrer que m : s−→s′ est
sous-jacente à un morphisme m : s−→s′ de Bimon(K, Biequ(G))(θ, ψ) (12.2.15-
12.2.16), tel que F (m) = µ. La condition (12.2.15) de cohérence aux produits,
est obtenue en utilisant la cohérence de µ aux contraintes de comparaison de S et
S′. Cela dit, puisque (6.3.2) est localement un isomorphisme, µ est l’image par
(6.3.2) d’un morphisme G(s)−→G(s′) de Bimonl(Kop,Cat)(G(ψ), G(θ)) défini à
partir du morphisme G(m) : G(s)−→G(s′) de Bicat(Kop,Cat)(G(ψ), G(θ)) donné
par (12.2.28). En particulier, la cohérence au produit de µ équivaut à celle de G(m)
(12.2.30). A l’objet (I, I) de GA × GB , on obtient avec (12.2.30) la commutativité
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du diagramme de G :

sA
AsBχθ(A, B) oo

Πs
A,B

mA
AmB 1

²²

χψ(A,B)sA⊗B

1 mA⊗B

²²
s′A

As′Bχθ(A, B) oo
Πs′

A,B

χψ(A,B)s′A⊗B

qui est aussi suffisante pour obtenir la condition de cohérence (12.2.15) cherchée.
La condition (12.2.16) de cohérence aux unités est obtenue de façon similaire en
utilisant celle de µ.

Montrons à présent l’essentiellement surjectivité. Par la biéquivalence (11.5.1),
il suffit de montrer qu’un morphisme d’extensions fibrées, (α,L) : F (ψ)−→F (θ)

Ec(ψ)

L

²²

p′

))SSSSSSSSSSSS

G
r′

55kkkkkkkkkkkk

r

α ⇓

))SSSSSSSSSSSS K

Ec(θ)

p

55kkkkkkkkkkkk

(13.3.1)

est dans l’image essentielle de F θ,ψ. Cette preuve s’obtient comme précédem-
ment en considérant le caractère G-équivariant du foncteur L sous-jacent au
K-homomorphisme L. Par (13.0.1), le foncteur L : Ec(ψ)−→Ec(θ) est G-
équivariant pour les (G,G)-actions induites par r′ et r. La composition dans
Bicat(Gop,Bicat(G,Cat))

(Ec(ψ), βg, βd)
(ε,η)−1

ψ // (Ec(ψ), tgr
′, tdr′)

L // (Ec(θ), tgr, tdr)
(ε,η)θ // (Ec(θ), βg, βd),

rend L G-équivariant pour les actions β. Avec (9.3.3), L est donc isomorphe à
l’image par F d’un objet

s : θ−→ψ de Bicat(K, Biequ(G))(θ, ψ). (13.3.2)

On dispose donc d’un K-morphisme G-équivariant pour les actions β : F (s) =
S (noté Es en (9.3.22-9.3.23)) et d’une K-transformation G-équivariante pour les
actions β, µ : L=⇒S :

Ec(ψ)

S

»»

L

§§

p′

''PPPPPPPPPPPP

µ⇐ K .

Ec(θ)

p

77nnnnnnnnnnnnn

L’isomorphisme naturel µ permet de munir le foncteur S d’une structure monöıdale
S = (S,ΦS) pour laquelle µ devient une transformation monöıdale. Puisque µ est
une K-transformation et L un K-homomorphisme, les images par p des diagrammes
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de Ec(θ) :

L((X,A)(Y,B))
ΦL //

µ

²²

L(X,A)L(Y,B)

µµ

²²

L(J̃,I)
Φo

%%LLLL

µ

²²

(Ĩ,I)

S((X,A)(Y,B))
ΦS // S(X,A)S(Y,B) S(J̃,I)

Φo

99rrrr

montrent que ΦS((X, A)(Y, B)) et ΦSo sont respectivement un AB-morphisme et un
I-morphisme. S est ainsi un K-homomorphisme. Ensuite, le collage dans grCat
: α(µ−1.1) : Sr′=⇒Lr′=⇒r, donne un isomorphisme naturel ζ : Sr′=⇒r, qui
détermine un morphisme d’extensions fibrées isomorphe, via µ, au morphisme (α,L)
:

Ec(ψ)

S

ºº

L

¨¨

0
*

Â

·
±

p′

((QQQQQQQQQQQQ

µ⇐G

r′
66nnnnnnnnnnnn

r ((PPPPPPPPPPPPP ⇓ζ ⇓α K.

Ec(θ)

p

66mmmmmmmmmmmm

(13.3.3)

µ est à présent un 2-morphisme d’extension et est donc avec (13.0.1) une transfor-
mation (G,G)-équivariante pour les actions données par r et r′.

Pour terminer, montrons que le morphisme s : θ−→ψ de Bicat(K,Bieq(G))
défini en (13.3.2) est sous-jacent à un morphisme s = (s,Πs,Ms) : θ−→ψ de
Bimon(K,Bieq

u
(G)), dont l’image par F est le morphisme d’extension (ζ,S). On

obtiendra ce résultat au lemme (13.7). Puisque (6.3.2) est localement un isomor-
phisme, le K-homomorphisme S est l’image par (6.3.2) d’un morphisme

S = (G(s), ΠS ,MS) : G(ψ)−→G(θ) (13.3.4)

de Bimonl(Kop,Cat). Comme en (12.2.17), le morphisme G(s) de Bicat(Kop,Cat)
est obtenu avec (9.3.21) par oubli des actions. Comme en (6.2.2) pour le cas cofibré,
les contraintes de comparaison et d’unité de S sont définies via les modifications :

ΠS : T θ.(G(s)×G(s))=⇒(G(s)⊗).Tψ et MS : (G(s).I).ιG(ψ)=⇒ιG(θ).

Rappelons que la composante en (X, Y ) de l’isomorphisme naturel ΠS
A,B ,

ΠS
A,B(X, Y ) : ((XsA) A(Y sB))χθ(A,B)−→((X A.Y )χψ(A,B))sA⊗B ,

donne avec l’isomorphisme de Ec(θ) :

ΦS((X, A), (Y,B) = ((1 i−1
A⊗B) ◦ (ΠS

A,B(X, Y ))−1, 1A⊗B), (13.3.5)

la contrainte de comparaison de S en ((X, A), (Y, B)). L’isomorphisme M :
J̃sI−→Ĩ, unique composante de la modification MS , donne la contrainte d’unité de
S :

ΦSo = ((1 i−1
i ) ◦M, 1I) : (J̃sI , I)−→(Ĩ , I) . (13.3.6)
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Lemme 13.4. La famille d’isomorphismes, (A,B) objet de K ×K,

Πs
A,B := ΠS

A,B(I, I) : (sA
AsB)χθ(A,B)−→χψ(A,B)sA⊗B

représente les composantes d’une modification inversible : Πs : χψ.(s⊗)=⇒(s⊗s).χθ

de Bicat(K × K,Biequ(G)) (voir 12.2.5). De plus, la modification ΠG(s) définie
par Πs avec (12.2.18) et la modification ΠS donnée par (13.3.4) sont égales.

Démonstration. Les pseudo-isomorphismes ε (13.1.1), η (13.1.2) et la cohérence
de S aux actions via ε et η, donnent la commutativité de diagramme de Ec(θ) (le
symbole ≈ est utilisé pour signifier la cohérence de S aux actions) :

S((X,A)(Y,B))
ΦS // S(X,A)S(Y,B)

≈ // S(X,A)[Y S(I,B)]

S[(X,A)(r′(Y )(I,B))]
ΦS//

∼

²²

S(εY (I,B))

OO

S(X,A)S(r′(Y )(I,A))
ΦS//

S(εY (I,B))

OO

S(X,A)(Sr′(Y )S(I,A))
ζY //

∼

²²

S(X,A)(r(Y )S(I,B))

∼

²²

εY (S(I,A))

OO

S[((X,A)r′(Y ))(I,B)]
ΦS

//

S(ηY (X,A))

²²

S((X,A)r′(Y ))S(I,B)
ΦS

//

S(ηY (X,A))

²²

(S(X,A)Sr′(Y ))S(I,A))
ζY

// S(X,A)r(Y ))S(I,B)

ηY (S(X,A))

²²
S((XA.Y ,A)(I,B))

ΦS
// S(XA.Y ,A)S(I,B) ≈

// [(S(X,A))Y ]S(I,B)

dont le parcours extérieur est le diagramme commutatif (les contraintes d’unité iAB

ainsi que les contraintes d’associativité relatives à G sont omises) :

S((X,A)(Y,B))
ΦS //

=

²²

S(X,A)S(Y,B)
= // (((XsA)A(Y sB))χθ(A,B), AB)

(φA, 1AB)

²²
S((XA.Y ,A)(I,B))

ΦS
// S(XA.Y ,A)S(I,B)

(s(A)−1
Y

, 1AB)

// ([((XsA)AY )AsB ]χθ(A,B), AB).

En explicitant les morphismes ΦS intervenant dans le diagramme précédent, on
obtient, pour tous objets (A,B) de K×K et (X, Y ) de G ×G, la commutativité du
diagramme de G (voir aussi (12.2.22) p. 508) :

[(XsA)A(Y sB)]χθ(A,B)
ΠS

A,B(X,Y )
//

ΦA

²²

[(XA.Y )χψ(A, B)]sA⊗B

XsA
AY AsBχθ(A,B)

s(A)Y

// XA.Y sA
AsBχθ(A,B) .

(Πs
A,B)−1

OO
(13.4.1)
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Par ailleurs, le diagramme commutatif de Ec(θ),

S[((I,A)(I,B))X ] //______
OO

S[ηX ((I,A)(I,B))]

S((I,A)(B.X,B))
ΦS // S(I,A)S(B.X,B)

S[((I,A)(I,B))r′(X)]
∼ //

1ΦS

²²

S[(I,A)((I,B)r′(X))]
ΦS //

S[1ηX (I,B)]

OO

S(I,A)S((I,B)r′(X))

ΦS

²²

1S(ηX (I,B))

OO

S((I,A)(I,B))Sr′(X)
ΦS

//

1ζX

²²

(S(I,A)S(I,B))Sr′(X) ∼
//

1ζX

²²

S(I,A)(S(I,B)Sr′(X))

1ζX

²²
S((I,A)(I,B))r(X)

ΦS
//

1ηX

²²

(S(I,A)S(I,B))r(X) ∼
//

1ηX

²²

S(I,A)(S(I,B)r(X))

1ηX

²²
[S((I,A)(I,B))]X

[ΦS ]X
// [S(I,A)S(I,B)]X //_______ S(I,A)[S(I,B)]X

donne en utilisant la cohérence de S aux deux (G,G)-actions, le diagramme com-
mutatif de Ec(θ) :

((χψ(A,B)(AB).X)sAB , AB)
(χ

ψ
X

, 1AB)
// (A.(B.X)χψ(A,B)sAB , AB)

ΦS // (sA
A(B.XsB)χθ(A,B), AB)

((χψ(A,B)sAB)ABX, AB)
[ΦS ]X

//

(s(AB)X , 1AB)

OO

(sA
AsBχθ(A,B)ABX, AB)

((ΦA)−1χX , 1AB)

// (sA
A(sB

BX)χθ(A,B), AB) .

(s(B)X , 1AB)

OO

Enfin, par la commutativité de (13.4.1) et en explicitant les morphismes ΦS et [ΦS ]X

intervenant dans ce dernier diagramme, on obtient la commutativité du diagramme
de G (voir (12.2.10)) :

χψ(A,B)sA⊗B
ABX

s(A⊗B)X //

Πs
A,B

²²

χψ(A,B)(AB).XsA⊗B

χ
ψ
X // A.(B.X)χψ(A,B)sA⊗B

Πs
A,B

²²
sA

AsBχθ(A,B)ABX
χθ

X

// sA
AsB

A(BX)χθ(A,B)
(s(A)⊗s(B))X

// A.(B.X)(sA
AsB)χθ(A,B).

(13.4.2)
pour tous objets (A,B) de K ×K et X de G.
Terminons la démonstration du lemme (13.4). Le diagramme (13.4.2) montre que
l’on a une famille de modifications de Bieq(G) : Πs

A,B , (A,B) objet de K × K
(voir 12.2.9). Le diagramme (13.4.1) définit ΠS

A,B comme en (12.2.20 p. 508 ) et
la cohérence de ΠS

A,B équivaut donc à celle de Πs
A,B (une preuve rapide pour la

cohérence de Πs
A,B consiste à utiliser celle de ΠS

A,B exprimée à l’objet (I, I)). Enfin,

il est clair avec (13.4.2) et (13.4.1) que ΠS
A,B = ΠG(s)

A,B .

Lemme 13.5. L’isomorphisme M = J̃sI−→Ĩ donné par la modification MS

est la composante d’une modification inversible : Ms : ιψ.(s ◦ I)=⇒ιθ de
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Bicat(1l,Biequ(G)) (voir (12.2.6), (12.2.12) et (12.2.13)). La modification MG(s)

définie avec (12.2.19) et la modification MS donnée par (13.3.4) sont égales.

Démonstration. Il suffit d’établir la commutativité du diagramme (12.2.13). En
utilisant (13.3.6), cette commutativité est obtenue à partir du diagramme commu-
tatif de Ec(θ),

≈

// [S(J̃,I)]X
ΦX

o // (Ĩ,I)X I //_____ X(Ĩ,I) X [S(J̃,I)]
XΦooo oo

≈

S(J̃,I)r(X)
Φo 1 //

ηX

OO

(Ĩ,I)r(X)
(∆,d)(Γ,g) //

ηX

OO

r(X)(Ĩ,I)

εX

OO

r(X)S(J̃,I)
1 Φooo

εX

OO

S(J̃,I)Sr′(X)
Φo 1 //

ζX

OO

(Ĩ,I)Sr′(X)
(∆,d)(Γ,g)//

ζX

OO

Sr′(X)(Ĩ,I)

ζX

OO

Sr′(X)S(J̃,I)
1 Φooo

ζX

OO

S[(J̃,I)r′(X)]
S(Γ,g) //

ΦS

OO

Sr′(X)

²²
(Γ,g)

Sr′(X)

(∆,d)

OO

S(∆,d) // S[r′(X)(J̃,I)]

ΦS

OO

S[(J̃,I)X ]
I //____________________

²²
S(ηX )

S[X(J̃,I)]

²²
S(εX )

la suite est laissée au lecteur

Lemme 13.6. Les modifications Πs (13.4) et Ms (13.5) sont cohérentes aux sens
de (12.2.7)-(12.2.8) et définissent ainsi un morphisme s = (s, Πs, Ms) : θ−→ψ de
Bimon(K,Bieq

u
(G)). De plus, le morphisme G(s) que s définit avec (12.2.19) et

le morphisme S donné par (13.3.4) sont égaux.

Démonstration. Les conditions de cohérences (12.2.7) et (12.2.8) (voir aussi
(12.2.14)) sont respectivement dues à la cohérence à l’associativité de la contrainte
de comparaison (13.3.5) et à la cohérence de la contrainte d’unité (13.3.6) de S. Cela
dit, par (13.3.4) la cohérence des contraintes de S est donnée par celle des modifi-
cations ΠS et MS c’est-à-dire des modifications ΠG(s) et MG(s) par les lemmes
(13.4) et (13.5). La cohérence à l’associativité de ΠG(s) (12.2.26) donne pour
X = Y = Z = I le diagramme (12.2.14), exprimant la cohérence à l’associativité
de Πs (12.2.7). De même (12.2.27) donne pour X = I la cohérence de Ms et Πs

aux unités (12.2.8). Il est clair que le morphisme G(s) image de s = (s, Πs,Ms) par
(12.2.19) est le morphisme S donné par (13.3.4).

Lemme 13.7. Le morphisme d’extension (ζ,S) (13.3.3) est l’image par F du mor-
phisme s = (s,Πs,Ms) donné par (13.6).

Démonstration. Par (13.3.4) et (13.6), S est l’image par (6.3.2) du morphisme
G(s) = (G(s), ΠG(s),MG(s)), ce qui donne (12.2.32). Il reste donc à montrer que
ζ : Sr′=⇒r est de la forme (12.2.34). Ce dernier résultat est obtenu avec la com-
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mutativité du diagramme de Ec(θ) :

S(X(J̃,I))ff
S(εX (J̃,I))

LLLLLLLLLL
≈ // XS(J̃,I)::

εX (S(J̃,I))

ttttttttt

XΦSo

²²

S(r′(X)(J̃,I))
ΦS // Sr′(X)S(J̃,I)

ζX //

1ΦSo
²²

r(X)S(J̃,I)

r(X)ΦSo
²²

S(r′(X))
(∆,d)

//

I S(∆,d)

OO

Sr′(X)(Ĩ,I)
ζX

//

II

r(X)(Ĩ,I)

Sr′(X)

rrrrrrrrrr

rrrrrrrrrr
ζX

// X(Ĩ,I) ,

$$εX (Ĩ,I)

JJJJJJJJJ

X objet de G. Les commutativités de (I) et (II) s’obtiennent en utilisant la définition
des morphismes (∆, d) et εX . Ce qui termine la démonstration de l’essentielle
surjectivité et de l’équivalence locale (13.3).

13.2. La biessentielle surjectivité

Proposition 13.8. L’homomorphisme F : Bimon(K,Biequ(G))−→Ext(K,G)op

de (12.0.1) est biessentiellement surjectif .

Nous avons vu en (11.5.1) qu’une extension quelconque ((r, λ), p) est équivalente
à une extension fibrée (11.2.3)

H

S

²²

p

))TTTTTTTTTTTT

G
r

55kkkkkkkkkkkk

s
α ⇓

))SSSSSSSSSSSS K ,

Ep

π

55kkkkkkkkkkkk

(13.8.1)

dont les fibres strictes sont les fibres homotopiques de l’extension ((r, λ), p). Il suffit
donc de montrer que cette extension fibrée (s, π) est dans l’image biessentielle de
F .

Proposition 13.9. Une extension ((r, λ), p) détermine avec les fibres homotopiques
de p une K-fibration en Gop-bitorseurs dont l’image par (9.3.2) admet pour fibration
sous-jacente celle obtenue avec l’extension (s, π).

Démonstration. Rappelons que le morphisme s est la composée G q−→ N(p) i−→ Ep

où q = (r, λ) et que la fibration monöıdale π : Ep−→K provient du pseudo-foncteur
monöıdal Gp défini sur Kop par (11.5.2). Pour chaque objet A de K, le G-torseur à
gauche associé à la fibre homotopique H(A) de p au dessus de A,

αA : G−→Eq(H(A)), (13.9.1)

est défini en un objet X de G par l’équivalence : X(−) : H(A)
tgq(X)−→ H(I⊗A)

FgA−→
H(A), où tg est la translation à gauche dans Ep. Pour un objet (Y, f) de H(A), on
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a donc X(Y, f) = (r(X)Y, λX ∗ f) où λX ∗ f = p(r(X)Y ) Φp

−→ pr(X) ⊗ p(Y )
λXf−→

I⊗A
gA−→ A. Avec le pseudo-foncteur monöıdal Gp (11.5.2), cette action correspond

au foncteur :

G×H(A)
q×1−→ H(I)×H(A)

TI,A−→ H(I⊗A)

FgA−→ H(A).

La contraintes d’unité de cette action est obtenue avec les collages dans Cat :

G×H(A)
q×1 //

⇓ Φq
o

H(I)×H(A)
TI,A //

⇓ GA

H(IA)

FgA

²²
I×H(A)

OO

= // I×H(A)

OO

∼ // H(A).

De même, la contrainte de comparaison est obtenue avec le collage :

G×G×H(A)
q×q×1 //

⊗×1

²²

⇑ Φd×1

H(I)×H(I)×H(A)

1×TI,A //

TI,I×1

²²
⇑ αI,I,A

H(I)×H(IA)
1×Fg //

TI,IA

²²

H(I)×H(A)

TI,A

²²
H(II)×H(A)

TII,A //

Fg×1

²²

H((II)A)
Fa //

Fg1

²²

H(I(IA))

F1×g //

Fg

²²

H(IA)

Fg

²²
G×H(A)

q×1 // H(I)×H(A)

TI,A // H(IA) H(IA)
Fg // H(A).

Cette contrainte exprimée aux objets (X, Y ) de G×G et (Z, f) de H(A), correspond
à l’isomorphisme de H(A) : a ◦ Φr : (Y X)(Z, f)−→Y (X(Z, f)). Par (11.3), le choix
pour chaque objet A de K d’un objet rA = (σA, λA) de H(A) définit une équivalence,

OA : G−→H(A), X 7→ XrA, (13.9.2)

et (H(A), αA) est ainsi un G-torseur à gauche. L’action à droite sur ce G-torseur,

βA : Gop−→EqG(αA), (13.9.3)

est défini en un objet Z de G par l’équivalence équivariante pour l’action à gauche,

(−)Z : H(A)
tdq(Z)−→ H(A⊗I)

F
d
−1
A−→ H(A).

où td est la translation à droite dans Ep. L’équivariance pour l’action à gauche, en
d’autres termes la cohérence gauche-droite, est obtenue avec le collage dans Cat :

G×H(A)×G
q×1×q //

1×β

²²

H(I)×H(A)×H(I)

TI,A×1 //

1×TA,I

²²
⇓ αI,A,I

H(IA)×H(I)
Fg×1 //

TIA,I

²²

H(A)×H(I)

TA,I

²²
H(I)×H(AI)

TI,AI //

1×F
d
−1
A

²²

H(I(AI))

F
1d
−1
A

²²

H((IA)I)
Faoo

Fg×1 //

F
d
−1
IA

²²

H(AI)

F
d
−1
A

²²
G×H(A)

q×1
// H(I)×H(A)

TI,A

// H(IA) H(IA)
Fg

// H(A)
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Les contraintes de β sont définies de la même façon que celles de l’action à gauche.
Enfin, pour chaque objet A de K, (H(A), αA, βA) est un bitorseur puisque le fonc-
teur O′A : G−→H(A), Z 7→ rA

Z est une équivalence. La structure de K-fibration
en bitorseurs est facile à obtenir. En effet, pour tout morphisme f : A−→B
de K, le foncteur Ff−1 : H(B)−→H(A) (11.5.2) est strictement équivariant pour
les deux actions puisque que l’on a pour tout objet X de G Ff−1 ◦ αB(X) =
αA(X) ◦ Ff−1 et Ff−1 ◦ βB(X) = βA(X) ◦ Ff−1 . De même les contraintes strictes
Fgf = FgFf et F1 = 1 sont clairement G-équivariantes. On dispose donc d’une
K-fibration en Gop-bitorseurs c’est-à-dire d’un objet, ici homomorphisme strict, de
Bicat(Kop, Bitors(Gop)). Enfin, il est clair que l’image de cet objet par (9.3.2)
admet pour fibration sous-jacente celle obtenue avec l’extension (s, π) : Ep

π−→ K

La construction qui vient d’être donnée est fonctorielle, en poursuivant on mon-
tre que l’on dispose d’un homomorphisme (à comparer ce avec (13.0.1) où seul
l’homomorphisme r était utilisé):

Ext(K,G)−→Bicat(Kop, Bitors(Gop)). (13.9.4)

Proposition 13.10. Modulo le choix, pour chaque objet A de K, d’un objet
rA = (σA, λA) de H(A) et d’une G-équivalence quasi inverse O∗A de la G-équivalence
(13.9.2), une extension ((r, λ), p) détermine un objet de Bicat(K,Bieq(G)) dont
l’image par (9.3.3) admet une fibration sous-jacente équivalente à celle obtenue
avec l’extension (s, π) de (13.8.1).

Démonstration. Par la proposition (13.9) et la biéquivalence (9.3.1), ce résultat est
immédiat puisque de tels choix pour chaque objet de Bitors(Gop) détermine une
biéquivalence quasi-inverse de (8.4) et donc de (9.3.1).

Explicitons cette proposition. Comme en (8.2.1)-(8.2.3) pour les torseurs à
droite, de tels choix déterminent une famille de biéquivalences de G (8.2.6),

(θ(A), ΦA) : G−→G, Z 7→ AZ; A objet de K, (13.10.1)

où AZ := O∗
A((rA)Z). La contrainte de comparaison ΦA est obtenue à partir de la G-

transformation η : 1H(A)=⇒OAO∗A d’expression en (rA)Z l’isomorphisme fonctoriel
en Z :

(rA)Z ηZ−→ AZ(rA). (13.10.2)

Cette contrainte est définie aux objets X et Y de G par l’unique isomorphisme de
G défini par la composition dans H(A)

(rA)(XY )
ηXY //

Φβ

²²

A(XY )rA

ΦA(X,Y )rA

²²Â
Â
Â

((rA)X)Y

(ηX )Y

// (AXrA)Y
∼

// AX((rA)Y )
AX (ηY )

// AX(
AY rA)

(Φα)−1
// (AX AY )rA.

(13.10.3)
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Comme en (8.2.7), on dispose d’une famille d’équivalences de Bicat(Gop,Torsg(G))

OA : Td ◦ θ(A)=⇒βA A objet de K, (13.10.4)

(notée aussi OA : (Gtr, θ(A))=⇒(H(A), αA, βA) dans la suite), de composante la
G-équivalence (13.9.2) et d’expression pour un objet Z de G, la G-transformation

OZ : OA ◦ td(AZ)=⇒βA(Z) ◦OA (13.10.5)

où pour un objet X de G , OZ(X) : X AZrA ≈ X(
AZrA)

X(ηZ)−1

−→ X(rA
Z) ≈

(XrA)Z .

Ensuite, pour un morphisme f : A−→B de K, l’objet de G
θf = O∗A(Ff−1(rB)) (13.10.6)

et l’isomorphisme de H(A)

Ff−1(rB)
ηf−→ θf (rA) (13.10.7)

donné par la G-transformation η : 1H(A)=⇒OAO∗
A exprimée en Ff−1(rB), donnent

une modification de Torsg(G)

G td(θf ) //

OB

²²

⇓ Of

G

OA

²²
H(B)

Ff−1

// H(A) ,

(13.10.8)

où, Of (X) : Xθf (rA) ≈ X(θf (rA))
X(ηf )−1

−→ X(Ff−1(rB)) = Ff−1(XrB).
Pour deux morphismes f : A−→B et g : B−→C de K, l’unique isomorphisme de G,

Cf,g : θgf−→θgθf , (13.10.9)

donné par la composition dans H(A)

F(gf)−1 (rC)
ηgf //

F
f−1 (ηg)

²²

θgf (rA)

Cf,g (rA)

²²Â
Â
Â

Ff−1 (θg (rB))
= // θg (Ff−1 (rB))

θg (ηf )
// θg (θf (rB))

∼ // (θgθf )(rA) ,

définit les contraintes de comparaison (9.2.2) d’un objet θ de Bicat(K,G). L’image
de cet objet par (9.2.1) donne une K-fibration G-torseurs. Enfin, La modification
(13.10.8) est la composante en f d’une équivalence (notée par ces composantes)

O− : G−→H− de Bicat(Kop,Torsg(G)) (13.10.10)

entre cette dernière K-fibration en G-torseurs et celle définie par l’extension (s, π).
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Lemme 13.11. Avec un choix approprié des G-équivalences quasi-inverse O∗A, les
équivalences θ(A) ainsi que l’objet θ de Bicat(K,G) qui vient d’être défini peuvent
être rendus stricts sur les unités. Enfin, on peut aussi obtenir θ(I) = 1G.

Démonstration. On note ΦαA
0 : αA(I)=⇒1H(A) et ΦβA

0 : βA(I)=⇒1Tors(αA) les con-
traintes d’unité relatives aux actions αA et βA. Le choix ΦαA

0 (rA) ◦ ηI = ΦβA

0 (rA)
(13.10.2) donne AI = O∗A((rA)I) = I (13.10.1) ainsi qu’une gr-équivalence θ(A)
stricte sur les unités. Le choix η1A

= (ΦαA
0 (rA))−1 (13.10.7) donne θ1A

= O∗
A(rA)) =

I (13.10.6) ainsi qu’une contrainte d’unité stricte pour l’homomorphisme θ : K−→G
(9.2.2). Enfin, on choisit rI = (I,Φp

o), les morphismes de H(I) donnés par les
contraintes d’unité de H : gr(X) : (rI)X−→q(X) et dr(X) : q(X)−→X(rI) per-
mettent de choisir pour tout objet X de G distinct de I : ηX = dr(X) ◦ gr(X) :
(rI)X−→X(rI); on obtient alors θ(I) = (1G , 1) = 1G .

Poursuivons l’explicitation de (13.10). Soit f : A−→B un morphisme de K,
pour un objet Z de G le diagramme de H(A) (les cohérences gauche-droite sont
omises)

(Ff−1(rB))Z
(ηf )Z

//

=

²²

θf (rA)Z
θf (ηZ) // θf

AZ(rA)

θ(f)Z (rA)

²²Â
Â
Â

Ff−1((rB)Z)
Ff−1 (ηZ)

// BZ(Ff−1(rA))
BZηf // BZθf (rA)

définit une famille d’isomorphismes de G, θ(f)Z : θf
AZ−→BZθf , naturels en Z.

Celle-ci est cohérente dans G (9.3.7)-(9.3.8). On obtient ainsi une famille de pseudo-
équivalences de Bieq(G) (9.3.5),

θ(f) : θ(A)−→θ(B), f : A−→B morphisme de K, (13.11.1)

cohérentes dans K (9.3.10) via les contraintes définies par les isomorphismes
(13.10.9). Ceci termine la définition de l’objet de Bicat(K,Bieq(G)) de la
précédente proposition. Pour les choix du lemme (13.11), cet objet est alors un
homomorphisme

(θ, C, 1) de Bicat(K,Biequ(G)) (13.11.2)

pour lequel θ(I) = 1G . Pour finir, indiquons que la G-transformation (13.10.8) est,
pour un morphisme f fixé,la composante d’une (G,G)-transformation c’est-à-dire
d’une modification de Bicat(Gop,Torsg(G)) d’expression en Z le cube de Torsg(G)
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G

OB

²²

td(BZ) //

td(θf )

{{wwwwwwwwww
t(θ(f)−1

Z
)

⇐=

G

td(θf )zzuuuuu
uu

uu
uu

OB

²²

G

OA

²²

td(AZ) // G

OA

²²

H(B)

Ff−1
||xxxxxxxx

β(Z) // H(B) .

Ff−1
{{www

ww
ww

ww

H(A)
βA(Z)

// H(A)

OZ

ª´

OZ

©³
Of

·¿
Of

¹Á

(13.11.3)

La cohérence à la composition dans K de ces modifications implique que ce cube
est l’expression en f d’une équivalence de Bicat(Kop, Bitors(Gop)) (notée par ces
composantes et comme en (13.10.10) par abus)

O− : G−→H− de Bicat(Kop,Bitors(Gop)) (13.11.4)

de composante aux objets les équivalences définies en (13.10.4). L’image par (9.3.2)
de cette équivalence est une K-équivalence équivariante pour les actions

Ec(θ)

O

²²

p

))TTTTTTTTTTTT

K.

Ep

π

55jjjjjjjjjjjjj

(13.11.5)

Proposition 13.12. L’objet (θ, C, 1) de Bicat(K,Biequ(G)) défini en (13.11.2)
est sous-jacent à un objet θ de Bimon(K,Biequ(G)) dont l’image F (θ) par (13.8)
est équivalente dans Ext(K,G) à l’extension (s, π) de (13.8.1).

Démonstration. On fait les choix du lemme (13.11). La preuve de cette proposition
se déroule comme suit. On dispose de l’équivalence de Bicat(Kop, Cat)

O : G(θ)−→Gp (13.12.1)

déduite de l’équivalence (13.11.4) de Bicat(Kop, Bitors(Gop)) par oubli des actions.
Le pseudo-foncteur G(θ) est défini comme en PS1 (p. 496) et le pseudo-foncteur Gp

est obtenu de Gp (11.5.2 p. 488) par oubli de la structure monöıdale. Par le lemme
(5.7, p. 460), on `̀ transporté´ sur G le pseudo-foncteur monöıdal Gp. On obtient
ainsi un pseudo-foncteur monöıdal G(θ) et une équivalence dans Bimonl(Kop, Cat)

(O, Π,M) : G(θ)−→Gp. (13.12.2)

Par la G-équivariance des équivalences O− : G−→H(−) (13.11.4), le pseudo-
foncteur monöıdal G(θ) sera en fait l’image par (12.0.2 p. 489) d’un objet θ
de Bimon(Kop, Biequ(G)). Enfin, l’équivalence des pseudo-foncteurs (O, Π,M)
précédente donnera l’équivalence dans Ext(K,G) cherchée.
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Explicitons cette preuve. Pour commencer, il faut remarquer la K-fibration
monöıdale π de (13.8.1) ou si l’on préfère le pseudo-foncteur monöıdal Gp (11.5.2
p. 488) est cohérent aux actions. Plus précisésent, pour (A,B) un objet de K×K
et pour tous objets (u, v) de H(A)×H(B) et X de G, les isomorphismes de H(AB)

a− : (TA,B(u, v))X −→ TA,B(u, vX), a−1
− : TA,B(u, Xv) −→ TA,B(uX , v),

a− : TA,B(Xu, v) −→ XTA,B(u, v).

sont naturels en u, v et X et cohérents, ce dernier point exprimant par exemple,
pour le premier isomorphisme la commutativité des diagrammes suivants :

(TA,B(u, v))(XY )

∼
²²

∼ // TA,B(u, v(XY ))

∼
²²

((TA,B(u, v)X)Y ) ∼ // (TA,B(u, vX))Y ∼ // TA,B(u, (vX)Y )

(13.12.3)

(TA,B(u, v))I

∼
''PPPPPPPPPPP

∼ // TA,B(u, vI)

∼
wwooooooooooo

(TA,B(u, v))

Lemme 13.13. Soient (A, B) un objet de K×K et X un objet de G. La famille
d’isomorphismes TX de H(AB) définie via les isomorphismes ηX de (13.10.2) par
la composition dans H(AB)

(TA,B(rA, rB))X
TX //_______________________

∼

²²

A(BX)TA,B(rA, rB)

TA,B(rA, (rB)X)
TA,B(1,ηX )

// TA,B(rA,
BXrB)

∼ // TA,B((rA)
BX , rB)

TA,B(ηBX
,1)
// TA,B(

A(BX)rA, rB)

∼

OO

est naturelle en X et cohérente à la structure monöıdale de G. De plus, l’objet de G
χ(A,B) := O∗

(AB)(TA,B(rA, rB))

et la famille d’isomorphismes de G
χX : χ(A, B) ABX−→A(BX)χ(A,B), X objet de G, (13.13.1)

défine par la composée dans H(AB), via la G-transformation
η : 1H(AB)=⇒O(AB)O

∗
(AB) exprimée en TA,B(rA, rB), ηA,B :
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TA,B(rA, rB)−→χ(A,B)rAB,

(TA,B(rA, rB))X
(ηA,B)X

//

TX

²²

(χ(A,B)rAB)X
(OX)−1

// (χ(A,B)ABX)r(AB)

χX r(AB)

²²Â
Â
Â

A(BX)TA,B(rA, rB)
A(BX)(ηA,B) // A(BX)(χ(A,B)rAB)

∼ // (A(BX)χ(A,B))rAB ,

définissent une pseudo-équivalence de Biequ(G) (voir 12.1.1 et 12.1.2)

χ(A,B) : θ(A⊗B)−→θ(A)⊗ θ(B) .

Démonstration. La naturalité en X de la famille TX est claire; les cohérences
à l’unité et au produit dans G sont laissé au lecteur. Montrons que la famille
d’isomorphismes χX est cohérente au produit et à l’unité de G. Pour la cohérence
à l’unité, on obtient χI = 1χ(A,B) ce qui suffit puisque G à une unité stricte. Pour
la cohérence au produit, on part du diagramme exprimant la cohérence au produit
dans G des morphismes TX , soit (on note −⊗− pour TA,B(−,−))

(rA⊗rB)XY

Φβ

²²

TXY // A(B(XY ))(rA⊗rB)

Φα(ΦA∗ΦB)

²²
((rA⊗rB)X)Y

(TX )Y

// (A(BX)(rA⊗rB))Y
∼ // A(BX)((rA⊗rB)Y )

A(BX)(TY )// A(BX)(
A(BY )(rA⊗rB)) .

Sur les morphisme TXY , (TX)Y et
A(BX)TY , on colle les diagrammes correspondant

à la définition des morphismes χXY , (χX)Y et
A(BX)(χY ). On aboutit à la commu-

tativité du diagramme suivant de H(AB) (les contraintes d’associativité relatives à
G sont omises)

(χ(A,B)AB(XY ))rAB

χXY rAB //

OXY ²²

(A(B(XY ))χ(A,B))rAB

φB
rAB

²²

(χ(A,B)rAB)XY

φβ

²²
((χ(A,B)rAB)X)Y

(OX )Y

²²

(A(BXBY ))χ(A,B))rAB

φA
rAB

²²

((χ(A,B)ABX)rAB)Y

(OY )
²²

(χ(A,B)ABXABY )rAB

χX 1rAB // A(BX)χ(A,B)ABY rAB

1 χY rAB // A(BX)A(BY )χ(A,B)rAB .

Compte tenu de la cohérence des morphismes OX (13.10.5), le côté gauche de ce
dernier diagramme est le morphisme 1φAB(X,Y )rAB et on obtient ainsi la condition
de cohérence au produit.
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Notation 13.14. Soit (X,Y ) un objet de G×G, on note ΠA,B(X, Y ) l’isomorphisme
de H(AB) naturel en (X,Y ), défini par la composée dans H(AB):

((XAY )χ(A,B))rAB

ΠA,B(X,Y )
²²Â

Â
(XAY )(χ(A,B)rAB)

∼oo (XAY )TA,B(rA, rB)
(XAY )(ηA,B)oo

TA,B(XrA, Y rB) ∼ // TA,B((XrA)Y , rB)
TA,B(OY (X), 1)

// TA,B((X
AY )rA, rB).

∼
OO

La cohérence des transformations O− (13.10.5) et leur G-équivariance pour les ac-
tions à gauche donnent la commutativité des diagrammes de H(AB) :

((XAY )(AZ)χ(A,B))rAB

ΠA,B(XAY ,Z)
²²

((XA(Y Z))χ(A,B))rAB

φA(Y,Z)rABoo

ΠA,B(X,Y Z)
²²

TA,B(XAY rA, ZrB) TA,B((XrA)Y , ZrB)
TA,B(OY (X), 1)oo TA,B(XrA, Y ZrB) .

∼oo

(13.14.1)

X

(((Y
AZ)χ(A,B))rAB)

XΠA,B(Y,Z)
²²

((XY AZ)χ(A,B))rAB

∼oo

ΠA,B(XY,Z)
²²

XTA,B(Y rA, ZrB) TA,B(XY rA, ZrB) .
∼oo

Lemme 13.15. Soit (f, g) : (A,B)−→(A′, B′) un morphisme de K×K. L’isomor-
phisme de G, χ(f ⊗ g) : χ(A′, B′)θf⊗g−→(θf

Aθg)χ(A,B), défini par la composée
dans H(AB),

F(f⊗g)−1TA′,B′ (rA′ ,rB′ )
F (η

A′,B′ ) // F(f⊗g)−1 (χ(A′,B′)rA′B′ )
O
−1
f⊗g // χ(A′,B′)θf⊗g r(AB)

χ(f⊗g)r(AB)
²²Â
Â

TA,B(Ff−1rA′ ,Fg−1rB′ )
T (ηf ,ηg)

// TA,B(θf rA,θg rB)
(ΠA,B(θf ,θg))−1

// (θf
Aθg)χ(A,B)rAB ,

est la composante d’une modification de Biequ(G) (voir 12.1.1 et 12.1.3)

χ(f ⊗ g) : χ(A′, B′).θ(f ⊗ g)=⇒(θ(f)⊗ θ(g)).χ(A,B).

Démonstration. Il suffit de vérifier la commutativité du diagramme (12.1.4 p. 490).
Soit X un objet de G. On commence par faire agir X à droite sur le diagramme de
la définition précédente. La suite consiste à `̀ transporteŕ́ l’action à droite de X en
une action à gauche de A′(B′X). Pour l’arête supérieure on obtient le diagramme
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commutatif suivant (on note ⊗ pour T−,− et F pour F(f⊗g)−1) :

A′ (B′X)F (rA′⊗rB′ )

A′ (B′X)F (η
A′,B′ )// A′ (B′X)F (χ(A′,B′)rA′B′ )

oo
A′ (B′X)Of⊗g

A′ (B′X)((χ(A′,B′)θf⊗g)rAB)

F (
A′ (B′X)(rA′⊗rB′ ))

F (
A′ (B′X)η

A′,B′ )//
F (

A′ (B′X)χ(A′,B′)rA′B′ )
oo

Of⊗g

∼
OO

(A′ (B′X)χ(A′,B′)θf⊗g)rAB

∼
OO

(13.13)

F (χ(A′,B′)A′B′XrA′B′ )
oo

Of⊗g

F (χX rAB)

OO

(13.11.3)

(χ(A′,B′)A′B′Xθf⊗g)rAB

(χX 1)rAB

OO

F ((rA′⊗rB′ )
X)

F (TX )

OO

(χ(A′,B′)θf⊗g
ABX)rAB

(θ(f⊗g)X )rAB

OO

(F (rA′⊗rB′ ))
X

(F (η
A′,B′ ))

X

// F (χ(A′,B′)rA′B′ )
X oo

(Of⊗g)X

F (OX )

OO

(χ(A′,B′)θf⊗g rAB)X

OX

OO

L’arête inférieure est moins compacte et néccessite un important diagramme qui
ne peut être matériellement présenté. Avec les diagrammes obtenus sur les arêtes,
inférieure et supérieure, on aboutit au diagramme commutatif suivant :

A′ (B′X)F (rA′⊗rB′ )

A′ (B′X)F (η
A′,B′ )// A′ (B′X)F (χ(A′,B′)rA′B′ )

oo
A′ (B′X)Of⊗g

A′ (B′X)((χ(A′,B′)θf⊗g)rAB)

F (
A′ (B′X)(rA′⊗rB′ ))

(A′ (B′X)χ(A′,B′)θf⊗g)rAB

∼
OO

F ((rA′⊗rB′ )
X)

F (TX )

OO

(χ(A′,B′)A′B′Xθf⊗g)rAB

(χX 1)rAB

OO

(F (rA′⊗rB′ ))
X

arête sup. // (χ(A′,B′)θf⊗g rAB)X
OX //

(χ(f⊗g)r(AB))
X

²²

(χ(A′,B′)θf⊗g
ABX)rAB

(θ(f⊗g)X )rAB

OO

(χ(f⊗g)ABX)r(AB) ²²
((Ff−1rA′⊗Fg−1rB′ ))

X arête inf. //
((θf

Aθg)χ(A,B)rAB)X
OX // (θf

Aθgχ(A,B)ABX)rAB

(1 χX )rAB²²
F ((rA′⊗rB′ )

X)

F (TX )
²²

(θf
Aθg

A(BX)χ(A,B))rAB

(θ(f)⊗θ(g))X rAB ²²
F (

A′ (B′X)(rA′⊗rB′ ))
A′ (B′X)(θf

Aθg)χ(A,B)rAB

∼
²²

A′ (B′X)(Ff−1 (rA′ )⊗Fg−1 (rB′ ))

A′ (B′X)T (ηf ,ηg)
// A′ (B′X)(θf rA⊗θg rB)

oo
A′ (B′X)ΠA,B

A′ (B′X)((θf
Aθg)χ(A,B)rAB)

La parcours extérieur donne la commutativité cherchée puisque la composition des
arêtes, supérieure gauche et inférieure, est le morphisme

A′ (B′X)(χ(f⊗g)r(AB)).
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Pour poursuivre la démonstration de (13.12), remarquons à présent que les
isomorphismes ΠA,B(X, Y ) de (13.14), définissent une famille d’isomorphismes na-
turels de Cat, (A, B) objet de K ×K :

G×G td(χ(A,B))◦⊗◦(1×θ(A)) //

OA×OB

²²

G

OAB

²²

⇓ ΠA,B

H(A)×H(B)
TA,B

// H(AB) .

(13.15.1)

Pour un morphisme (f, g) : (A,B)−→(A′, B′) de K×K, le collage dans Cat, [on
note ⊗A,B pour td(χ(A, B)) ◦ ⊗ ◦ (1×θ(A))]

G×G td(θf )×td(θg) //

OA′×OB′ &&LLLLLLLL

⊗A′,B′

²²

⇓Of×Og

G×G

OA×OByyssssssss

⊗A,B

²²

H(A′)×H(B′)

TA′,B′

²²

Ff−1×Fg−1

// H(A)×H(B)

TA,B

²²

=⇒
ΠA′,B′ ⇐

ΠA,B

H(A′B′)
F(f⊗g)−1

// H(AB)

G
td(θf⊗g)

//

OA′B′
88rrrrrrrrrr

⇑ Of⊗g

G ,

OAB

eeKKKKKKKKK

définit, puisque le foncteur OAB : G−→H(AB) est une équivalence, un isomorphisme
naturel ⊗f,g :

G×G

⊗A′,B′

²²

td(θf )×td(θg)//

⇓ ⊗f,g

G×G

⊗A,B

²²
G

td(θf⊗g)
// G.

(13.15.2)

Son expression sur l’objet (X, Y ) de G×G est le morphisme de G :

⊗f,g(X, Y ) : [(Xθf )A(Y θg)]χ(A,B)−→[(XA′Y )χ(A′, B′)]θf⊗g .
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Lemme 13.16. La famille de foncteurs

⊗A,B := td(χ(A,B)) ◦ ⊗ ◦ (1×θ(A)) : G×G−→G,

et la famille d’isomorphismes naturels

⊗f,g : ⊗A,B ◦ (td(θf )×td(θg))=⇒td(θf⊗g) ◦ ⊗A′,B′ ,

sont les composantes d’une pseudo-équivalence de Bicat(Kop×Kop,Cat) (voir PS2,
p. 496). De plus les isomorphismes naturels définie en (13.15.1)

Π−,− : O− ◦ ⊗−,−=⇒T−,− ◦ (O−×O−),

sont les composantes d’une modification inversible Π de Bicat(Kop ×Kop,Cat).

Démonstration. Le collage dans Cat, via les faces latérales Π−,−, des cubes

H(A′)×H(B′)

²²Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â

Ff−1×Fg−1
//

Of×Og ⇑

H(A)×H(B)

TA,B

²²

G×G
td(θf )×td(θg)

//

OA′×OB′
88rrrrrrrr

⊗A′,B′

²²

⇒
ΠA′,B′ ⇓ ⊗f,g

G×G
OA×OB

99ssssssss

⊗A,B

²²

⇒ΠA,B

H(A′B′)
F(f⊗g)−1

//___________

Of⊗g ⇑

H(AB)

G
td(θf⊗g)

//

OA′B′
88rrrrr G

OAB

99sssssssss

(13.16.1)

et la cohérence de la pseudo-équivalence (13.10.8) ainsi que celle du pseudo-foncteur
Gp donnent la cohérence à la composition des isomorphismes ⊗f,g. Les unités sont
strictes. La modification Π en découle.

Lemme 13.17. Pour tout objet (X, Y ) de G ×G, le diagramme suivant commute :

[(Xθf )A(Y θg)]χ(A,B)
⊗f,g(X,Y ) //

ΦA

²²

[(XA′Y )χ(A′, B′)]θf⊗g

χ(f⊗g)

²²
Xθf

AY Aθgχ(A,B)
θ(f)Y

// XA′Y θf
Aθgχ(A, B)

Démonstration. On utilise le diagramme obtenu en (X, Y ) avec le cube précédent.
Cette démonstration se résume avec le diagramme qui suit où la commutativité de I
donnée par (13.10.8) et (13.11.1) est laissée au soin du lecteur. Le parcours extérieur
donne le résultat. Il faut comparer ce dernier avec la définition des morphismes
tf⊗g(X,Y ) donnée en (12.1.21, p. 496).
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XA′Y F (rA′⊗rB′ )

13.14

XA′Y F (χ(A′,B′)rA′B′ )

XA′Y F (η
A′,B′ )oo

équivariance

XA′Y (χ(A′,B′)θf⊗g r(AB))

XA′Y Of⊗g(−)
oo

F (XA′Y rA′⊗rB′ )

∼

OO

F (XrA′⊗Y rB′ )

F T (OY ,1)

OO

F (XA′Y χ(A′,B′)rA′B′ )
F (Π

A′,B′ (X,Y ))
oo

cube en (X,Y )

∼

OO

XA′Y χ(A′,B′)θf⊗g r(AB)

Of⊗g(−)
oo

OO
⊗f,g(X,Y )

r(AB)

∼

OO

(Ff−1
XrA′⊗Fg−1

Y rB′ ) (Xθf rA⊗Y θg rB)
T (Of ,Og)

oo

T (OY ,1)

²²
13.14.1

(Xθf
A(Y θg))χ(A,B)rAB

ΠA,B(Xθf ,Y θg)
oo

φA
rAB

²²
F (XrA′⊗Y rB′ )

F T (OY ,1)

²²
I

(Xθf
AY rA⊗θg rB)

T (θ(f)Y ,1)

²²

Xθf
AY Aθgχ(A,B)rAB

θ(f)Y rAB

²²

Π(Xθf
AY ,θg)

oo

F (XA′Y rA′⊗rB′ )

∼

²²

(XA′Y θf rA⊗θg rB)

∼

²²
13.14.1

XA′Y θf
Aθgχ(A,B)rAB

∼

²²

Π(XA′Y θf ,θg)
oo

XA′Y F (rA′⊗rB′ )
XA′Y T (ηf ,ηg)

// XA′Y (θf rA⊗θg rB) XA′Y θf
Aθgχ(A,B)rAB

XA′Y Π(θf ,θg)

oo

Lemme 13.18. La famille de pseudo-équivalences de Biequ(G) du lemme (13.13)

χ(A,B) : θ(A⊗B)−→θ(A)⊗ θ(B)

(A,B) objet de K ×K, et la famille de modifications du lemme (13.15)

χ(f ⊗ g) : χ(A′, B′).θ(f ⊗ g)=⇒(θ(f)⊗ θ(g)).χ(A, B)

(f, g) morphisme de K × K, sont les composantes d’une pseudo-équivalence de
Bicat(K ×K, Biequ(G)) (voir C2, pages 490-491).

Démonstration. La cohérence aux unités (deuxième diagramme de 12.1.6 p. 491)
est claire puisque θ(1A) = 1θ(A) et χ(1A ⊗ 1B) = 1χ(A,B). Il reste à montrer la
cohérence à la composition de χ(f ⊗ g) (12.1.6). Le lemme (13.17) donne une
définition pour ⊗f,g du type (12.1.19 p. 496 ). Les cohérences de χ(f ⊗ g) et de
⊗f,g sont donc équivalentes et les isomorphismes structuraux ⊗f,g sont cohérents
par le lemme (13.16).

Pour pousuivre la preuve de (13.12), il faut encore établir les points C3, C4
(p. 491), C5 (p. 493) et les deux conditions de cohérences CA1-CA2 (p. 494). La
donnée C3 est facile avec les choix du lemme (13.11). Comme θ(I) = 1G et iI = 1I ,
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on pose

ι = 11G (13.18.1)

pour la pseudo-équivalence ι : θ(I)−→1G . Etablissons à présent la modification
inversible C4. Cette modification s’obtient de la même façon que la modification
χ(f ⊗ g), les diagrammes sont ici seulement plus importants et ne peuvent être
raisonablement résumés. Pour un objet (A,B, C) de K3, le collage dans Cat obtenu
avec la cohérence à l’associativité du pseudo-foncteur Gp

G×G×G

OA×OB×OC

²²
1×⊗B,C

yyssssssssssssssssssssssssss

⊗A,B×1

%%KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK

H(A)×H(B)×H(C)

1×TB,C

yysssssssssssss

TA,B×1

%%KKKKKKKKKKKKK

G×G
OA×OBC

''OOOOO

⊗A,BC

²²

⇒
1×ΠB,C

G×G
OAB×OC

wwooooo

⊗AB,C

²²

⇐
ΠA,B×1

H(A)×H(BC)

TA,BC

²²

a−,−,− ⇓ H(AB)×H(C)

TAB,C

²²
⇒

ΠA,BC ⇐
ΠAB,C

H(A(BC))

Fa−1 // H((AB)C)

G
OA(BC)

<<zzzzzzzzz

td(θa)
//

Oa ⇑

G

O(AB)C

bbDDDDDDDDD

(13.18.2)
définit un isomorphisme naturel

αA,B,C : ⊗AB,C ◦ (⊗A,B × 1)=⇒td(θa) ◦ ⊗A,BC ◦ (1×⊗B,C), (13.18.3)

composante en (A,B, C) d’une modification inversible de Bicat(Kop × Kop ×
Kop, Cat). Comme pour le lemme (13.17), on montre, en utilisant en partic-
ulier (13.14.1), que pour tout objet (X,Y, Z) de G × G × G, le diagramme suivant
commute

[((XAY )χ(A,B))ABZ]χ(AB, C)
αA,B,C(X,Y,Z) //

χZ

²²

((XA[(Y BZ)χ(B, C)])χ(A,BC))θa

XAY A(BZ)χ(A,B)χ(AB,C)
1αA,B,C(I,I,I)

// XAY A(BZ)Aχ(B, C)χ(A,BC)θa

Φ−1◦Φ−1

OO

(13.18.4)
Cette commutativité est à comparer avec la définition donnée en (12.1.24 p. 497).
On obtient C4 avec le lemme suivant :

Lemme 13.19. les isomorphismes de G
ωA,B,C = αA,B,C(I, I, I) : χ(A,B)χ(AB,C)−→[Aχ(B,C)χ(A,BC)]θa ,
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(A,B,C) objet de K×K×K, sont les composantes d’une modification inversible

ω : a.((χθ ⊗ 1).χθ)=⇒((1⊗ χθ).χθ).θa

de Bicat(K×K×K, Biequ(G)).

Démonstration. Il faut d’abord vérifier que pour tout objet (A,B, C) de
K3, l’isomorphisme ωA,B,C est la composante d’une modification (12.1.10) de
Biequ(G)). Pour cela, il suffit d’obtenir la commutativité du diagramme suiv-
ant (12.1.11). On obtient cette commutativité comme celle montrée pour le lemme
(13.15). On part du diagramme obtenu à partir de la définition de ωA,B,C . On
fait opérer un objet X de G à droite sur ce diagramme, la suite consiste comme
en (13.15) à transporter cette action en une action à gauche de A(B(CX)) et on
obtient la commutativité cherchée. Pour terminer cette démonstration, il reste à
montrer que cette famille de modifications est cohérente au morphisme (12.1.12,
p. 492), correspondant à la commutativité du diagramme (12.1.13). On part de
la cohérence au morphisme de la modification α définie en (13.18.3). Pour un
morphisme (f, g, h) : (A, B,C)−→(D, E, F ) de K3, cette cohérence exprimée pour
l’objet (X, Y, Z) de K3 donne la commutativité du diagramme de G suivant (voir
12.1.25) :

[(((Xθf )A(Y θg))χ(A,B))AB(Zθh)]χ(AB,C)

⊗f,g(X,Y )

²²

αA,B,C (Xθf ,Y θg,Zθh)
// Xθf

A[Y θg
B(Zθh)χ(B,C)]χ(A,BC)θa

A⊗g,h(Y,Z)

²²
XDY χ(D,E)θf⊗g

AB(Zθh)χ(AB,C)

⊗f⊗g,h(XY,Z)

²²

Xθf
A[(Y EZ)χ(E,F )θg⊗h]χ(A,BC)θa

C◦C−1◦⊗f,g⊗h(X,Y Z)

²²
XDY χ(D,E)DEZχ(DE,F )θ(f⊗g)⊗h

αD,E,F (X,Y,Z) 1
// (XD[Y EZχ(E,F )]χ(D,EF )θa)θ(f⊗g)⊗h.

Pour conclure, il suffit de remarquer que les choix pris pour le lemme (13.11) donnent
⊗−,−(I, I) = χ(−⊗−)−1 (13.16-13.17), le diagramme précédent exprimé à l’objet
(I, I, I) de K3 fournit la commutativité cherchée (12.1.13).

Passons à présent aux données C5 (p. 493). les choix du lemme (13.11)
nous ont permis de prendre ι = 11G (13.18.1). Nous allons voir à présent que
modulo de nouveaux choix, nous obtenons des identités pour les modifications de
Bicat(K; Biequ(G)) (C5) :

γ : gθ(−).(11G ⊗ 1θ(−)).χθ(I,−)=⇒θ(g−) : θ(I−)−→θ(−)

δ : dθ(−)=⇒(1θ(−) ⊗ 11G ).χθ(−, I).θ(d−) : θ(−)1G−→θ(−).

Nous ne traiterons que le cas de la modification γ, le cas de la modification δ étant
similaire. La modification M de (13.12.2) est définie par son unique composante :

M : IrI
ΦI

o(rI)−→ rI , (13.19.1)

où ΦI
o est la contrainte d’unité de l’action à gauche αI : G−→Eq(H(I)) (13.9.1).

Pour un objet A de K, le collage dans Cat obtenu à partir de l’isomorphisme
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GA : TI,A(Ĩ ,−)=⇒Fg−1
A

donné par le pseudo-fonteur Gp :

G×G ⊗I,A //

OI×OA &&MMMMMMM
⇓ ΠI,A

G
OIA||yy

yy
yy

H(I)×H(A)
TI,A

// H(IA)

⇓ GA⇒M×1 ⇐
OgA

1l×H(A)
∼ //

I×1

OO

H(A)

F
g
−1
A

OO

1l×G ∼ //

1×OA
88qqqqqqq

I×1

OO

G ,

OA
bbEEEEEE

td(θgA
)

OO

définit un isomorphisme naturel

ΓA : ⊗I,A(I,−)=⇒td(θgA
), (13.19.2)

composante en A d’une modification inversible Γ de Bicat(Kop, Cat).
L’expression en un objet X de G de ce dernier isomorphisme est donnée par la
composée dans H(IA) (le morphisme gσA : IσA−→σA est la contrainte d’unité dans
H) :

Xχ(I,A)rIA

ΓA(X)rIA //_____________

∼
²²

XθgA rIA

∼
²²

X(χ(I,A)rIA)
OO

X(ηI,A)

X(θgA rIA)

XTI,A(rI , rA)
X(gσA

)
// XFg−1

A
(rA).

X(ηgA
)

OO

(13.19.3)

On suppose à présent pris le choix suivant pour l’isomorphime ηI,A (voir le lemme
(13.13)) :

ηI,A = ηgA ◦ gσA . (13.19.4)

On a donc χ(I, A) = θgA
. On pose pour la composante en A de la modification γ

cherchée :

γA : χ(I, A) 1−→ θgA
. (13.19.5)

Pour terminer, il faut vérifier que l’on est bien en présence des composantes d’une
modification de Biequ(G) cohérente à K. Il faut obtenir la commutativité du di-
agramme suivant (12.1.14 p. 493) et du premier diagramme de (12.1.16). Cette
dernière s’obtient avec la cohérence au morphisme de la modification Γ (13.19.2)
(voir 12.1.28 p. 500) en prenant X = I. La première commutativité correspond
dans le cas présent à l’égalité pour tout objet X de G,
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χ(I, A)IAX
χX // AXχ(I, A)

θgA
IAX

θ(gA)X // AXθgA
.

Avec la définition (13.11.1) de θ(gA)X et la définition (13.13) de χX , cette égalité
équivaut à la commutativité du diagramme de H(IA) :

TI,A(rI , rA)X TX //

(gσA
)X

²²

AXTI,A(rI , rA)

AXgσA
²²

Fg−1
A

(rA)X ηX // AXFg−1
A

(rA),

dont la vérification est laissée au lecteur.

Pour clore la construction de cet objet θ de Bimon(K,Biequ(G)) de la propo-
sition (13.12), il reste a obtenir les deux conditions de cohérence CA1-CA2 (p.
494). Nous établirons seulement CA1, le cas de CA2 étant similaire. Comme on
s’y attend, on part de la condition de cohérence de la modification de cohérence à
l’associativité, donnée par le pseudo-foncteur monöıdal Gp c’est-à-dire de la com-
mutativité dans Cat du polyèdre :
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HAHBCHD

T×1

uukkkkkkkkkkkkkk
1×T

))SSSSSSSSSSSSSS

HA(BC)HD

T

""EE
EE

EE
EE

HAH(BC)D

T

||yy
yy

yy
yy

\\

F1A
×Fa−1

H(A(BC))D oo Fa−1HA((BC)D)ZZ

F1⊗a−1

66
66

66
66

66
66

66

H((AB)C)D

¥¥

Fa−1⊗1

ªªªªªªªªªªªªªª

cc

Fa−1

FFFFFFFFFFFFFFFFFFFFF
HAHBHCHD

OOÂ
Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â

¢¢¤
¤

¤
¤

¤
¤

¤
¤

¤
¤

¤
¤

¤
¤

¤

ÀÀ;
;

;
;

;
;

;
;

;
;

;
;

;
;

;
HA(B(CD))

H(AB)CHD

³³

Fa−1×F1D

T

<<xxxxxxxx
HAHB(CD)

T

bbFFFFFFFF

H(AB)(CD)

{{

Fa−1

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

HABHCHD

T×1

YY3333333333333333
1×T // HABHCD

T

OO

HAHBHCD
T×1oo

1×T

EE®®®®®®®®®®®®®®®®

³»

a

MU

a

7?

a

a×1

ªª

D
:

)

¿
¹

11
1×a

_Z
J

4
-

pour tous objets (A,B,C, D) de K×K×K×K. Ensuite, on colle sur les cinq faces
de ce polyèdre où intervient une cohérence à l’associativité de T−,−, les polyèdres
(13.18.2 p. 539) relatifs à la définition de la modification α (13.18.3). Sur les
deux faces carrées visibles, on colle les cubes du type (13.16.1) obtenus avec la
définition des isomorphismes structuraux ⊗f,g de (13.15.2). Sur le carré arrière,
(ou triangle) on colle un cube commutatif obtenu facilement avec la définition des
isomorphismes Π−,− (13.15.1). Enfin, on colle sur le pentagone de la face avant
le polyèdre commutatif suivant, obtenu avec la cohérence à la composition de la
pseudo-équivalence (13.10.10 p. 529),
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G(A(BC))D oo td(θa)

²²Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â

GA((BC)D)dd
td(θ1⊗a)

IIIIIII

²²Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â

G((AB)C)D

zz

td(θa⊗1) uuuuuuu

jj

TTTTTTTTTTTT

O−

⇓ O1⊗a

²²

GA(B(CD))

O−

Oa⊗1 ⇓

²²

⇑td(C)
kkXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX⇑td(C)

⇓td(C)
oo

G(AB)(CD)

tt

jjjjjjjjjjjj

Oa ⇓ ⇓ Oa

²²

H(A(BC))D oo _____ HA((BC)D)dd

IIII

H((AB)C)D

zz

uuuu

jj

Fa−1 TTTTTTTTTTTT
HA(B(CD))

H(AB)(CD)

tt Fa−1

jjjjjjjjjjjj

Les faces des différents polyèdres collés cöıncidant, le polyèdre extérieur résultant
de ce collage est commutatif. Ce polyèdre exprime la cohérence de la modification
de cohérence à l’associativité α (13.18.3). Cette cohérence s’explicite comme en
(12.1.29 p. 501) et donne avec (13.18.4) ou en prenant X = Y = Z = I la condition
CA1 (12.1.17) de cohérence sur ω cherchée. De la même manière pour CA2, on
montre la cohérence des modifications α (13.18.3), Γ et ∆ (13.19.2) puis celle des
modifications ω (13.19), γ et δ (qui sont ici des unités 13.19.5).

On est à présent en mesure de terminer la démonstration de l’essentiel
surjectivité (13.12). Avec θ (13.11.2), χ (13.18), ι = 1 (13.18.1), ω (13.19),
γ = 1 et δ = 1 (13.19.5), on dispose d’un objet θ = (θ, χ, 1, ω, 1, 1) de
Bimon(K,Biequ(G)). L’image G(θ) de cet objet par l’homomorphisme (12.0.2
p. 489) est le pseudo-foncteur monöıdal construit durant cette preuve : (13.16),
(13.12), (13.18.3) (13.18.4), (13.19.2). Par construction, on a une équivalence dans
Bimonl(Kop, Cat) (O, Π,M) : G(θ)−→Gp entre ce pseudo-foncteur monöıdal et
celui fourni par l’extension (r, λ, p) de (13.8.1) (les modifications Π et M sont re-
spectivement données par (13.16) et (13.19.1)). L’image de cette équivalence par la
biéquivalence (6.3.2 p. 466) donne une gr-équivalence de K-fibrations monöıdales :

Ec(θ)

O

²²

p

))TTTTTTTTTTTT

K .

Ep

π

55jjjjjjjjjjjjj

munissant d’une structure monöıdale l’équivalence (13.11.5). Enfin, l’extension
F (θ) (12.1.30), image de θ par l’homomorphisme de classification (12.0.1) et la
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gr-équivalence précédente fournissent le morphisme d’extensions (fibrées) cherché
(µ,O)

Ec(θ)

O

²²

p

))TTTTTTTTTTTT

G

r
55kkkkkkkkkkkk

s ))SSSSSSSSSSSSS µ ⇓ K ,

Ep

π

55jjjjjjjjjjjjj

L’image par O d’un objet (X, A) de Ec(θ) est l’objet (OA(X), A) = (XrA, A) de
Ep. En un objet X de G, la composante µX est l’isomorphisme de H(I), d−1

r(X) :
(XrI , I)−→((r(X), λX), I), donné par la commutativité dans K :

p(r(X)I)

p(d−1
r(X))

²²

Φp
// pr(X)p(I)

λXΦp
o // II

dI // I

1

²²
p(r(X))

λX // I

Ceci termine la preuve de (13.12) et donc de la biessentielle surjectivité (13.8) et
du théorème de classification.
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[3] L. BREEN, Théorie de Schreier supérieure, Ann. scient. Ec. Norm. Sup., Vol.
25, 1992, p. 465-514.

[4] D. BOURN et E. M. VITALE, Extensions of symmetric cat-groups, Homology,
Homotopy and Applications, Vol. 4, 2002, p. 103-162.

[5] M. BULLEJOS et A. M. CEGARRA, On the Geometry of 2-Categories and
their Classifying Spaces, Preprint.

[6] P. CARRASCO et A. M. CEGARRA, (Braided) Tensor structures on homo-
topy groupoids and nerves of (braided) categorical groups, Communications
in Algebra, Vol. 24, 1996, p. 3995-4058.

[7] P. CARRASCO et A. M. CEGARRA, Schreier theory for central extensions of
categorical groups, Communications in Algebra, Vol. 24, 1996, p. 4059-4112.

[8] P. CARRASCO, A. R. GARZON et J. G. MIRANDA, Schreier theory for sin-
gular extensions of categorical groups and homotopy classification, Commu-
nications in Algebra, Vol. 28, 2000, p. 2585-2613.

[9] P. CARRASCO, A. R. GARZON et E. VITALE, Obstruction theory for exten-
sions of categorical groups, Preprint.



Homology, Homotopy and Applications, vol. 5(1), 2003 546

[10] A. M. CEGARRA et A. R. GARZON, Homotopy classification of categorical
torsors, Applied Categorical Structures, Vol. 9, 2001, p. 465-496.
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SGA7I, L. Notes in Math., Vol. 288, Springer Verlag, 1972.
[21] D. F. HOLT, An interpretation of the cohomology groups Hn(G,M), J. Alge-

bra, Vol. 60, 1979, p. 307-320.
[22] A. JOYAL et R. STREET, Braided tensor categories, Advances in Math., Vol.

102, 1993, p. 20-78.
[23] S. KASANGIAN et E. M. VITALE, Factorization systems for symmetric cat-

groups, Theory and Applications of Categories, Vol. 7, 2000, p. 47-70.
[24] G. M. KELLY et R. STREET, Review of the elements of 2-categories, L. Notes

in Math., Vol. 420, Springer Verlag, 1974, p. 75-103.
[25] T. LEINSTER, A survey of definitions of n-category, Theory and Applications

of Categories, Vol. 10, 2002, p. 1-70.
[26] S. MAC LANE, Natural associativity and commutativity, Rice Univ. Stud.,

Vol. 43, 1963, p. 28-46.
[27] S. MAC LANE, Homology, col. Grundlehren, Springer Verlag, 114, 4 édit.,
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