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SUR LES LIMITES DES ZEROS DU POLYNOME

1 z 22 2"
+ﬁ+§+"'+ﬁ

D. M. Simeunovié

(Communiqué le 9. XTI 1979)

G. Pélya et G. Szegd ont considéré, dans [1] (tome, I, p. 109), le polyndme

z 22 2"

(1) 1+ﬁ+5+'“+ﬁ
de degré impair n, et démontr’e, que n — oo, on a pour son unique racine réelle
—Zn

1 s s 145
2 = = 1 1 2 1
(2) Ty ns+21+snn+1+8n(\/ﬂ . >+0(),
ou s est la racine positive de I’équation
selTf =1,

Dans cet article on consideére le polynéme (1) de degré n impair ou pair et
on va démontrer le théoréme suivant.

THEOREME. Tout zéro zp(k = 1,1,...,n) du polynome (1) satisfait d
l’inégalités

(3) (n + 1)s[2r(1 — sap)*(n + 1)]0FamTGF 0 < |z] < n,
ou s est la racine positive de l’équation
(4) sel™ =1 (0,278 < s < 0,279)

et ot on a

ap = evn+l,
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COROLLAIRE 1. Pour tout zéro z(k =1, 2,... ,n) du polynome (1) on a les
inégalités
1 s s
(5) (n+1)s+ 217 san In(n+1)+ 1T sa. In[v27(1 — sa,)] < |2k] < n.
COROLLAIRE 2. Pour tout zéro zi(k =1, 2,... ,n) du polynome (1) on a les
inégalités
s s 1+s 0,25
6 1 1 2 -2 —-0,25 <
(6) ns+1+snn+1+sn(\/7r . ) Tt ¥ <z <n
et les inégalités
7) bt <l <
ns + - nn<|z n.
21+s =

Démonstration du théorme. Soit 2 = xy +iyg un zéro arbitraire du polynéme
(1). D’apres [1] (tome I, p. 116, probléme 23), il résulte que

(8) 2| < n.

(Voir aussi [2]).
Pour chaque zéro du polynéme (1) on a ensuite

n+1 n+2 n+3
|€Zk|=ewk:‘ Pk + Zk Zk +‘
m+1)! " (n+2)! (n+3)!
|2k H! (1 Ll |2 [? )
~ (n+1)! n+2 (n+2)(n+3)
|2 |1 (1 2l el ) _lmlMtt 1
~ (n+1)! n+2 (n+2)2 (n+1)! 1_%’
n
c’est-a-dire
9) e < el 1 .
“(n+1) 1- %
Démontrons que
(10) 2] > (n+ 1)s[2n(1 = s0p)? (n + 1)] =G
Supposons qu’on a
(11) 2] < (0 + 1)s[27(1 — san)2(n + 1)] TFemIGF T =

n+1

B 2n(1 - san)*(n + DD
€

On obtient de (9)
(n+ )" 27m(1 — san)?(n + 1)]@

(12) e** <
1
(’I’L + 1)!en+1 . e(n-i-l)s{l _ %[27‘-(1 _ san)2(n + 1)]—2(1+3cxn)(n+1) }
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D’apres la formule de Stirling

(n + 1)"*/2r(n + 1)
entl1

(n+1)! >

on aura, de (12)
(13)
et <

1
<

1
__san 1_ (ntl)s gy 1—say )2 (n+1)] 20Fsan) (1)
[27(1 — 80p)2(n + 1)]20Fsen) - g(nt1l)s . —__niz [2n( )2(n+1)]

1—san

oll on a posé

g ey L G 50)* (1 + 1) 20 swn) - [21(1 — sa)?(n + 1)]20F5em) ,

1 - say,

On va démonter maintenant que

(14) [27(1 — 80)%(n + 1)]2EFsamIGF T < e /T = qy,.

De l’inégalité
In ¢ 1
—— < — (t>0ett#1
=15 i (t>0ett#1)

obtenue par J. Karamata dans [3] (voir aussi [4]), on al’inégalite
(15) t<evi (t>1).

Si on pose, dans I'inégalité (15) t = 27(1 — sa,,)%(n + 1), on obtient

2n(1=san)2(n+1)—1 2n(1=san)2(n+1)
27-‘—(]_ — san)Q(n + ]_) S e V2r(1-san)2(n+1) < eV2r(l—san)2(ntl) —

VIr(l—san)(n+1)

=€ Vn+1 s
d’ott
V2 (l—san)
(16) 2 =[20(1 — s0n)%(n + 1)] TFmTGFD < eXitsamvatl < eVaFT = qy,
1
\/ﬂ(l — sap) \/27T(1 —sev"+1)
puisque = n < 1, ce qui signifie que I'inégalité
2(1 + san) 2<1 + eﬁ)
(14) est valable.
A la suite de (16) on a
1— (n+1l)s 2 1— (n+l)s o 1—
nt? nt? % 5 — 1, e'est-a-dire
1-sa, 1-—sa, 1-sa,
1— 84051971 — s,)2(n + 1)]20Fsan) @D
(17) n+2 [ ( n) ( )] > 1.

1-sa,
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Nous démontrerons aussi que
(18)  [27(1 = san)2(n + 1)] 05T en1s > o(n+D)slzn(1=san)(n+ D] THEFD

Pour obtenir I'inégalité (18), nous démontrerons d’abord I'inégalité
(19) e >e” (1<z<ay).

Considérons la fonction
f(z) = 2%me' ™% —1
qui donne f'(z) = 2% ~le!~%(a, — z). Comme f'(z) > 0 pour 1 < z < a, et
comme f(1) = 0, nous avons f(z) > 0 pour 1 < z < a,, ce qui signifie que
linégalité (19) est valable.
En utilisant (19) on obtient

(20) 20n (n+1)se(n+1)s > e(n—i—l)sw (1 <z< an)‘

En posant, dans (20) z = [2w(1—san)2(n+1)]m, pour 1 <z < ay,
on obtient 'inégalité (18).
En prenant en considération les inégalités (17) et (18), l'inégalité (13) se
reduit &
1

I .
e(n+1)s[2m(1—sa,)2(n41)] 2(0+san)(n+1)

(21) e <

11 résulte de 'inegalité (21)
2r < —(n + 1)s20(1 = san)?(n + 1)]TFeem G0

c’est-a-dire
(22) lzk| > (n + 1)s[2m(1 = s, )?(n + 1)) TTFeam T

En supposant que (11) est valable, nous avons obtenu (22), c’est-a-dire |z| >
|2k|, ce qui est impossible. Cette contradiction démontre (10).

On obtient, de (8) et de (10), l'inégalité (3), d’otu il resulte que le théoréme
est démontré.

Démontrons encore les corollaires 1 et 2.
Si on pose, dans l'in’egalité e¥ > y(y > 0)

y = In[27m(1 — say, )% (n + 1)72<1+mi)(n+1) ,
on obtiendra

(23) [27(1 — s0)?(n + 1)]2Fsam@+0 > 14+
1

T+ san)n + 1)

In[27(1 — say,)*(n + 1)].
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A la suite de 'inégalité (23), 'inégalité (10) se réduit a

S

24) |l > (n+ s+ + In(n + 1) + In[vZr(1 — sa,)],

21+ say, 1+ say,

ce qui, avec (8), donne (5).

Pour démontrer (6) nous ferons usage des inégalités suivates:

(25) et <1+2t (0<t<1),
In p 1
26 — < — > 1),
(26) » S r>1)
1 1
(27) n=1,23,...).

<
v+l  n+1

__1 :
Pour ¢ = —==, on obtiendra, de (25)

173

1 2
28 anp =evntt <1+ ,
(28) " - n+1
d’ou
L4 sam <145+ —22
S0, s+ —,
- vn+1
c’est-a-dire
1 1 1 1 1 [ s 2
1+ say, 1+s+\/%_1—|—s T n2+1_1—|—s 1+s /n+1]|’
de sorte que
1 S 1 s s \2 1
2 - > = ( ) .
(29) 214sa, — 21+s 1+s vn+1
On a, de (28) —sanz—s—\/%,d’oﬁ
2s 2s
1—sa,>1—s— =(14+s)—28 - ———,
"= vn+1 ( ) vn+1

c’est-a-dire

(30) l—san2(1+s)[1—12_58(1+\/n1—+1)].

On obtient de (29)

(31) ] S S ( s )2 2
1+sa, ~ 1+s 1+s NS
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En usant des inégalités (29), (30) et (31), on obtient de (24)
(32)

|zx] > (n+1)s + [1 JIn(n+1)+

] s \2 1
21+3_(1+s) i+l
+[1i8—(ljs) -\/T%]ln{x/ﬂ(us)[l—1258(1+\/%)]}—
=(n+1)8+%1i81n(n+1)+1j_51n[\/2_7r(1+s)]—

2[Inv/n+1 Inv2r
_2(1js) [1\/7%-!—11_'_1 \/2%1;—3)]_’_

- ) e st )]

On obtient, de l'inégalité (26), pour p = v/n + 1

(33) Invn+1 < 1
v+l — ¥n+1
En considérent les inégalités (27) et (33), on obtient ensuite de (32)
1
25| > (n + 1)s + §1is In(n +1) + 148-5 In[v27 (1 + s)]—
s \2 1
-2 1+1 27 (1 .
(1) Qe mvan(+ o)l ot
S s 2 2 2s 1
— - In|l-— 1
+[1+s (1+s) \/n+1] n[ 1+s( +\/n+1)]’
c’est-a-dire
(34) || > (n+1)s + = ——In(n+1) + In[V2r(1 + 5)] — —222_ _ 0,25
= n n s)| — -
Zk n 8 21+s n 1+s i vn +1 ’

puisque

—2(1j8)2{1 +1n[v27r(1 + 5)]} > —0, 25,

s s \2 2 2s 1
— - Infl— —(14+ —] >-0,25
[1+s (1+s) \/n-i-l] n[ 1+s( +\/n+1):| ’
On obtient de (34)

1 1 0,25
(35) \zk|>ns+—ilnn+ 5 ln(v27r -;-5)_ . -0,25,

21+s 1+s vn+1
ouonaposés = 3;In elts = 5 In %, ala suite de In(n+1) > In n. Les inégalités

(35) et (8) donnent (6).
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A 1a suite de

s 1+s 0,25
In{v2 ! 0,25
1+s“( L )>{‘/n—+1+’

on obtient de (35)

1
|2k| > ns+ = In n,

21+s
ce qui, avec (8), donne (7).
Nous avons démontré, de cette maniere, le corollaire 2.

Comme on a
0,25

—— < 0,25,
n+1

on obtient de (35)

1 s s 1+s
|Zk| >ns§mlnn+m 1I1<V27T s ) —0,5
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