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QUASI-REKURRENTE BEWEGUNGEN UND
MINIMALE MENGEN DYNAMISCHER SYSTEME

Chaslav Djaja

Zusammenfassung. In dieser Abhandlung werden, auf Grund der Eigenschaft der quasi-
rekurrenten ([1]), der quasi-fastrekurrenten ([3]) Bewegungen dynamischer Systeme (R, I, f),
wobei R ein metrischer Raum, I die Menge der reellen Zahlen, und f die Abbildung des topologis-
chen Produktes R X I auf R ist, einige Beziehungen zwischen den minimalen Mengen ([7], S. 64)
und den erwidhnten Klassen der Bewegungen gegeben. Ausserdem werden einige Sétze angefiihrt
die manche Eigenschaften der quasi-rekurrenten und quasi-fastrekurrenten Bewegungen zeigen.
Wir bezeichnen mit ®, die Menge der ¢-Grenzpunkte ([5, 4]); die Bezeichnungen der einzelnen
Klassen der Bewegungen werden wir spadter angeben. Wir bezeichnen wie iiblich, die Trajektorie
der Bewegung mit f(p, I), die positive Halbtrajektorie mit f(p, IT) und negative mit f(p, 7).

SATZ 1. Ist eine positiv quasi-rekurrente Bewegung (weiterhin werden wir
kurz mit QRT solche Bewegung bezeichnen) in einem vollstindigen Raume gelegen,
dann ist f(p,I)U &, eine kompakte Menge.

Beweis. Nehmen wir beliebiges ¢ > 0. Auf Grund der positiven Quasi-
rekurrenz lassen sich Zahlen L(e/2) > 0 und K(g/2) > 0, die eine quasi-relativ
dichte (bezeichnen wir kurz mit QRD) Menge {7,} auf It ([5, 4]) mit

1
L+K<Z> STTLSL-FK(TL; ) (n=1,2,...)

bestimmen, finden so, dass
1
W fenc S[f((p;L+K(Z),L+K(”; )),8/2], (n=12,...),
ist. Wir bezeichnen das Segment [L + K (Z), L+K (n _2{— 1)] weither

kurz mit [LK,]. Fiir einen beliebigen Punkt f(p,t) € f(p,I) folgt aus (1)
of (1), f(p; [LK))] < /2, (n=1,2,...).
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Sei ¢ € f(p,I) U ®,. Dann existiert die Folge {p,} = {f(p,7n)}, wobei
Tn € {7y} ist, derart, dass

2) o(¢:pn) <€/2, (n=1,2,...),

ist. Nehmen wir nun einen beliebigen aber bestimmten Bogen f(p;[LK,,]). Nach
(2) kann man zum Punkte ¢ € f(p, [)U®, ein Punkt r € f(p;[LKp,]) finden derart,
dass

() o(r,q) < /2

ist. Der Bogen f(p;[LKp,]) ist kompakt und auf ihm kann man ein endliches
€/2-Netz: p1,p2,...,pr finden derart, dass sich fiir einen beliebigen Punkt r €
f(p; [LKR,]) ein Punkt p, € f(p;[LKL,,]) finden lasst so, dass

(4) o(py,m) < /2

ist. Dabei ist der Punkt r geméss (3) gew#hlt. Aus (3) und (4) folgt o(g,py) < &,
was besagt, dass p1, p2, ... ,py €in e-Netz fiir die Menge f(p,I) U ®, bildet. Da der
Raum R, nach der Voraussetsung, vollstandig ist, so ist f(p,I) U ®, kompakt.

SATZ 2. Ist bei der Bewegung f(p,t) die Menge der ¢-Grenzpunkten &, # &,
so existiert eine QRD Menge {0,} auf It derart, dass fir die invariante Menge
A C @, und beliebiges € > 0 die Ungleichung

Q[f(p’o—n)J A]<€7 (n:1727"')7
gilt.

Beweis. Sei A C @, eine invariante Menge und € > 0 eine beliebige, aber
bestimmte Zahl. Nehmen wir einen beliebigen Punkt ¢ € A und eine Zahl ¢; > 0.
Dann kann man auf Grund der Stetigkeit, eine Zahl 6(q,e,t;) > 0 finden derart,
dass aus o(r,q) < ¢ die Ungleichung

Q[f(ﬁ tl),f(qatl)] <e

folgt. Da der Punkt ¢ € A C @, leigt, so existiert eine QRD Menge {7,} auf It
derart, dass zu schon ausgewahltem § > 0

olg, f(p, )] < 6,

fiir geniigend grosse n € N ist, (S. [4], Lemma 1, S. 30). Dann ist, auf Grund der
ausgewihlten Zahl §,

(5) olf(g;t1), f(p,t1 + )] <e.

Weil A invariante Menge ist, so f(g,t1) € A. Setzen wir {t; + 7,} = {on},
wobei {0, } auch QRD Menge auf I ist, wird erst recht aus (5)

(6) o[f(p,on), A] <&,
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fur geniigend grose n sein, was bewiesen werden sollte.

FOLGERUNG 1. Der Satz 2 gilt fiir den Fall, dass f(p,t) eine positiv gausi-
fastrekurrente (QF R') Bewegung ist. Wirklich, im diesen Falle existiert eine QRT
Menge {7} auf I, dann aber ezistiert die invariante Menge A C ®,, und dann
sind die Bedingungen des Satzes 2 erfiillt.

Es ist ganz offenbar, das der Satz 2 gilt, wenn f(p,t) positiv quasi-rekurrente
(QR*) Bewegung ist.

Sarz 3. Die abgeschlossene Hiille der Trajektorie der Bewegung f(p,t), die im
Sinne von Liapunov stabil (Li-stabil) und QF RT Bewegung ist, ist eine minimale
Menge.

Beweis. Setzen wir umgekehrt voraus, dass f(p,I) = X, keine minimale
Menge ist ([6], S. 373 und [1], S.64). Dann existiert eine abgeschlossene invariante
Menge A C ¥,. Fiir einen beliebigen Punkt p; = f(p,t1), wobei t; € I, gilt p1 & A.
Denn, wenn p; € A ware, wiirde f(p1,I) = f(p,I) C A folgen (wegen Invarianz),
= f(p,I) C A (wegen Abschliessung der Menge A). Dann folgt aus A C £, und
Y, C A, dass A = %, ist, und dies steht im Widerspruch zu A C %,. Nach dem

koénnen wir schreiben, dass fiir dieses p; € f(p,I) wobei p; = f(p,t1),
(7) op,A) >d>0
ist.

Fixieren wir einen Punkt py = f(p,t1) € f(p, I) derart, dass ihm der Abstand
d in (7) entspricht und wahlen wir eine Zahl e > 0 aus, so dass € < d/2, bzw. 2e < d
ist. Zu diesem ¢ finden wir, auf Grund der Li-Stabilitdt, eine Zahl § > 0 derart,
dass aus o(p,q) < 4.

olf(p,t), fa,t)] <e

fiir jedes t € I erfolgt. Auf Grund der positiv Quasi-fastrekurrenz der Bewegung
f(p,t) lasst sich zu diesem § eine QRD Menge {r,,} auf I'* finden derart, dass

(8) elp, f(p;m)] <6, (n=1,2,...),
ist. Mit Riicksicht auf die Q F RT Bewegung f(p,t) wird
p€® = flp,]) C = f(p,I)C ¥
sein. Da ®, C f(p,I) = ®,, so ist &, = ¥, und daher ist A C &,,.
Nehmen wir jetzt einen beliebigen Punkt ¢ € A C ®,. Da er der Menge ®,

angehort, existiert zu schon ausgewihltem § die QRD Menge {7),} auf I derart,
dass

9) elg, f(p, )] <6, (n=1,2,...),

ist. Finden wir weither solche Zahl #' € I, dass fiir ein gewisses n € N 7, + ¢ =
Tn + t1 sei. Wegen der Li-Stabilitit der Bewegung f(p,t) bekommt man aus (9)

(10) olf(a,t), f(p, 7, + )] = o[f(a,t), (s 70 + t1)] < &.
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Wegen der Invarianz der Menge A ist f(q,t') € A, und erst recht aus (10)
(11) ol flp,m+t)] <e, (n=1,2,...).

Weither, wegen Li-Stabilitat, ergibt sich aus (8) auf Grund der Auswahl der Zahl
4, fiir schon bestimmtes n

(12) olf (o, t1), f(p,mn + 1)] <e.
Aus (11) und (12) erfolgt

Q(phA) = Q[f(p7t1)7A] S Q[f(pa tl):f(p7Tn + tl)]+
+o[A, f(p, T + t1)] < 26 < d,

was der Ungleichung (7) widerspricht und der Satz ist bewiesen.

SaTz 4. Ist die Bewegung f(p,t) positiv stabil im Sinne von Lagrange (LT -
stabil; S.[6], S.340 und [1], S.33) und M die einzige minimale Menge in ®p, d.h.
M C &, dann approximiert die Halbtrajektorie quasi-gleichmdssig die Menge M
([5], S. 173 und [4], S. 29).

Beweis. Setzen wir umgekehrt voraus, d.h. die Halbtrajetorie f(p,I1) ap-
proximiere nicht quasi-gleichméssig die Menge M. Dann existriert ein g9 > 0 derart,
dass sich zu beliebigen Zahlen L,,, > 0 und K,,, > 0, wobei L,, = 400, K,, = +00,
wenn m — +00, die eine QRD Menge {7} anf I't, mit

1
Lm+Km(Z> ngng+Km(n; ) (myn=1,2,...),

bilden, eine natiirliche Zahl n,, und ein Punkt ¢,, € M C Z;r = f(p,I*) finden
lassen derrart, dass

(13) qm¢5[f(p;Lm+Km(n2m), Lm+Km(nm2+1>>,so] (m=1,2,...).

(Hier n,, hangt von m ab). Das bedeutet, dass zu beliebigem m existiert eine
natiirliche Zahl n,, mit

1
Lm+Km(";”) <7y sLm+Km("m;r )

wobei 77" € {7™} derart, dass

0[gm, f(p, 77")] = €0

ist, order aus (13)

(14) g[qm, f (p; L+ Kp, (n;) L+ Kn, (nm; 1))] > &g
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f|: aLm+Km<n2m):| = Pm,

und dann wird man aus (14) bekommen

o sl e

Auf Grund der LT-Stabilitét, bzw. Kompaktheit der Menge f(p, ), lassen sich
aus den Folgen {¢,, } und {p,,} konvergente Teilfolgen auswihlen. Wir werden sie
auch mit {g,,} und {p,,} bezeichnen, und dann wird

Setzen wir

{Pm} — po, {gm} >  wenn m — oo, (g0 € M),

sein. Dann ist auch: n,, — oo und [0, K, ("’"2“)] — 00, und ergibt sich aus (15)

(16) 0lao; £ (po, I')] > 0.
Aus (16) erfolgt:
(17) o[go, f(po, IT)] > € = 0(go, Bp,) > €0

weil &, C f(po,It) = £,,. Aber &,, C &, fiir jeden Punkt p; € ®, und darum
ist ®, eine kompakte Menge und sie enthélt deshalb die minimale Menge. Weil,
nach der Voraussetzung, M einzige minimale Menge in @, ist, so muss M C &,
und auch go € ®, sein, aber das widerspricht der Ungleichung (17). Damit ist der
Satz bewiesen.

Aus dem Satze 2.18, in [7] geht unmittelbar hervor

SETZ 5. Die Bewegung, deren Trajektorie f(p,I) in einer kompakten mini-
malen Menge liegt, ist quasi-rekurrent.

Nach dem erwdhnten Satze in [7] ist eine solche Bewegung rekurrent ([7], S.
67) und da jede rekurrente Bewegung gleichzeitig quasi-rekurrent ist, folgt sofort
der Satz 5.
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