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UBER DIE ZYKLISCH-INVERSEN UNTERHALBGRUPPEN
DER SYMMETRISCHEN HALBGRUPPE Tx

K. Todorov

Abstract. Das Element 8 der Halbgruppe H ist ein Quasiinverse von dem Element «
dieser Halbgruppe wenn afa = «, # = af und die Unterhalbgruppe (o, 8) der Halbgruppe H
inverse ist. Mit |z| (z € X) ist die natiirliche Zahl s, fiir die z € Xa® und ¢ ¢ Xa®t! s+1 gilt
bezeichnet. |z| = oo fals ¢ € Xo® fiir jede natiirliche Zahl s ist. Der kleinste natiirliche Zahl
t:t >>1 (wenn sie besteht), fiir die|ra’| = oo, heilt Index ||z|| von . Durch die Anwendung
der Methoden und der Ideen, die von Schein (Acta Mathem. Acad. Sci. Hungar. 22(1971), 163—
170) kommen, gelang es die notwendigen und hinreichenden Bedingunge zu finden, bei denen die
Abbildung |beta Quasiinverse einer gegebenen Abbildung a ist. Die Abbildung a die eine ein
ige quasi-inverse Abbildung # haben, sind auch gezeigt. Damit ist eine volle Antwort auf die
entsprechende Frage von Schein (Ibid.) gegeben, wenn a und $ endlichen Index haben.

1. Vorwort

Das Element 8 der Halbgruppe Hb ist nach Schein [4] ein Quasiinverse von
dem Element « dieser Halbgruppe, wenn

1) afa=a,  Paf=p

und die Unterhalbgruppe (a, ) der Halbgruppe H, die von den Elementen o und
B erzeugt wird, inverse ist.

Eine zyklisch-(elementar) inverse Unterhalbgruppe G = [a] = («a, )b der
Halbgruppe H ist eine solche Unterhalbgruppe, die vom Element o und seinem
quasiinversen Element (3 erzeugt wird. Die zyklisch-inversen Halbgruppen sind
wesentlich komplizierter gebaut als die zyklischen Gruppen und Halbgruppen. So
z. B. indem es bis auf Isomorphie nur eine einzelne unendliche zyklische Gruppe und
nur eine einzelne unendliche zyklische Halbgruppe gibt, bestehen aber unendlich
viele unendliche zyklisch-inverse Halbgluppen, die paarweise nicht isomorph sind.

Die ersten Untersuchungen in dieser Richtung gehen wesentlich auf Gluskin
[1] zuriick. Sie sind weiter von Schein [4] verallgemeinert und bilden zusammen mit
den Untersuchungen von Dénes [6] einen Ausgangspunkt fiir die hier dargelegten
Ergebnisse.
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Eine Vollbeschreibung des Baumes der endlichen zyklisch-inversen Halbgrup-
pen ist in der Arbeit von Dyadéenko, Schein [2] gegeben. Jedes Element der
zyklisch-inversen Halbgruppe G,,, = [z] gehort auf Grund des dort bewiesenen
Satzes zu einem der folgenden Typen z™,...,z™t " 1 oder z Px9z~", wobei !
das inverse Element von z ist und p,r < g < m ist.

Wir setzen die Termonologie, Ergebnisse und teilweise auch die Notation von
[4, 5, 7] voraus und vollen nur die aus [7] ntigen Begriffe einfiihren. Es seien «
eine festgehaltene Abbildung und z ein Element von X. Wir bezeichnen mit |z|
die Tiefe (hinsichtlich «) von z, d.h. die natiirliche Zahl s, fiir die z € Xa® und
z & Xa'! gilt |z| = oo, falls z € X o fiir jede natiirliche Zahl ist.

Offenbar ist
(2) |z] +m < |za™|.

Mit ||z|| bezeichnen wir den Index von z € X, d.h. die kleinste natiirliche
Zahlt:t > 1, (wenn sie besteht), fiir die za'| = oo ist.

Die Abbildung a von X hat einen endlichen Index, wenn ||z|| < oo fiir jedes
Element z € X ist.

Jede Abbildung der endlichen Menge X hat einen endlichen Index; jede idem-
potente Abbildung von Zx (fiir beliebige X) hat einen endlichnen Index; wihrend
z.B. die Abbildung a der Menge X = {1,2,...} : na = n + 1 keinen endlichnen
Index hat.

Ist « eine gegebene (volle oder partielle) Abbildung von X, stellt Schein in
[4] auch die Frage fiir die Beschreibung der quasiinversen Abbildungen 3 von « auf,
wie auch die Frage fiir die Beschreibung der jeniger Abbildungen a, die eine einzige
quasiinverse Abbildung § haben.

Der folgende Satz gibt eine volle Antwort auf die obige Frage, wenn « und
ihre quasiinverse Abbildung 3 einen endlichen Index haben.

Es seien «, 8 € Ix; ¢,y,a,b € X. Die geordneten Paare (z,y), (a,b) nennen
wir Verwandten von Gradk (hinsichtlich «, 8), falls fiir sie gleichzeitig

k—1 k-1
c=cx ﬂ ’ ce{w,y,a,b},

yafp* = zafp* =z und bofB* =ackpt =a
zutreffen.

SATZ. Es sei a eine Abbildung (von X) mit einem endlichen Index. Die
Abbildung B (von X) mit einem endlichen Indez ist eine gqyuaziinverse Abbildung
von a dann und nur dann, wenn sie nach den folgenden zwei Regeln bestimmt ist.

(i) Es seia € Xa, d-h. |a| > 1 ist. Dann ist af ein Element von aa™' mit
moglichst grofter Tiefe'

1 Heir und weiter im Beweis betrachten wir die Tiefe immer hinsichtlich der Abbildung a.
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(if) 1) Es sei fi* das Element zo € X \ X« die folgenden Bedingungen

Toa™ 1m L = g, xoa™P™ € Xy

apa™ 1AM = qy, apa™ = zoa™;
fiir ein gewisses Element a9 € X a und fir die natirliche Zahl m : m > 1 erfillt.
Dann ist agf = xof.

2. Unter den Voraussetzungen von P.1) seien fir z,y € X \ Xa und fir die
natiurliclte Zahl k : k < m die Beziehngen

m—1 1

TQ =ya™”

yakﬂk :makﬂk -

_ m—1, _ k—1 pk—1.
= Zo& ’ Yy =ya /6 ’

gllting und x 3 sei bestimmt.

Dann wird yf3 so bestimmt, daf die Paare (z,y), (zBa,yBa) dic Verwandten
von Grad k sein werden.

Es gelingt den Satz durch Anwendung der Methoden und der Ideen von [4],
wie auch durch Anwendung eines Lemmas von Schein-Gluskin [4] zu beweisen. Das
Lemma besagt:

Das element 8 der Halbgruppe S ist ein quasiinverses Element von o dann
und nur dann, wenn die Bedingungen (1) und
(3) au5u+v v ﬁvav+u18u
fiir alle natiirliche Zahlen 4 > 0 und v > 0 (u + v > 0) erfiillt sind.

2. Quasiinverse Abbildungen und ihre Eigenschaften.
Beweis des Satzes

Bevor wir zu den Beweisen der grundlegenden Behauptungen {ibergehen, be-
merken wir das folgende.
Aus den Gleichungen (o, 3 € Ix)

(4) amﬂmam:am7 6mamﬂm’ (m:1’27"')7

die in jeder zyklisch-inversen Halbgruppe («, 8) giiltig sind, folgt:

1) X 3™ stellt ein Querschnitt von Kernidquivalenzrelation w(a™) = a™oa™ ™

(kurz X ™ H=n(a™)) dar. Auch ist XazEr (™).
2) m(@mp™) =m(a™);  w(B"a™) =w(B™);
3) Xa™mgm™ = X g™; XpBma™ = Xao™.
LEMMA 1. Es seien a eine Abbildung (von X), B eine quasiinverse Abbildung

von « mit einem endlichen Index und a ein Element von Xa (d.h. |a| > 1). Dann
ist aB ein Element von aa™! mit moglichst grofter Tiefe.

Beweis. Es seien m = |a| > 1,b = af8, a9 = af™.
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Da ce = ¢ fiir jede idempotente Abbildung £ € Tx und jedes Element ¢ € Xe
ist, gelten dann auch die Relationen:

aga™ = afma™ =a (da a € Xa™ = XB™a™),
ba = afa = apa™fa = apa™ = a > |b| <m — 1;
b=af = aa™B = af™a™B =bf" ta™B =

=bafma™ ™ = afma™ ! = apa™ = m — 1 < |b|

1

Folglich ist b ein Element von aa~! mit mdglichst grofter Tiefe (= m — 1).

KOROLLAR 1. Es seien a eine Abbildung (von X), B eine quasiinverse Abbil-
dung von o mit einem endlichen Indez; z, a Elemente von X und k (k=0,1,2,...)
eine Zahl, fir die xf*a* = a gilt, dann ist aBia’ =a firi=0,1,...,k.

Beweis. af*a* = a gilt, weil B¥a* eine idempotente Abbildung darstellt und
a € X3%ak ist.

Also ist k < |a| und daher folgt, da8 a € Xaf = Xgt fir i = 0,1,...,k,
d.h. aBia? = a ist.

Das folgende Korollar ist dual zu dem Korollar 1.

KOROLLAR 2. Es seien a eine Abbildung (von X), B eine quasiinverse Abbil-
dung von a mit einem endlichen Index; z, b Elemente von X und k (k =0,1,...)
eine Zahl, fir die ya*3* = b gilt, dann ist ba’B* = b firi=0,1,...,k.

Schliefllich formulieren wir (ohne Beweis) auch das folgende

KOROLLAR 3. Es seien a eine Abbildung (von X), B eine quasiinverse Abbil-
dung von a mit einem endlichen Index und z ein Element von X. Dann gilt es

|za®BY] = o

fiir jede zwei Zahlen u und v mit ||z|| < u und 0 < w.

Die Gleichung |z3P| = oo liefert |z3'a®| = oo fiir jedes Element z € X und
jede zwei Zahlen 1 und s mit p < 1,0 < s.

Also, fiir jede Abbildung a und ihre Quasiinverse 8 mit einem endlichen Index
findet man fUr jedes Element z € X eine Zahl ¢ : ¢t < ||z|| mit ¢ < |za’| und
zalft € Xa.

Setzen wir weiter die Elemente z; € X/Xa (i = 1,...,s) und die Zahl m :
m > 1 mit

(5) mma™ ' =gza =i =z,a™ @™ =m =1, m<|z;a™|

voraus. Dann wird es (nach dem Lemma 1) bei der idempotenten Abbildung
a*fp* (k=0,1,...,m — 1) fiir die Bilder der Elemente z;

|;vz-akﬂk| =0, z;a"B™ =a € Xa.
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Wenn es keine anderen Elemente von X gibt, die Bedingung (5). erfiillen
(d.h. falls die Klasse z;m(a™ 1) mit der Menge S = {z1,...,7,} uberelnstimmt)
so versichert dann die Bedingung X 3™ 'gFn(a™"!) die Existenz des Elements
zo : {To} = SN XB™! mit z;am 1Mt = .

Es ist leicht zu sehen, daB {zo} = zom(ak) N X B* fiir jede Zahl k : k < m —1,
d.h. (zom(a®))ak Bk = zg ist.

Ist za® # zoak fiir die Zahl k : k < m — 1 und das Element x € S, so haben
wir fiir das Element y = za*3* und eine gewisse Zahl ] : k <1 <m — 1:

y = za*B* # zoa® B = xo, ya! B' = moa! B = o, yo! = moa,

dh.y € S ist.

Folglich, entspricht jedem Element zo € X \ Xa eine minimale Zahl m so,
dafl zoa™B™ € Xa. Dabei trifft man die folgenden zwei Falle:

1) Fiir jede Zahl 1 mit 0 < 1 < m gilt es zoa! B! = 0.

2) Fiir die Zahlen k, ko mit 0 < k < kg < m — 1 und die Elemente zg,z,,z €
X\ Xa mit

xakﬂk =z, xak°+1ﬂk°+1 =21, xlam—lﬂm—l =z

gilt es

mflﬁmfl

za™ 1 gm = g = Tow

mflﬁmfl = Zo.

Diese Schlufifolgerungen werden wir wesentlich bei den Formulierungen der
nachkommenden Behauptungen benutzen.

LEMMA 2. FEs seien a eine Abbildung von X, B eine quasiinverse Abbildung
von o mit einem endlichen Index, und

1. es sei fiir das Element o € X \ Xa und die Zahl m > 1:

o™ 1ML = g, oo™ B™ € Xa.

Dann ist £o8 = aof fir ein gewisses Element ag € Xa mit aga™ ™! = ay
und aga™ = xga™.

2. Unter der voraussetzung von P.1 sei fir das Element x € X \ Xa und fir
die Zahl k (k < m):

zaF 10k —1 =2z und za*BF =z

giltig.
Dann ist £ = af fiir ein gewisses Element a € Xa mit aa*~13¢1 = a und
ack Bk = aq.

Beweis. 1. Bezeichnen wir durch ag das Bild von x¢ bei der idempotenten
Abbildung
amflﬂma — ﬁamﬂmfl‘
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Daraus erhalten wir:
oo™ M = ag = apa™ " Mo (da ag € Xa™ ' 3™ma),
= (apBa)a™ 1™ = apa™ ™! (da ap € Xa, S. Korollar 1),

aof = (woa™ "' ") Baf = mofaf = mof ,mefa = agfa = ag.
Auflerdem gilt es noch:

zoa™ B o = (zofa)a™ ™ = aga™ B™;
apa™ = apa™Bma™ = (zoa™ " a)a = (oa™) " o™ = oo™

(da zoa™B™ € Xa = m < |Toam])-

2. Setzen wir a = za*~13%a = zBa* 3%, so erhalten wir:

acXa, afa = a,
a= aﬂakﬂk_l — (aﬂa)ak_lﬂk_l — aak_lﬂk_l,
af = za* 1% af = zab 1 BF = 2, zfa = afa = a.

Die Gleichung za* 8% = x liefert weiter

zak ¥ a = zofa = ao,

ap = za¥ ¥ a = 280k gF = (2Ba)af BF = ackgE.

Das Lemma ist bewiesen.
Daraus leiten wir leicht fur &k : k < m ab:

zak = zgak, ac® = apa®,

(6) za™ ! = 20a™ " # apa™ ™ = aa™ ™,

za™ = 2ga™ = aqpa™ = aa™.

LEMMA 3. Es seien a eine Abbildung (von X) mit einem endlichen Index, 3
eine unter den Bedingungen der Punkte (i) und (i) (des Satzes) bestimmte Abbil-
dung. Dann gilt es stets

=8 = [l=|l +w

fir jedes Element x von X mit |z8%| < oo (w =0,1,...).

Beweis. Den Beweis filhren wir durch Induktion iiber den Exponenten w.
Der Fall w = 0 ist trivial. Die Behauptung sei nun schon fiir alle z € X mit einem
Exponenten k : k¥ < w bewiesen und es sei 3* = b. Dan sind die folgenden zwei
Fille zu treffen.
1) 1 < |b|. In diezem Falle ist 3%+ = b3 nach dem P. (i) des Satzes und es
ist
e8| = 1881l = lIpll + 1 = [l2B8*(| + 1, [lz8* || = [|l=]| + & + 1.
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2) 0 = |b|. In diesem Falle besteht nach dem P. (ii) des Satzes (s. auch (6))
ein Element a € X, so dafl

b8 = af und |laf| = ||| = [lz]| + &
ist. Es ergibt sich
16811 = llaBll = llall + 1 = [lbll + 1, [lep**[| = [|8]| = [l + &k + 1,
Schwieriger ist der Nachweis des folgenden Hilfsatzes.

LEMMA 4. Es seien a eine Abbildung (von X) mit einem endlichen Index, 3
eine unter den Bedingungen der Punkte (i) und (i) des Satzes bestimmte Abbildung
und es seien z ein Element von X und w eine natirliche Zahl mit |23"| < co. Dann
existiert ein Element ¢ von Xa und die Zahl n : n > 1 derart, daff die folgenden
Beziehungen

w<lel, 28 =cp",
za™ =ca®, und za™ ' #ca™ '(ob z # c ist)
gelt en.

Beweis. Der Fall w < |z| ist trivial — z = c¢. Deshalb setzen wir voraus daf}
|2| < w ist und es seien z; und ¢;(j = 0,1,...) die jenige aufeinanderfolgen nach
den Punkten (i) und (ii) bestimmte Elemente von X mit

(7) ;B9 = 241, lzgl =0; 28" =2,
(8) ziB3 = ¢; P, zjaki g # z;
und

taki=1gki=t =t fiir t € {zj,¢;}-

Die elemente ¢;(j = 0,1,...) bestehen nach den Ungleichungen |28%| < oo
und |z| < w.

Betrachten wir vorher einige Beziehungen, die diese Elemente und ihre Tiefen
erfiillen.

Es ist leicht zu sehen, daf (nach P. (i)) fiir jedes Element a von X« und jede
Zahl k mit aa®B* = a stets

9) lad?| = |a| +1i, aad’fi=a, adkfF i =aal,
fiir jede Zahl i : i < k gilt.

Die Beziehungen (7) ergeben
(10) Zral = ¢ 2l = 25

und nach (8) und (9) folgt es, daB |¢;| < kjp1 — 1 ist.
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Auflerdem gilt es auch;

(cja® 71857 = ¢)&(zj410/% = ¢;)  (nach (9))
= zjpalilthi—lghi=l — 5. glesl (nach (10))

cj|+ki—1lcj|+k;i—1
:>Zj+la‘J| J ﬂ|a| J = Zj+1

Es liefert (nach (8))
(11) ki +lcjl < ki

Daraus folgt es durch Induktion, daf§

J
kjy1 > ko + Z |ei]

i=0

ist.
Setzen wir sy = Ef:o |c;|. Dann leiten wir ab:
kjt1 > s,
k: —1 pk; —1 nach (9)
(i1 = 10T BH TN (s; < kjy1 — 1) =

(12) Cit10° % = cjp1 =
(13) lejt1a™ | = [cj1 + 85 = 841

Offensichtlich, falls die Summe sg41 difiniert ist, gilt die Ungleichunhg s <
Sg+1. Treten wir zum Beweis des Lemmas ein. Am Anfang betrachten wir den Fall,
falls

(14) 0 <w<|eo| hgilt.

Dann ist Gleichung 23% = ¢f%nach (7) von dem Element ¢ = ¢ya'* und die Zahl
n = ko — |z| erfiillt. Es sei weiter

(15) Sp—1 <w < sp, p=12,...
Wir haben

208" = coB” = 210/%1BY = (zral®l gl guleol = 7 gr=leol (nach (10)),
208" = (218)8Y 10 " = e U710l = (zpalrl)grrieol = gppv e,

zoﬂw — CO,Bw — Clﬂwlco‘ — czﬂwfsl — .= CpﬂW7SP71.
Also 2" = cof* =7TpB", wobei

Cp = cpa’ ! und [Gp| = s, > w (nach (12)) ist.
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Schlieflich, wenn wir mit ¢ das Element ¢,a/°':
(16) c=7ca® = a1t (p=1,2,..))
bezeichnen, errichen wir
2% = 6,8V = (6,0 BY = ¢pv, fir p=1,2,...
Hier gilt es noch
le| = [epall| =5y + |2l 2w + |2 >w, (P=1,2,...).

Es bleibt noch zu beweisen, dafl eine solche Zahl n mit za™ = ca™ und
za™ 1 # ca™1 existiert, wenn |2| < w ist. Zu diesem Zwecke ergiinzen wir die
Bedingungen (7) und (8) mit den Beziehungen

(17) zjakighi = c;akiphi = ¢; (j=0,1,...).

die aus P. (ii) folgen.
Weiter filhren wir den Beweis durch Induktion {iber die Anzahl der “erzeu-
genden” Elemente p von ¢, : ¢, = cpa’®~1, indem wir am Anfang die Relationen

n 1

(18) za" =", 20a™ 1 # cpam”

firn=mnp, =k, —sp—1 (p=1,2,...),n0 = ko beweisen werden.
Tatsachtlich gilt die Behauptung fiir p = 0 und n = ky. Nehmen wir an, daf}
sie fiir jedes Element c; mit j < p gilt. Dann leiten wir fiir n = kj41 — s; und

uj —kjr1 —k;j —|¢;| >0 (nach (11)) ab:
zoa" = (zgakf_sf—l)a“j - Ejakj+1_sj — Cjakj+1—5:'+sa‘—1 -

Cjaki*'l*lcjl = zj+1ak5+1 = cj+1ak5+1 = Ej+1a".

(¢jB19 = 2j41)&(zj410%% = ¢j10bi+1) =
Cjakj+1—|cg-\ - Cj+1akj+l.
2085 = o3 = z Il = ¢ pFiIcol = ... = 2% 7% = g5,
zoakitr—sim1 = (ZOﬁS;‘)akﬁ-rl — zj+1akj+1*1 # cj+1akj+1*1 — 5j+1akj+1*5r1‘
Auflerdem (nach 9)

cjakiphi = ¢; = cjakiphi—si-1 = ;%1
(19) ;o™ =¢j.

Hierher folgt die Richtigkeit des Lemmas bei z = zal?l, ¢ = Ej+1a|z| und
n=n,— 2|
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KOROLLAR 4. Es seien a eine Abbildung (von X) mit einem endlichen In-
dez, 8 eine unter den Bedingungen der Punkte (i) und (ii) des Satzes bestimmte
Abbildung. Dann sind

a¥fva¥ = a¥, fPa¥BY =pF = (w=1,2,...).

Beweis. Die erste von den beiden Gleichungen ergibt sich leicht aus P. (i) und
der Ungleichung w < w + |z| < |za™|.
Die zweite Gleichung priift man leicht fiir jenige Elemente z € X, fur die

|zB*| = oo ist. Es seien nun z ein Element von X mit |z8%| < oo und z das jenige
Element von X mit fiir die

aB¥ = z5%, w < |a| und zg = ap!®
gilt. Dann haben wir:

mﬁwawﬁw — aﬁwawﬂw — (.’L’()Oé‘al)’f]waw,@w —

(w0a|a|7u))awﬁw — aﬁw — l'ﬁw.

Beweis des Satzes. Die Notwendigkeit von Satz 1&8t sich nach einem
Schema beweisen, das jenem von den Lemmata 1,2 analog ist.

Umgekehrt, erfiillen die Abbildungen « und g die Bedingungen des Satzes,
dann ist es zu beweisen, daf} («, 3) eine zyklisch-inverse Unterhalbgruppe von Zx
darstellt, d.h. a zusammen mit 3 die Bedingungen des Lemmas von Schem - Gluskin
geniigt.

Der Beweis von (1) folgt aus dem Korollar 4.

Also brauchen wir noch die Gleichung (3) zu beweisen. Es seien z ein be-
liebiges Element; a,b Elemente von X; u,v und n die Zahlen fiir die

2B’ =ap’, v<la|, b==za"pg", za" = aa”, za™ ! #aa™ L.
Dabher ist es (nach dem Korollar 4):

(20) b=za"B" = b=>ba"g" = |z| < |b|
(21) b==za"p* = za" = ba".

Nach dem Tiefe vom Element z unterscheiden wir die folgenden zwei Fille:
I. v < |z|. In diesem Fall erhalten wir, da§ die Gleichungen (nach (21) und

(20))
za" BB a” = ba" 4 4 a" = bf e’ =b,
b/@va’vau/@u — wauﬂu — bauﬁu — b,
gelten, d.h. za*B¥tva? = 2B a?T44%.

II. |z| < v. Hier betrahcten wir wieder zwei Unterfélle.
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1. n <wu. Es gilt:
(za™ = aa™)&(n < u) = za® = aa™ = ba® (nach 21))
aaf* =ba B =b=|a| < |b| = v < |b] = bB%a” =0,
xauﬁuﬁ’ua’l} — bﬂva’v — b,
2. u < n. Bemerken wir vorher: nach dem Lemma 4 und ihr Beweis lassen
sich flir u < n von den Gleichungen

za" =ba", za" =aa”, zB" =af"
die Gleichungen (nach (19))
ac*B* = a, aB’ = zB8° = bB3"
erhalten. Weiter haben wir:
zatBU6Ya" = batBBYa’ = bB¥a’ = af’a’ = a,
zB’a’a"p" = af’a’a"p" = aa"p" = a.
Der Satz ist bewiesen.

Zur Erginzung des Beweises lassen wir bemerken, dafl im Falle, wenn fiir eine
gewisse Klasse 7, der Schnitt X Nz7,lpha unendliche viel Elemente mit moglichst
grofiter Tiefe enthélt, werden dann (za)B durch Auswahlpostulat versihert.

KOROLLAR 5. Der Abbildung a von X mit einem endlichen Index entspricht
eine einzelne quasiinverse Abbildung von X dann und nur dann, wenn jede Klasse
z7e (x € X) nur ein einzelnes Element mit mdglichst grifiter Tiefe enthdlt und
gleichzeitig ihre anderen Elemente eine und dieselbe Tiefe haben.

Beispiel 1. Die Abbildung

1234567891011121314 151617 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31
- (112223678 910 4 41214151613 1318201922 5 5242625252829)

hat z. B. als quasiinverse Abbildung die Abbildungen

123 4 5678 9101112131415 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31
= 13612247891011 11418151617 11 20 22 21 17 23 17 26 28 27 16 30 31 32 23

Baxfs =xfy fir z # 30,31 und 308y = 315, = 16;
,83 : .'L',83 = ib'ﬂl fir = # 27, 30,31 und 27ﬂ3 = 30,@3 = 31ﬂ3 =0.
Die Paare (27, 30); (15, 20) ((30, 31); (20, 22)) sind die Verwandten (hin-
sichtlich «, 81) von Grad 3 (von Grad 2).
Die Paare (27, 30); (15, 15) ((30, 31); (15, 15)) sind die Verwandten (hin-
sichtlich , 32) von Grad 3 (von Grad 2).
Die Paare (27, 30); (8, 8) ((30, 31); (8, 8)) sind die Verwandten (hinsichtlich
a, f#3) von Grad 3 (von Grad 2).
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Laut Djadcenko, Schein [2] ist die Ordnungszahl jeder endlichen zyklisch-
inversen Halbgruppe

Grp=[a]:a"? =a" gleich r(r+1)(2r+1)/6 +p— 1.

Wir wenden diese Ergebnisse auf das Problem von Schein [3] an: Welche
Zahlen konnen Ordnungszahlen der Unterhalbgruppen der symmetrischen Halb-
gruppe Z, sein? Dann gilt

KOROLLAR 6. Jede Zahl des Intervals
[r(r+1)(2r+1)/6,7(r +1)2r+1)/6 +n —7 —1],

wobei 1 <1 < n—1 ist, ist eine Ordnung der (zyklisch-) inversen Unterhalbgruppe
vonL,. Firr(r+1) <n+1 (d.h. firr < —0,5++/0,25+n + 1 sind Ordnungen
alle Zahlen von dem Interval

[L,r(r+1)2r+1)/6+n—1r—1].

Der Beweis folgt unmittelbar aus der Tatsache, daf fiir die Elemente von Z,,
bei fixiertem r von [1,m — 1], p € [1,n — r] und da die Funktion f(r) = r(r +
1)(2r +1)/6 eine monoton wachsende Funktion ist, sind Ordnungen alle Zahlen des
Intervals [1, f(r) +p—1], wenn f(r) < f(r—1)+p=f(r—1)+n—(r —1) ist.

Herrn L.M. Gluskin sei fiir einige Bemerkungen zum Manuscript der Arbeit
gedankt.
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