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UNE GENERALISATION NATURELLE DU PRODUIT SCALAIRE
DANS UN ESPACE NORME ET SON UTILISATION*

Pavle M. Milicié

Résumé. Pour un espace X normé, réel ou complexe, on définit avec (1), (2) et (5) la
généralisation unique du produit scalaire. On démontre que cette généralisation a des propriétés
meilleures que celles des généralisations correspondantes de Tapia [9] et Abreu, Canavati [1].
Mettant a profit la fonctionnelle g définie par (2), on établit certaines propriétés nouvelles des
notions suivantes: convexité stricte (CS), complexe convexité stricte (cCS), convexité ci-stricte
(Cc1S), lissité (L), complexe lissité absolue (cLA) et c¢;-lissité absolue (c1LA).

Nous nous tiendrons a la terminologie suivante.

X est un espace normé sur le corps & (# = Rou & = C). X* est le dual
topologique de X. S(X) := {z € X|[||z|]| = 1}, U(X) = {z € X||]z|]| < 1}.
Jo = A{f € X[ f(@) = [[fI[ 1| [ 71| = [l=[}-

(1) re(w,y) = lim (o +tyll - [l=ll); =y € X,z #0.
(2) 9(z,y) = (l2|l/2)(7-(z,9) + 74 (2, 9))-

Gy == {y € X|7_(2,y) = 74 (z,9)}. d(y,Go) :=inf|ly—gl|, g € Go. Pour Y C X~,
Y, ={ze X|(VfeY)f(x) =0}. ReJ,)L:=1{heX|(Vfe€ J,)Ref(h) = 0}[z]
désigne la combinaison linéaire sur {z}.

A:={2€C||z|=1}, D:={z]||]?| < 1}, D:= DU A.

Ay :={-1,1}, Dy :=(-1,1) C R, Dy :=[-1,1] C R.
Ay ={-1,1,—4,i} C C, D; est 'intérleur du carré dont les cOtés sont les segments
aux extremités —1, 1, —i, i. D est ’ensemble D; avec sa frontiére.

Soulignons que les fonctionnelles 7_, 7, et g existent sur X2, pour chaque
espace X.

*) Communiqué au First International Workshop in Analysis and its Applications, Dubrov-
nik — Kupari, 01-11 06 1986.
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Il est bien connu que le point z € S(X) est un point lisse de la sphére S(X)
si et seulement si 7_(x,y) = 74 (z,y) pour tout y € X. Un espace X est lisse si et
seulement si chaque z € S(X) est un point lisse. Le point z € S(X) est un point
extréme de U(X) si ||z + y|| < 1 entraine y = 0. Si chaque point de S(X) est un
point extréme de U(X), on dit que I’espace X est strictement convexe (SC).

Ajoutons encore quelques définitions connues.

Définition 1. [10]. On dit que z € S(X) est un point complexe extréme de
U(X) (point c-extréme) si I'implication

3) lz+ Ayl <1=y=0

est vraie.

On dit que X est un espace complexe strictement convexe (¢SC) si chaque
point z € X est un point c-extréme de U(X). En substituant, dans (3), A1, a A,
on obtient la notion de convexité ¢;-stricte (Ccy.S) et en substituant, dans (3), Ag
a A, on obtient (CS).

Definition 2. [5]. On dit que z € S(X) est un point complexe absolument
lisse de S(X) si pour chaque y € X il existe A € A tel que

(2, Ay) = 71 (2, Ay)-

On dit que X est un espace absolument c-lisse (¢cLA) si chaque z € S(X)
est un point complexe absolument lisse. Par reduction de ’ensemble A & A; on
obtient la définition de la notion de ¢;-lissité absolue (¢; LA) d’un espace X, et en
substituant {1} & A on obtient la noton de lissité (L) d’un espace X.

Sans doute, le produit scalaire (., .) est la fonctionnelle la plus importante sur
X5, pour chaque espace préhilbertien X. II est synonime de la méthodologie d’un
espace préhilbertien. A causse de cela on a considéré beaucoup de généralisations
du produit scalaire dans des espaces normés. Mais, la plupart de ces généralisations
ne sont pas applicatives. A cause de cela citons une proposition de Tapia [9]: Pour
qu’une application (.,.) : X? — & soit une généralisation naturelle du produit
scalaire, elle doit satisfaire aux conditions suivantes: (a) {z,y) est bien défini; (b)
(z,z) = ||z||%; (c) [{z,v)| < ||=|||]ly|| (Vinégalité de Cauchy-Schwarz-Buniakovsky);
(d) s’il existe un produit scalaire (.,.) sur X2, alors on a (z,y) = (z,y), pour tout
z,y € X.

L’application (.,.) définie par Tapia [9] avec

(4) (.Z',y) = ||.Z'||7'+(.’L’,y),

pour un espace reél posséde les propriétés (a)—(d).
L’application [.,.] que nous avons définie [6] avec

pour un espace complexe posséde les propriétés (a)—(d).



Une généralisation naturelle du produit scalaire dans un espace normé ... 65

Abreu et Canavati ont défini une généralisation du produit scalaire [1] sous
la forme suivante: Soit

F :={F | F est un ensemble compact, convexe et borné de &}.

Alors, pour tout X par

(6) (5 2) :=={oW)lp € Jo}

on définit I’application (.;.) : X2 — F qui a les propriétés suivantes:
(i) (z+y;2) C(m52) + (152), (i) (Az3y) = Az3y),

(iii) (z;2) = {||z[[?}, (iv) max|(z;9)| < ||| |lyl|-

Signalons que notre généralisation (5) (pour le cas réel (2)) est apparue
avant les généralisations (4) et (6). Cependant les généralisations (5) et (2) ont
de meilleures propriétés que les généralisations (4) et (6). En effet: 1) les fonction-
nelles g et [.,.] sont définies de maniére unique pour chaque espace normé et elles
remplissent les conditions (a)-(d) (voir (9) et (13) de [6]); 2) la fonctionnelle g est
homogéne par rapport au second argument, mais la fonctionnelle n’est pas homo-
gene (voir (1) et [3] de 6); 3) dans quelques espaces non triviaux (les espaces qui ne
sont pas lisses, par exemple L) la fonctionnelle g ([.,.]) est additive par rapporte
au second argument (par rapport au premier argument), mais la fonctionnelle (., .)
(application (.;.)) ne 'est pas (exemple 1 et exemple 2 de [7]); 4) si X est lisse
(par exemple X = LP, p > 1, alors on a

{z,9)} = {9(z,9)} = (y;2), 2,y € X pour le cas réel,
{ly,z]} = (y; ), 2,y € X pour le cas complexe.

Le vrai rapport des généralisations [.,.] et (.;.) donne le théoréme 1. Mais,
disons d’abord que le nombre ¢ = a + i est le centre de 'ensemble F' € F si le
nombre « est le centre de la projection de F' sur axe Oz, et que 3 est le centre de
la projection de F' sur 'axe Oy du plan zOy.

THEOREME 1. Pour chaque T,y € X, x # 0, [y, z] est le centre de I’ensemble
(y; ).

Démonstration. Tout d’abord soulignons que, pour tout y € X et tout ¢ € J,
on a

(7) llz[|7-(z,y) < Rep(y) <|lz|lr(z,y)  [4, p. 349)].
Donc,
(8) [[z]|7— (2, iy) < Re(iy) < |[z||74 (2, iy).

Comme on a Re p(iy) = —Im p(y), 'inégalité (8) donne

—||z||my(z,iy) <Imp(y) < —||z||7—(z,iy).
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En outre, pour chaque o € R tel que ||z||7—(z,y) < a < ||z||7+ (=, y), il existe
un ¢ € J, tel que Rep(y) = a [4, p. 349]. Etant donné qu’en plus

llzllr—(z,y) < g(z,y) < ||zllm4(z,y)

il existent des @, € J, tels que Rep(y) = g(x,y) et Imyp(y) = —g(x,iy). Soient
alors A4 (y) = {¢(y) | ¢ € Jo, Rep(y) = g(z,y)}, Bo(y) = {¢(y) [¢ € Jo, Imep(y) =
—g(z,iy)}. L’ensemble (y; z) est compact, convexe, fermé et borné dans C'(R). Cela
signifie que les ensembles A, (y) et B, (y) sont deux segments orthogonaux (ou 'un
d’eux est un singleton). Désignons par P et @ les extrémités du segment A, (y)
et par R et S les extrémités du segment B,(y) (Fig. 1). Alors, PSQR appartient
a 'ensemble (y; ) et lintersection de leurs diagonales, le point g(z,y) — ig(z,iy),
appartient & cet ensemble.

-1, e L -----------------------
N
-§Giy) £

1A T,0598)

0

I gy WG )

COROLLAIRE 1. La fonctionnelle [.,.] posséde les propriétés suivanles:
(9) [Az,y] = Alz,y]; z,y €X,
(10) llz, 9]l < ll=llllyll; =y €X.

Démonstration. D’apres (ii) les ensembles (Ax;y) et A(z;y) ont des centres
égaux, c’est-a-dire on a (9). En appliquant (iv) on obtient (10).

De l'inégalité (10) s’ensuit I'inégalité
(11) 9 (@, y) + g (@, iy) < ||| [ly]].
Cette inégalité est plus exacte que l'inégalité correspondante dans [6].

Dans le cas réel, le théoréme suivant a été démontré par Godini [2]. Nous
donnons une démonstration nouvelle de ce théoréme pour le cas complexe ou le cas
réel.

THEOREME 2. Pour X sur & (& = R ou & = C) on a la représentation
(12) Gy = (ReJy)L®[7], z€X.
Démonstration. Soit y € (Re J;)1L @ [z]. Alors il existe un scalaire unique

A = a +if et un vecteur unique h € (ReJ;), tels que y = Az + h. D’apres (3)
dans [7] pour un espace X on a

(13) T4 (z,ax +b) = a||z|| + br=(z,y); a,b€ R,b>0.
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Cette égalité est valable aussi pour X complexe. En effect si X, est ’espace
normé réel associé a ’espace X complexe, alors, pour chaque z,y € X il s’ensuit
que z,y € X,. Par conséquent,d’aprés (13), on a

T (z,y) = T2 (z, az + ifz + h) = a|z|| + 7 (z, Bz + h).

Comme 74 (z,ifz + h) 2 74 (z,ifz) + 7o (z, h) [6, (14)] et étant donné qu’il existe
des p1,92 € J, tels que Rep1(h) = 7_(z,h) et Rey1(h) = 74(z,h), il s’ensuit
que 7+(x,h) = 0. De plus, on vérifie sans peine que 7+ (z,i8z) = 7+(z,iz) = 0
pour 8 > 0 et 74(z,ifz) = 7¢(x,iz) = 0 pour B < 0. Par conséquent on a
T (z,y) = 74(z,y) = a||z||. On déduit de ce qui précede que

(Re Jz)L @ [z] C G-

Soit maintenant y € X. Alors il existe un f € J, tel que le nombre f(y)
est le centre de l'ensemble (y;z) (Théoréme 1). Puisque ¢ Ker f, il existe un
h € Ker f et un A € & tels que y = Ax + h. Suivant la démonstration du théoreme
1, dans ce cas, il s’ensuit que Re(y; x) est un singleton; ainsi pour tout ¢ € J,, on

aRep(y) = g(z,y) = Re f(y) ou Rep(h) + Re \||z||? = 0+ Re)||g||?>. C'est-a-dire,
h € KerRe ¢, et nous avons G, C (Re J;) 1 @ [z].

THEOREME 3. Pour tout X normé on a
(14)  |l=||(74(z,y) — d(y,Ge)) < g(=,y) < ||z]|(7-(z,y) +d(y,Gz)), = # 0.

Démonstration. Soit X, ’espace normé réel associé a ’espace X. L’ensemble
G, est un sous-espace de l'espace X, [2]. Soient fi, fo € J; tels que Re fi(y) =
|zl (2,y) et Re fo(y) = ||z[|7—(z,y). De (12) il s’ensuit que G, C Ker (f1 - f2)/2
ouRe(fi — f2)/2 € GE. En outre Re (f1 — f2)/2 € Re X* et |[Re (f1 — f2)/2]| < L.
(8) dans [3] entraine pour X réel
(15) d(y,G,) = max{p(y) | ¢ € G, |lell <1}.

Pour ¢ = Re (f1 — f2)/2 de (15) on obtient
d(y,Gz) 2 Re (f1 = f2)/2(y) = (74 (2,9) — 7 (2,9))/2.
Donc, pour tout X réel ou complexe on a
(16) T(z,y) —7-(z,y) < 2d(y,Gs), w,y € X.
Par définition de la fonctionnelle g nous avons
9(z,y) = [|z[[7(z,y) + (||2[|/2) (r+(2,y) — 7-(2,9))
= lzllre (2,9) = (|=1l/2) (74 (@, y) — 7 (2,9))-
En appliquant encore (16) on obtient (14).
COROLLAIRE 2. Pour tout X réel ou complexe on a

(17) g(z,y) + g9(z, 2) — ||=||(d(y, G5) + d(2,G,)) < g(z,y + 2) <
< g(z,y) + g(x,2) + ||z||(d(y,Gz) + d(2,Ga)); x,y,2 € X.
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Démonstration.

9(z,y) + g(z,2) <||z]|(7—(z,9) + 7 (2, 2) + d(y,Gz) + d(2,G.)) <
<lzllm—(z,y + 2) + d(y, Gz) + d(2,G2) < gz, y + 2) +||2]|(d(y, Ge) + d(2,Gy))

De ce qui précede il s’ensuit que
9(z,y + 2) 2 g(2,y) + 9(x, 2) — [|«||(d(y, Gz) + d(2, Gz))-
Utiliser les inégalités (14),
(€Y +2) 272(0,y) + (2, 2) et [zl (z,y) < g(2,y) <||z]|7 (2, 9)-
On obtient de facon analogue

9(z,y +2) < g(@,y) + g(z, 2) + ||z]|(d(y, Gz) + d(2, Gy)).

Nous allons prouver, maintenant, que la fonctionnelle g est trés importante
pour certaines caracterisations geometriques de ’espace X.

THEOREME 4. z € S(X) est un point c-extréme (c;-extréme i = 0,1) si et
seulement si pour tout A€ A (A€ A;) on a

(18) g(z+ Ay, Ay) =0=y =0.
Démonstration. Premiérement citons le théoreéme 1 de [8]: Soit z € S(X) et
y € X tels que (YA € A)||z + Ay|| < 1; alors:

(Vf€ L)f(y) =0 et (YA€D)|lz+ Xyl =1.

On vérifie sans peine que ce théoréme reste vrai si 'on substitue A; (i = 0,1)
4 Aet D; & D. Nous allons prouver le théoréme 4 pour le cas A. Soit z € S(X)
un point c-extreme de U(X) et (VA € A)g(z + Ay, Ay) = 0. Alors on peut écrire
g(z+ Xy, \y +x —x) = 0, d’ou, d’aprés (13), on aura ||z + \y||? = g(z + Ny, —z) <
||z + Ay||- Donc, (VA € A)||z + Ay|| <1 et par conséquent y = 0.

Soit maintenent
(19) (VAe )|z + M| <1.
Cette condition d’aprés le resultat cité dans [8] donne
(20) (VA€ D) ||z + Ay|| = 1.
Ceci signifie que, pour tout A € D,

T_(x + Ay, Ay) < g(z + My, Ay) < 7 (z+ Ay, \y) ou

. 1 . . —1 N
(21) Jim ¢ {le+ A0+l — 1) < oo+ Ay, o) < lim ¢l A+ Dyl 1]
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Pour A =¢*/3, o € Rett € [-1,1] on a ||z + A(1 + t)y|| = 1, puisque les limites
antérieures sont égales a zéro. Donc, pour A € A on a

9(x+Ay/2,Ay/2) =0

et, d’aprés (18), y/2 = 0, c’est-a-dire y = 0.

COROLLAIRE 3. Un espace X est c-strictement conveze (c;-strictement con-
veze 1 = 0,1) si et seulement si pour tout z € S(X) on a Uimplication (18).

Par conséquent nous obtenons un critére nouveau pour la convexité d’un
espace X sous la forme:

COROLLAIRE 4. Un espace X est strictement convexe si et seulement si pour
tout € S(X) on a Vimplication g(x +y,y) =0 =y =0.

THEOREME 5. Un point z € S(X) est un point absolument c-lisse (c;-lisse)
de la sphére S(X) si et seulement si pour tout y € X il existe un A € A (A € 4A;)
tel que

(22) limg(z + thy, Ay) = g(z, Ay) (¢ € R\{0}) et

(23) d(z,Goyirng) = 0(t) (t—0).

Démonstration. Soient z € S(X),t >0, A € X, z+tAy # 0, pour lesquels on
a (22) et (23). En utilisant les proprietés: |g(z,y)| < ||z||||y||, 9(x,z) = ||z||* et le
corollaire 2, nous obtenons
[z + y|? —[lall [l + ] _ g9(z + thy,z + thy) — |g(z + thy, )|
||z + tAyl| - [l + tAyl|
lg(z + tAy, z)| + ||z + tAy|| d(@, Guyiry) + 9(z + Ay, thy) + ||z + tAy|[ d(tAy, Gogny)
[l + tAyl|

+d(z, Gpyiny) + AEAY, Goting)-

llz + tAyl| — |||l =

<

_g(z +tay, )| _ tg(z +thy, Ay)
|z + tAy]] |z + tAyl|

Comme
d(tAy, Gz-‘rt)\y) =d(z +thy — z, Gz-i—t/\y)

<d(z + tAY, Gotrg) + d(—2, Goring) = d(, Goring)

il s’ensuit que

o+ il = llell _ g+ DMl | dla, Garany)

24
(24) t - ||z + tAy| t
Donc, I'inégalité (24) et les conditions (22) et (23) impliquent 'inégalité

Comme on a, encore, g(z,A\y) < 74(x, Ay), il s’ensuit que g(x, Ay) = 7 (x, \y) =
7 (x,\y). Si, pour t =ty # 0 on a x + toAy = 0 alors y = —(tpA) "'z et

u™t ([ +uyll = llzll) = u (11 = (toN) "Hul = 1) = w™ (V1 ~ 20u cosp +u?g? — 1)
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olt u € R\{0} et (tcA)~! = o cosp + i sin . Par conséquent 7 (x,y) = —g cos ¢,
c’est-a-~dire 7_(z,y) = 7+ (z,y).

Supposons maintenant, pour z € S(X), y € X, qu’il existe un A € A tel que
(26) T— (ZU, )‘y) =T+ (Ilf, )‘y)
Soit f(z,Ay,t) := ||z + t\y|| — ||z||; =,y € X, 2 #0, t € R. 1l est évident que la

fonction réelle f est convexe par rapport a t. Comme on a

i L@ = F(@2g,0) _ [l eyl = el _
t—=40 t t—10 t

T+ (33, )‘y)

de (26) on déduit que la fonction f est dérivable par rapport a ¢, pour ¢ = 0. Alors,
d’apres le théoréme sur une fonction convexe dérivable, il s’ensuit que la dérivée
Of /Ot est une fonction continue 4 gauche dans le point ¢t = 0, et continue & droite
dans t = 0. Désignons par f! (z, Ay, u) la dérivée & droite (& gauche) dans le point
t = u. Il est évident que

(27) f:ll:(ma)‘yau) :T:t(x+)‘uya)‘y)a fi_L(a:,)\y,()) :Ti(xa)‘y)a
ce qui prouve qu’on a
(28) lim f (2, Ay, u) = fi(z,2y,0) = 72(z, Ay)-

Comme on a, encore,
llz + udyl|7- (= + udy, Ay) < g(z + Iy, Ay) < ||z + wy[|74 (2 + udy, Ay),

de (27) et (28) nous déduisons lin}) g(z+uly, \y) = g(z, A\y). Il faut, encore, vérifier
u—

que d(x, Gz qry) = 0(t). Cependant, pour z,y € X, Ag € A et t € R fixés, il existe
un X € A tel que 7_(z + tAoy, Ax) = Ty (z + thoy, Ax). Alors Az € Goingy e,
d’aprés le théoréme 2, £ € G,q4x0y- Par conséquent d(z, Gyyirey) = 0.

COROLLAIRE 5. Un espace X est absolument c-lisse (c;-lisse) si et seulement
si on a (22) et (23) pour chaque x € S(X).

COROLLAIRE 6. Un espace X est lisse si et seulement si, pour tout x,y € X,
on a lim g(z +ty,y) = 9(z,y) et d(@,Gr1y) = 0(t) (t = 0).
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