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CARACTERISATION DE LA STABILITE
D’UN PROBLEME DE MINIMISATION
ASSOCIE A UNE FONCTION
DE PERTURBATION PARTICULIERE
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Communicated by Gradimir Milovanovié

Abstract. We present necessary and sufficient conditions for the lower semi-
continuity and exactness of the infinimal convolution f*Vg*, where f* and g* de-
note respectively the conjugate of two convex functions f and g. Our goal is to
characterize the stability of a minimization problem: inf; ¢(z,0) where ¢ is given

by ¢(z,u) = f(z) + g(z — u).

Résumé. L’objet de cet article est d’établir des conditions nécessaires et suff-
isantes pour la semi-continuité inférieure et I’exactitude de I'inf-convolution f*Vg*
ou f* et g* désignent respectivement les polaires de deux fonctions convexes f et
g. On montrera en particulier: une condition nécessaire pour que f*Vg* soit sci,
est que l'ensemble U, ,,_, | <,[0F(2) + Og(y)] soit dense dans le domaine de (f + g)*
pour tout n > 0. Notre travail est motivé par la caractérisation de la stabilité
d’un probléme de minimisation associé & une fonction de perturbation ¢ de la forme
(z,u) = f(z) + g(x — u).

Introduction. L’objet de cet article est de donner des conditions nécessaires
et suffisantes en terme de sous-différentiel & ¢ pres, assurant la semi-continuité
inférieure de l'inf-convolution polaire f*Vg* ou f et g sont deux fonctions de I (X).
La semi-continuité inférieure et ’exactitude de f*Vg* apparaissent en optimisation
convexe, lorsque le probléme & minimiser se présente sous la forme (voir [3], [5]):

(P) inf ¢(x,0) ot ¢(z,u) = f(z) +g(x —u)

ol f et g sont deux fonctions convexes propres sci définies sur un espace localement
convexe, mis en dualité séparante avec un autre e.l.c Y. (les topologies de X et YV
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sont supposées compatibles avec cette dualité). Le probléme dual de (P), noté (P*)
est défini par:

(P*) sup{—¢"(0,y) |y €Y} ot ¢*(v,y) = f*(v+y) +g"(~y).

Ce probléme permet d’interpréter plusieurs phénomeénes, tels que les prix en
économie, les forces en mécanique ol les multiplicateurs de Lagrange en program-
mation mathématique. La stabilité du probléme (P) équivaut & inf P = sup P*,
ce nombre est fini et (P*) admet au moins une solution. L’égalité inf P = sup P*
se traduit par (f + g)*(0) = (f*Vg*)(0), ce qui n’est autre que la semi-continuité
inférieure de f*Vg* en 0. Les solutions de (P*) lorsqu’ elles existent sont les points
d’exactitude de f*Vg* en 0. Dans la section 3, nous comparons les hypotheéses de
Joly [4] et celles d’Attouch-Brezis [1], relatives toutes les deux & la semi-continuité
inférieure et & 'exactitude de f*Vg*. On montrera que ’hypothese d’Attouch-
Brezis est plus faible que celle de Joly. Nous donnerons ensuite dans la section 4
une condition nécessaire et suffisante pour la semi-continuité inférieure de f*Vg*
en terme de sous-différentiel & £ prés. Ceci nous permet grace a un résultat de
Broendsted-Rockafellar [8] de donner une nouvelle condition nécessaire de la semi-
continuité inférieure de f*Vg*, & savoir que ’ensemble U”w_y”q[@f(x) + 9g9(y)]
est dense dans Dom (f + g)* pour tout n > 0.

2. Préliminaires. Soient X et Y deux espaces vectoriels mis en dualité
séparante par une forme bilinéaire X x Y : (z,y) — (z,y). On munit X et YV
de topologies localement convexes compatibles avec cette dualité [2], [5]. (Y, X)
désignera la topologie faible induite sur Y par cette dualité.

Dans la suite on désignera par [y(X) le cone des fonctions convexes semi-
continues inférieurement et propres, i.e non identiquement égales & +o0o et ne pren-
nant jamais la valeur —co. Si f € ['g(X) et C un convexe fermé de X on note par:
Dom f ={z € X | f(z) < 400} le domaine effectif de f. N(z,Dom f) ={y €Y |
(t — z,y) <0,Vt € Dom f} le cone normal & Dom f au point z. epif = {(z, ) €
(X x R| f(z) < A} I'épigraphe de f. f*:y € Y — sup{(z,y) — f(z) | = € Dom f}
la transformée de Legendre-Fenchel (ou la polaire) de f dans la dualité (X,Y).
Of(x) ={y € Y | f*(y) + f(z) = (z,y)} le sous-différentiel de f au point z au
sens de P’analyse convexe. O:f(z) = {y € Y | f*(y) + f(z) — (z,y) < &} le sous-
différentiel & ¢ prés de f au point z. f04(z) = sup{(f(zo + Az) — f(z)))/A > 0}
la fonction asymptote de f. On vérifie aisément que cette expression ne dépend
pas du choix de xy dans Dom f et que la fonction asymptote de f* est donnée par:
f*(y) =sup{(z,y) | z € Dom f}. 07C =[),e(C — x0), le cone asymptote de C.
On vérifie classiquement que ce cone ne dépend pas du choix de zg dans C et que
0T epi f = epi fOt. L’inf-convolution de deux fonctions f et g de I'y(X) est la fonc-
tion notée fVg et définie par: z € X — (fVg)(z) = inf{f(u) + g(z —u) | v € X}.
On dit que I’ inf-convolution fVg est exacte en un point z, s’il existe u € X tel
que (fVg)(z) = f(u) + g(z — u).

Pour plus de détails sur ces notions et sur leur role crucial en optimisation
convexe on peut consulter [3], [5], [6], [8], [9]-
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La fonction indicatrice d’une partie A de X est la fonction notée 4, qui vaut
0 sur A et +oo ailleurs.

2.1. Définition [4] Soit f € T'o(X). On dit que f est quasi-continue, si le
domaine effectif de f engendre une variété affine fermée L de codimension finie
et si la restriction de f & Ly est continue en tout point de I'intérieur de Dom f
relativement & Ly, noté ir (Dom f).

Ezemples: a) f continue = f quasi-continue. b) En dimension finie, la fonc-
tion indicatrice d’un sous-espace vectoriel propre est quasi-continue mais non con-
tinue.

2.2. Définition [4] On dit que deux fonctions de I'o(X) sont unies si leurs
domaines ne sont que trivialement séparés, c’est a dire, s’il existe un hyperplan
fermé qui sépare les deux domaines, il les contient tous les deux.

3. Comparaison des hypotheses de Joly et d’Attouch—Brezis pour
la semi-continuite inférieure et ’exactitude de f*Vg*. Dans [4], Joly a
montré que l'inf-convolution polaire f*Vg* est o(Y, X) sci et exacte en tout point
sous ’hypothese:

(Hy) a) f est quasi-continue b) f et g sont unis

Dans [1], Attouch et Brezis ont établi le méme résultat sous I’ hypothese de quali-
fication:

(Hs) U A(Dom f — Dom g) est un sous-espace vectoriel fermé de X.
A>0

L’objet de cette section est de montrer que ’hypothese (H,), en apparence
différente de (H;), est en réalité plus faible.

3.1. PROPOSITION. Soient X un espace de Banach et Y = X' son dual
topologique. Alors (Hy) = (Hs).
Pour la démonstration, on aura besoin du lemme suivant:
3.2. LEMME. Soient f et g deux fonctions de T'o(X). Les conditions suivantes
sont équivalentes:
i) f et g sont unies.
ii) E = epi f* N —epig*0" est un sous-espace vectoriel de Y x R.
i) F={yeY | f*(y)+ g*0(—y) <0} est un sous-espace vectoriel.
w) M est un sous-espace vectoriel de X ou M = |J 5, A(Dom f — Dom g).
Si l’'une de ces propositions est vérifiée alors projyE = F = MA(XY),
v) Si de plus dim X < +o00, les assertions précédentes sont équivalentes au fait

que M est un sous-espace vectoriel.

Preuve. 1) est équivalent & ii) d’apres [4].
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i) & iii): L’ensemble F = {y € Y | (y,2) < 0,Vz € Dom f — Dom g} est un
cOne convexe. Pour qu’il soit un sous-espace vectoriel il faut et il suffit qu’il soit
symétrique, ce qui est équivalent a:

Vy€e F sup (z,y) < inf (z,y) < sup (z,y) < inf (z,y),
z€Dom f z€Dom g z€Dom g z€Dom f

c’est a dire, si et seulement si f et g sont unies. L’équivalence iii) & iv) est une
conséquence immédiate des égalités F = M+ et M = F+

_v) Side plusdim X < +o00, le fait que M soit un sous-espace vectoriel implique
que M =ir(M) =ir (M) [10, Th. 6.3]. Comme ir (M) C M alors M = M, ce qui
acheve la preuve. B

Remarque. Si dim X = +o00, en général la condition iv) n’implique pas v).
Il suffit de remarquer qu’ il existe des cOnes convexes partout denses mais non
nécessairement des s.e.v.

3.3. LEMME. [4] Soient A et B deux convezes unis avec 4 quasi-continue.
Alors ir (A)N B # 0.

Remarque. En dimension finie, la quasi-continuité d’ un convexe est toujours
vérifiée; et deux convexes A et B sont unis si et seulement si ir (4) Nir (B) # @ [10,
Th. 11.3].

Preuve de la proposition 3.1. Comme f est quasi-continue et Dom f et Dom g
sont unis, le lemme 3.3 implique que ir (Dom f) NDom g # 0. Quitte & faire une
translation, on peut supposer sans nuire  la généralité que 0 € ir (Dom f)NDom g.
En posant

Cy = U A(Dom f) et Cy = U A(Dom g)

A>0 A>0

et en utilisant la convexité de f et g, on obtient:

U A(Dom f —Domg) = Cy — Cy = Ly — C,.
A>0

Montrons maintenant que Ly — Cy est un sous-espace fermé: Considérons la sur-
jection canonique S : X — X/L;. D’apreés le lemme 3.2, M = Ly — C, est un
sous-espace vectoriel fermé. Donc S(M) est un sous-espace vectoriel fermé de
X/Ly puisque ce dernier est de dimension finie. Comme S est continue alors
S(M) = S(M). On en déduit que S(C,) = S(M) est un sous-espace vecto-
riel de X/Ls. 1l en est de méme pour S(Cy) car dim X/L; < +oco. Ainsi
M =1L;—-Cy =Ls+Cy = S71(S(Cy)) est un sous-espace vectoriel fermé de
X, ce qui acheve la démonstration. l

3.4. Contre-exemples. Pour terminer cette section, montrons a 'aide de
contre-exemples que si 'hypothese (Ha) est satisfaite, (H;) ne l'est pas en général.



Caractéristion de la stabilité d’un probléme ... 69

a) Soient X un espace de Banach de dimension infinie et f, g deux fonctions de
To(X) telles que Dom f et Dom g soient des sous-espaces de dimensions finies. Alors

U A(Dom f — Dom g) — Dom f + Dom g

A>0
est un sous-espace fermé. Les fonctions f et g sont donc unies, mais aucune d’elles
n’est quasi-continue car les codimensions de Dom f et Dom g sont infinies.

b) Soient X = /*(N) muni de sa norme usuelle et P = {zx = ({,)n, € X | &, >
0,¥n} le cone convexe fermé de X. Soient f et g deux fonctions de T'y(X) telles
que Dom f = Dom g = P. On vérifie aisément que P engendre X et que l'intérieur
de P est vide. Donc ni f ni g ne peuvent étre continues.

4. Conditions nécessaires et suffisantes en terme de sous-differentiel
4 € prés pour la semi-continuité inférieure de f*Vg*. Le but de cette section
est de caractériser la semi-continuité inférieure de la fonction f*Vg* en terme du
sous-différentiel a e pres.

4.1. THEOREME. Soient f et g deux fonctions de To(x) telles que f+ g n’est
pas identiqguement égale a +00. Les propositions suivantes sont équivalentes:
i) f*Vg* est o(Y, X). i) f*Vg*=(f+9)".
iii) Dom (f +¢9)* =N U [0 f(z) + O:g9(x)].

e z€Dom fNDom g
iv) Va > 0, Ve > 0, Vo € Dom fNDom g on a: 0-(f+9)(x) C Opie f(2)+0aieg(x).
Si U'une de ces assertions est vérifiée, alors pour tout x € Dom f N Dom g, on a:

O(f + 9)(x) = |[0-f () + 09(z)]

el0

Preuve. 1) & ii): f*Vg* est o(Y, X) sci si et seulement si f*Vg* = f*Vg*
ou f*Vg* désigne la régularisée o(Y, X) sci de f*Vg*. Comme
(f*Vg )" =(f+9)" < f*Vg* < Vg
(voir [5, Chap. VI]) et que f*, g* et (f + g)* sont dans I'o(X') alors f*Vg* prend
au moins une valeur finie. Donc f*Vg* = (f + g)* [5].
ii) = iii): En effet, f*Vg* = (f + g)* si et seulement si Vy € Dom (f + ¢)*

(FVg)y) < (f+9)7° W)

ou encore si et seulement si (f*Vg*)(y) < (f +9)*(y) +¢, Ve > 0. Si cette derniere
inégalité est vérifiée (¢ et y étant fixés), il existe t € Y, 2 € Y et £ € Dom fNDom g
(qui dépendent de € et y) tels que y = t+z et f*(t) +9*(2) < {z,y)— f(z)—g(x)+e.
On en déduit les inégalités

1)+ f(@) = (2,t) <(z,2) —g(2) —g"(2) +e <e
9°(2) +9(z) = (2,2) <(z,1) = f(&) = f*(t) +e <¢
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ce qui implique que t € 0. f(z), z € O-9(z) et donc y =t + z € 0. f(x) + 0-9(x).

Par suite
Dom (f +g)* €[ U  [0-f(@) + 0-9(2)].

e z€Dom fNDom g

Comme !’ inclusion 0: f(z) + 8-g(z) C Dom (f + g)* est toujours vérifiée, on a
Iégalité de iii).

iii) = ii): Soit y € Dom (f + g)*, alors pour tout € > 0 il existe z € Dom f N
Dom g, tels que y =t + 2. Nous avons:

@)+ f(x) = (z,t) <e g"(2) +g(x) — (x,2) <e.
Par suite
(f*Vg")(y) < () +9"(2) < 2+ (z,y) — (f + 9)(z) < 2+ (f +9)" ()

Dot (f*Vg*)(y) < (f + 9)*(y) et ii) est ainsi démontrée.

iv) = iii) est triviale puisque

Dom (f + 9)*
=N U BUe+o@ic) U [B:f@) +090)
e>0z€Dom fNDom g el0 z€Dom fNDom g

ii) = iv): Soient y € 9-(f + g)(z) et a > 0. Il existe deux éléments ¢, z dans
Y dépendants de y, €, x et a tels que y =t + z et

(Vg )(y) < @) + 97 (2) < (f*Vg) ) + a.
Ainsi
Ff) +97(2) —a < (f*Vg) ) = (F +9)"(y) <e - f(x) — g(2) + (z,9).
Par suite

fr@) + f@) —(2,t) Sa+e+(z,2) —g(x) —g"(2) Sa+e
9°(z) +9(z) — (z,2) Sate+ (z,t) — f(z) - f*(t) <ate.

Ainsi, y =t + 2 € Ogqef(2) + Oqyg(x). Enfin si 'une des conditions précédentes
est satisfaite alors

O(f +9)(@) = (10:-(f + 9)(@)] € [[02e f (@) + ecg ()]

el0 0

C (ue(f + 9)(@)] = 3(f + 9)(x)

el0
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D’ou O(f + g9)(z) = ([0 f(z) + O:9(x)], ce qui achéve la démonstration. B
0

Remarques. a) Une démonstration analogue & celle du théoreme précédent
montre que les équivalences entre i), ii), iii) et iv) du théoréme précédent restent
valables si on remplace f + g par une somme finie de fonctions de T'o(X).

b) Si Dom f N Dom g est vide, la semi-continuité inférieure de f*Vg* en un
point y n’implique pas nécessairement 1’égalité (f*Vg*)(y) = (f + g)*(y): Soient
X =Rs et f, g deux fonctions de I'g(X) définies par:

—/T1T2, SiT1,22 >0 —1/z1, siz; <O0etxzy €R
g(z1,32) = .
+00, S1 non

fz1,22) ={

+00, si non
On vérifie aisément que

0, sit<Oetz<1/4t

400, sinon,

. 2/, sit>0etz=0
g (t,z) =

£t = { i
—00, si non.
et que
* * * +OO’ Si o 2 0
frg=+o0, (f+g9)" =-00 et (f Vg)(t,Z)Z{

—o0, siz<O0.

¢) L’inclusion de iv) du théoréme précédent peut étre stricte: Soient

0, siz>0 1/z, siz>0
(z) =

+o00, sinon

@ = {

400, sinon
On vérifie aisément que O:(f + g)(z) C Opye f(x) + Oareg(x), Ve > 0, Va > 0

4.2. COROLLAIRE. Soient f et g deux fonctions de T'o(X) telles que f + ¢
n’est pas identiquement égale d +oo. On suppose que

Dom (f + g)* = U [0f(z) + Og()]-

z€Dom fNDom g

Alors: i) f*Vg* est sci et exacte en tout point. i) Of(z) + 8g(z) = O(f + g)(z),
Vz € Dom f N Dom g.

Preuve. i) Pour tout € > 0 et x € Dom fNDom g nous avons df(x)+9dg(x) C
O:f(x) + O:g(x). Par conséquent

Dom(f+g)*=  |J of@@+agx)c() U  [0-f(x)+0:9(x)
z€Dom fNDom g el0 z€Dom fNDom g

et f*Vg* est sci d’apres le théoréme 4.1. Soit y € Dom (f + g)*. Il existe z €
Dom fNDom g, t € 0f(x) et z € Og(x) tels que y =t+2. On a f*(t)+ f(z) = (=, t)
et g*(2) + g(z) = {z, z). D’ou

1) +9%(2) = (z,y) = f(2) —9(z) < (F +9)"(v) = (F"Vg")(v),
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ce qui montre 'exactitude de f*Vg* en y.

Si (f + 9)*(y) = +oo alors (f*Vg*)(y) = +o0, ce qui montre encore
lexactitude de f*Vg* en y.

ii) On a toujours Of (z)+0g(z) C O(f+g)(x). Soit maintenant y € (f+g)(z),
il existe d’apres i) ¢t et z dans Y tels que y =t + 2z et (f*Vg*)(y) = f*(t) + g*(2).
Comme (f*Vg*)(y) = (f +9)*(y) et (f +9)*(¥) + f(2) + 9(z) = (z,y) alors

[r@) + f(z) < (t,x) et g"(2) + 9(2) < (z,7).

D'ou, t € 0f(x) et z € Og(x). Par suite, y =t + 2 € 0f(x) + dg(z). A

Remarque. Le résultat du corollaire précédent n’est plus vrai si on a seule-
ment:

Dom (f +g) = U [O(f + 9)(z)].

z€Dom fNDom g
En effet, soient X = R? et f, g les fonctions définies par:

—/T1x2, siz1>0et x>0
+00, si non

0, siz; =0

f(z1,22) = { g(z1,22) = {

400, sinon

On vérifie aisément que (fg)* = 6{(t,2) | z <)} et f*Vg* = §{(t,2) | # <)} est non
sci en (0,0) cependant Dom (f + ¢g)* = U [0(f + ¢9)(0), 2] = RX] — 00,0].

ngO
On se propose maintenant de donner une propriété d’approximation de I’
ensemble des points ou f*Vg* est sci. Pour cela introduisons la notation suivante:

SCI(f*vg) =) U  [0:f(@) +8g9(x)]

£l0 z€Dom fNDom g

Un raisonnement analogue a celui qui est utilisé dans la preuve de 1’équivalence
(ii)  (iii) du Théoréme 4.1 montre que SCI(f*Vg*) est ’ensemble des points du
domaine de (f + g)* ou f*Vg* est semi-continue inférieurement. En général cet
ensemble n’est ni convexe ni fermé, cependant il admet la propriété d’approximation
suivante:

4.3. THEOREME. Soit X un espace de Banach de dual topologique Y = X'
et soient f,g € To(X) telles que SCI(f*Vg*) soit non vide. Alors pour tout z* €
SCI(f*Vg*) et tout n € N, il existe z,, € Dom f, y,, € Domg et 2z € X' tels que:

i) 2} € Of (zy) +0g(yn). i) ||xn —ynl| = 0 et ||z}, — 2*|| = 0 quand n — oco.
i4i) Si de plus X = RP et si (zn)n admet une valeur d’adhérence © vérifiant les
propriétés suivantes:
a) Of(x) et Og(x) sont non vides;
b) Il existe un couple (u*,v*) € Of(x)x Dg(z) et une suite (uk,v’) € dg(x)
telle que (uk,v}) = (u*,v*) quand n — oo;
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¢) N(z,Dom f) N —N(z,Dom g) = {0},

alors f*Vg* est exacte en z*.

4.4. LEMME [8] Soient X un espace de Banach de dual topologique X'et
f€To(X). Soient x € X, e >0 et ' € 0-f(x). Alors, pour tout A > 0, il existe
zx € X et 2\ € 0f(x) tels que: ||zx —z|| < X et ||z, —2'|| <e/A.

Preuve du théoréme 4.3. i) Soit (£,), une suite de nombres positifs qui
converge vers 0 et soit 2* € SCI(f*Vg*). Alors pour tout n € N, il existe a,, €
Dom f NDom g, u, € O, f(ay) et v, € O, g(ay) tels que z* = u, + v, et d’apres
le lemme 4.4, il existe b, € X, ¢, € X, r, € 0f(b,) et t,, € dg(cy,) tels que:

l7n — unl| < VEn, [|arn —bnl| < VEén, [tn —vnll < VEn, llen — anll < VEén,

D’ ot ||bp — cul| < 2v/En et ||rp + tn — 2*|| < 24/En. Posons alors, 2 = ry + ty,
Ty, = by, €t Y, = ¢y Ainsi, 25 € 0f (z,) + 89(yn) €t ||z —ynl| = 0, ||25 —2*|| = 0
quand n — oo i.e. i) et ii).

iii) La démonstration de ce point se fait en plusieurs étapes:
Etape 1:

(4.1) 07 [0f(z)] N —=0F[9g()] =0
En effet, d’apres a) et [10, Coroll. 8.7] nous avons

N(z,Dom f) = {z* | (z*,t —x) <OVt € Dom f} = {z* | (f* — (-, z))0"(z*) <0}
=0"{z" | f*(2") — (&",2) < = f(2)} = 07 [0 (2)]-

De la méme fagon on démontre que N(z,Dom g) = 07[0g(z)]. Ainsi, la condition
c) est équivalente & la condition (4.1).

Etape 2: Pour toute suite (Cj), de sous-ensembles de RP notons lim C,
'ensemble: lim C,, = {z € RP | 3(ny)), une sous-suite, I(xx )k, Tk € Cy, et x — z}.
Si la suite (2, ), admet une valeur d’adhérence x, on peut supposer (quitte & extraire
une sous-suite) que (z,,y,) = (z,). On vérifie aisément que lim 8f(z,) C 8f(x),
lim 8g(z,,) C Og(x). Par suite

(4.2) Hmdf(zn) x dg(yn) C 8f(z) x dg(z).

Soient pour tout n € N, D,, = 9f(z,) x 09(yn) et r, = (uk,v}) la suite de b).
Notons D = 9f(z)g(x) et r* = (u*,v*).

FEtape 3: Montrons que lim AD,, C AD ou A désigne I’application linéaire
définie par A : (z,y) € R?P x RP — x + y. Pour cela on va s’inspirer de la
démonstration du théoréme 3 [7]: Soit ¢ € lim AD,,, il existe alors une suite ()
telle que

(4.3) ty, = Awg, wy € Dy, et t —t.



74 Mentagui

Si la suite (wy, ), n’est pas bornée on peut supposer que ||wg|| = +00 et wy/||wg|| =
a quand n — +oo. Soit @ un réel positif tel que sup||r,,|| < a. Pour tout
A > 0, il existe kg € N tel que ||wg|| > a + A dés que k > ko. Il en résulte que
0 < A < ||lwg — 7n, || pour tout k > ko. Comme D,,, est convexe alors:

wg — T'I’Lk

4.4 Py, FA—>
(44 R e

€D,,.

D’autre part nous avons (wi —p, )/||wk — rn, || = @ par le lemme 1 [7]; et par (4.2)
et (4.4) on obtient r* + X € D. Par suite a € 0t D. Comme ||wy||A(wg/||wg]]) = ¢,
[|wg|| = +o00 et wy /||wg|| = a alors A(a) = 0. Ainsi, a € Ker AN0T D. En utilisant
(4.1), on vérifie aisément que cette derniére intersection est réduite & 0 et donc
a = 0. Mais ceci est absurde car||a|]| = 1. La suite (wg)r est donc bornée. Elle
admet une sous-suite (wy, ), qui converge vers un élément w de D en vertu de (4.2).
Par suite Awg, -+ Aw =t € AD.

Etape 4: f*Vg* est exacte en z*. En effet, nous avons 2}, € AD,, et 2} — z*
d’apres i) et ii) et z* € AD = 9f(x) + 0g(x) d’apres I’étape 3. Par conséquent
f*Vg* est exacte en z* d’apres la preuve de i) du corollaire 4.2, ce qui acheéve la
démonstration. H

4.5. COROLLAIRE. Soient X un espace de Banach et f et g deux fonctions
de To(X) telles que f + g n'est pas identiquement égale d +x et f*Vg* € To(X).
Alors: Ay = |J [0f(x)+ 0g(y)] est dense dans Dom (f + g)* pour tout n > 0.

llz—yll<n

Preuve. D’apres le théoréme 4.1, nous avons SCI(f*Vg*) = Dom (f + g)*.
Comme de plus A4, C Dom (f + g)*, le théoreme 4.3 permet alors de conclure. B
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