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Àííîòàöèÿ. Ïîëó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå äëÿ ðåøåíèÿ íåîä-

íîðîäíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ îáùåãî âèäà. Ó÷òåíî âëèÿíèå êîðíåé

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Óñòàíîâëåíà èíòåãðàëüíàÿ îöåíêà ñ ïî-

ëóìóëüòèïëèêàòèâíûì âåñîì äëÿ îñòàòêà ðàçëîæåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò

ñóùåñòâîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîëóìóëüòèïëèêàòèâíîãî ìîìåíòà ñâî-

áîäíîãî ÷ëåíà óðàâíåíèÿ.

We obtain an asymptoti expansion for the solution of a nonhomogeneous

di�erene equation of general type. The in�uene of the roots of the harateris-

ti equation is taken into aount. An integral estimate with submultipliative

weight funtion is established for the remainder term depending on the exist-

ene of a orresponding submultipliative moment of the free term of the equa-

tion.

1. Ââåäåíèå

Â ìîíîãðà�èè [10, ãë. 1℄ ïðèâåäåí îáùèé âèä ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ:

x(t) =

∫ 0

−α

[dµ(θ)]x(t + θ),

ãäå µ � �óíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ

àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ îáùåãî âèäà, äî-

ïóñêàþùåãî íåîãðàíè÷åííûå ðàçíîñòè àðãóìåíòà. �àññìîòðèì óðàâíåíèå

(1.1)

∫ ∞

0

z(t− u)µ(du) = f(t), t > 0,

â êîòîðîì z(t) � íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ, µ � σ-êîíå÷íàÿ êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ

ìåðà, f(t) � èçâåñòíàÿ �óíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî

∫∞

0 eγt|f(t)| dt <∞ ïðè íåêîòîðîì

γ ∈ R; êðîìå òîãî,
∫∞

0 eξx |µ|(dx) <∞ äëÿ íåêîòîðîãî ξ > γ; çäåñü |µ| � ïîëíàÿ

âàðèàöèÿ ìåðû µ. Çàäàäèì íà÷àëüíîå óñëîâèå â âèäå

(1.2) z(t) = g(t), t ∈ (−∞, 0],
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ãäå

∫ 0

−∞ eγt|g(t)| dt < ∞. Â ðàáîòå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìåðà µ èìååò àòîì â

íóëå: µ({0}) 6= 0.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Èçìåðèìàÿ �óíêöèÿ z(t), t ∈ R, íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì

çàäà÷è (1.1), (1.2), åñëè

∫∞

0
eγ1t|z(t)| dt < ∞ ïðè íåêîòîðîì γ1 6 γ è åñëè z(t)

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.1) ïî÷òè âñþäó (ï.â.) è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (1.2).

Â äàííîé ñòàòüå óñòàíàâëèâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå äëÿ ðåøå-

íèÿ z(t) óðàâíåíèÿ (1.1):

z(t) =

l∑

j=1

Pj(t)e
−sj t + r(t),

ãäå sj , j = 1, . . . , l, � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (ñì. (2.3)), Pj(t),
j = 1, . . . , l, � îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûå ïîëèíîìû ñòåïåíåé, ìåíüøèõ êðàòíî-

ñòåé ñîîòâåòñòâóþùèõ êîðíåé sj , à îñòàòîê r(t) ¾íàñëåäóåò¿ ìîìåíòíûå ñâîé-

ñòâà èñõîäíîé �óíêöèè f(t) â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Åñëè äëÿ íåêîòîðîé ïî-

ëóìóëüòèïëèêàòèâíîé �óíêöèè ϕ(t) (ñì. îïðåäåëåíèå 3.1) ñóùåñòâóåò ìîìåíò∫∞

0 ϕ(t)|f(t)| dt, òî áóäåò ñóùåñòâîâàòü è ìîìåíò
∫∞

0 ϕ(t)|r(t)| dt. Â � 2 âûâîäèò-

ñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1) è ïðèâîäèòñÿ êîíêðåò-

íûé âèä èñêîìîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1).

Â � 3 ââîäÿòñÿ áàíàõîâû àëãåáðû ìåð, êîíå÷íûõ ñ ïîëóìóëüòèïëèêàòèâíûì âå-

ñîì. Â � 4 ïðèâîäÿòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû. Â � 5 �îðìóëèðóåòñÿ è äî-

êàçûâàåòñÿ îñíîâíîé ðåçóëüòàò (òåîðåìà 5.1). Â � 6 äàíû äîêàçàòåëüñòâà ëåìì.

2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

Âûïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1). Îáîçíà÷èì

÷åðåç z ∗ µ(t) ñâåðòêó íåèçâåñòíîé �óíêöèè z(t), t > 0, è ìåðû µ: z ∗ µ(t) :=∫ t
0 z(t− u)µ(du). Èìååì

∫ ∞

0

z(t− u)µ(du) =

(∫ t

0

+

∫ ∞

t

)
z(t− u)µ(du)

= z ∗ µ(t) +

∫ ∞

t

g(t− u)µ(du) = z ∗ µ(t) + f1(t), t > 0;

çäåñü f1(t), t > 0, � ñóæåíèå �óíêöèè

∫∞

t
g(t− u)µ(du) íà (0,∞). Ïåðåïèøåì

óðàâíåíèå (1.1) â âèäå

(2.1) z ∗ µ(t) = f2(t), t > 0,

ãäå f2(t) := f(t)− f1(t), t > 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç f̂(s) ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà �óíêöèè f(t):

f̂(s) :=

∫ ∞

0

estf(t) dt, s ∈ Π(γ) := {ζ ∈ C : Re ζ 6 γ}.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîìïëåêñíîçíà÷íîé ìåðû ν îïðåäåëèì åå ïðåîáðàçîâàíèå

Ëàïëàñà êàê ν̂(s) =
∫
R
esx ν(dx) äëÿ òåõ çíà÷åíèé s ∈ C, ïðè êîòîðûõ äàííûé

èíòåãðàë ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî îòíîñèòåëüíî ïîëíîé âàðèàöèè |ν| ìåðû ν.
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Äîïóñòèì, ÷òî óðàâíåíèå (1.1) èìååò ðåøåíèå. Äëÿ �óíêöèè f2(t) ñïðàâåä-
ëèâî òàêîå æå íåðàâåíñòâî, êàê è äëÿ f(t):

∫∞

0
eγt|f2(t)| dt <∞ (ñì. ëåììó 5.3,

÷àñòíûé ñëó÷àé ϕ(x) ≡ exp(γt)). Ïîëîæèì ẑ(s) :=
∫∞

0
estz(t) dt, s ∈ Π(γ1).

Ïåðåõîäÿ â óðàâíåíèè (2.1) îò �èãóðèðóþùèõ â íåì �óíêöèé ê èõ ïðåîáðàçî-

âàíèÿì Ëàïëàñà, ïîëó÷àåì

ẑ(s)µ̂(s) = f̂2(s), Re s 6 γ1.

Òàêèì îáðàçîì,

(2.2) ẑ(s) = f̂2(s)/µ̂(s).

Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (2.2) îïðåäåëåíà â òî÷êàõ ïîëóïëîñêîñòè Π(γ), â êî-

òîðûõ çíàìåíàòåëü íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Íàçîâåì óðàâíåíèå

(2.3) µ̂(s) = 0

õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì äëÿ (1.1).

Êîðíè óðàâíåíèÿ (2.3) ñóùåñòâåííûì îáðàçîì âëèÿþò íà àñèìïòîòèêó ðå-

øåíèÿ z(t). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Z = {s1, s2, . . . , sl} êîðíåé

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ëåæàùèõ â ïîëóïëîñêîñòè Π(γ), êîíå÷íî. Ìû

íå èñêëþ÷àåì ñëó÷àÿ Z = ∅. Êðàòíîñòüþ êîðíÿ sj óðàâíåíèÿ (2.3) íàçûâàåòñÿ
ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî mj òàêîå, ÷òî µ̂(s) = (s − sj)

mjgj(s), gj(sj) 6= 0.
Ïóñòü sj ∈ Z è

∫∞

0
tmjeRe sjt|f(t)| dt <∞. Èç àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ

(2.4)

f̂2(s)

µ̂(s)
=

mj∑

k=1

(−1)k
bjk

(s− sj)k
+ o

(
1

s− sj

)
, s→ sj ,

îïðåäåëèì êîý��èöèåíòû bjk, k = 1, . . . ,mj . Çàìåòèì, ÷òî åñëè Re sj < γ, òî
ñóììà

∑mj

k=1(−1)kbjk/(s − sj)
k
� ãëàâíàÿ ÷àñòü ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ëîðàíà â

îêðåñòíîñòè èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êè s = sj ∈ Z àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèè

f̂2(s)/µ̂(s). Ïóñòü Ej � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ìåðà ñ ïëîòíîñòüþ 1(0,∞)(x)e
−sjx

(1A(x) � èíäèêàòîðíàÿ �óíêöèÿ ìíîæåñòâà A); ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ýòîé

ìåðû ðàâíî Êj(s) = 1/(sj − s), Re(s − sj) < 0. Îïðåäåëèì ïî èíäóêöèè k-

êðàòíóþ ñâåðòêó E k∗
j ìåðû Ej: E 1∗

j := Ej , E
(k+1)∗
j := E k∗

j ∗ Ej, k > 1. Ôóíêöèÿ

1(0,∞)(x)x
k−1e−sjx/(k − 1)! ðàâíà ïëîòíîñòè ìåðû E

k∗
j . Âûðàæåíèå

ẑ(s)−

l∑

j=1

mj∑

k=1

(−1)k
bjk

(s− sj)k

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà r̂(s) íåêîòîðîé �óíêöèè r(t) �

îñòàòêà èñêîìîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ, êîòîðîå áóäåò âûãëÿäåòü ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

(2.5) z(t) =

l∑

j=1

mj∑

k=1

bjk
tk−1e−sjt

(k − 1)!
+ r(t).

Îïèøåì êëàññ �óíêöèé, â ÷üèõ òåðìèíàõ áóäóò âûðàæàòüñÿ ìîìåíòíûå

ñâîéñòâà èñõîäíîé �óíêöèè f(t) è îñòàòêà r(t).
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3. Áàíàõîâû àëãåáðû ìåð

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ôóíêöèÿ ϕ(x), x > 0, íàçûâàåòñÿ ïîëóìóëüòèïëèêà-

òèâíîé, åñëè îíà êîíå÷íà, ïîëîæèòåëüíà, èçìåðèìà ïî Áîðåëþ è óäîâëåòâî-

ðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: ϕ(0) = 1, ϕ(x+ y) 6 ϕ(x)ϕ(y), x, y > 0.

Èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ [11, òåîðåìà 7.6.1℄

(3.1) γ := γ(ϕ) := lim
x→∞

lnϕ(x)

x
= inf

x>0

lnϕ(x)

x
<∞.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå ïîëóìóëüòèïëèêàòèâíûå

�óíêöèè ϕ(x), äëÿ êîòîðûõ γ(ϕ) > −∞.

Ñëåäóþùèå ïðèìåðû èëëþñòðèðóþò øèðîòó ïîíÿòèÿ ïîëóìóëüòèïëèêà-

òèâíîñòè: ϕ(x) = (x + 1)r, r > 0; ϕ(x) = exp(cxβ), ãäå c > 0 è 0 < β < 1;
ϕ(x) = exp(βx), β ∈ R. Â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ γ(ϕ) = 0, â òî âðåìÿ êàê â

ïîñëåäíåì γ(ϕ) = β. Ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîëóìóëüòèïëèêàòèâíûõ

�óíêöèé ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ïîëóìóëüòèïëèêàòèâíîé �óíêöèåé. Êðîìå òîãî, åñ-

ëè R(x), x > 0, � ïîëîæèòåëüíàÿ, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìåñòà íåóáûâàþùàÿ,

ïðàâèëüíî ìåíÿþùàÿñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè �óíêöèÿ ñ íåîòðèöàòåëüíûì ïîêà-

çàòåëåì β (ò.å. R(tx)/R(x) → tβ äëÿ t > 0, êîãäà x → ∞ [9, � VIII.8℄), òî

íàéäóòñÿ ïîëóìóëüòèïëèêàòèâíàÿ �óíêöèÿ ϕ(x), x > 0, è ÷èñëî x0 ∈ (0,∞)
òàêèå, ÷òî c1R(x) 6 ϕ(x) 6 c2R(x) ïðè âñåõ x > x0, ãäå c1 è c2 � íåêîòîðûå

ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå [4, ïðåäëîæåíèå℄.

Ïóñòü S(ϕ) � ñîâîêóïíîñòü êîìïëåêñíûõ �óíêöèé ìíîæåñòâà (ìåð) ν,
îïðåäåëåííûõ è σ-àääèòèâíûõ íà âñåõ îãðàíè÷åííûõ áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæå-

ñòâàõ [0,∞), òàêèõ, ÷òî ‖ν‖ϕ =
∫∞

0 ϕ(x) |ν|(dx) <∞, ãäå |ν| � ïîëíàÿ âàðèàöèÿ

ìåðû ν. Ñâåðòêîé ìåð ν è κ íàçûâàåòñÿ ìåðà

ν ∗ κ(A) :=

∫∫

{x+y∈A,x,y>0}

ν(dx)κ(dy) =

∫ ∞

0

ν(A− y)κ(dy);

çäåñü A � ïðîèçâîëüíîå îãðàíè÷åííîå áîðåëåâñêîå ïîäìíîæåñòâî [0,∞) è ìíî-
æåñòâî A − y îïðåäåëÿåòñÿ êàê {x ∈ R : x + y ∈ A}. Ñîâîêóïíîñòü S(ϕ) �

êîììóòàòèâíàÿ êîìïëåêñíàÿ áàíàõîâà àëãåáðà îòíîñèòåëüíî íîðìû ‖ · ‖ϕ è

ñâåðòêè ìåð â êà÷åñòâå îïåðàöèè óìíîæåíèÿ, åäèíèöåé â S(ϕ) ñëóæèò àòîìè-

÷åñêàÿ ìåðà δ0 ìàññû 1, ñîñðåäîòî÷åííàÿ â íóëå (ñì. [11, � 4.16℄). Ïóñòü S̃ϕ+ �

ñîâîêóïíîñòü âñåõ èçìåðèìûõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ �óíêöèé f(x), x > 0, òàêèõ,
÷òî

‖f‖ϕ =

∫ ∞

0

|f(x)|ϕ(x) dx <∞.

Èçâåñòíî [1, � 18℄, ÷òî S̃ϕ+ � ïîëíîå íîðìèðîâàííîå êîëüöî áåç åäèíèöû, ïîä

óìíîæåíèåì äâóõ ýëåìåíòîâ f è g èç S̃ϕ+ ïîíèìàåòñÿ èõ ñâåðòêà f ∗ g(x).
Áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ïðîèçâîëüíóþ àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ ìåðó f íà [0,∞)
ñ êëàññîì ýêâèâàëåíòíûõ �óíêöèé f(x), x > 0, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ìîæåò

ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïðîèçâîäíàÿ �àäîíà-Íèêîäèìà ýòîé ìåðû îòíîñèòåëüíî

ìåðû Ëåáåãà íà [0,∞). ×åðåç Sϕ+ îáîçíà÷èì áàíàõîâó àëãåáðó, ïîëó÷åííóþ èç
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S̃ϕ+ ïðèñîåäèíåíèåì åäèíèöû. Â äàííîì ñëó÷àå ðîëü �îðìàëüíîé åäèíèöû e è

�îðìàëüíûõ ñóìì αe+ f1, α ∈ C, f1 ∈ S̃ϕ+, èãðàþò ìåðà δ0 è îáû÷íûå ñóììû

ìåð αδ0 + f1:

(αδ0 + f1)(A) = αδ0(A) +

∫

A

f1(x) dx,

ãäå A � ïðîèçâîëüíîå áîðåëåâñêîå ïîäìíîæåñòâî [0,∞). Áóäåì èñïîëüçîâàòü

ñîãëàøåíèå: åñëè f = αδ0 + f1(x) ∈ Sϕ+, òî f(dx) := αδ0(dx) + f1(x) dx. Âìåñòî
�îðìàëüíîãî óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ Sϕ+ áåðåòñÿ îáû÷íàÿ ñâåðòêà ìåð: åñëè

f = αδ0 + f1(x) è g = βδ0 + g1(x) � ýëåìåíòû Sϕ+, ãäå f1(x), g1(x) ∈ S̃ϕ+, òî
èõ ñâåðòêà � ýòî ìåðà, çàäàâàåìàÿ ðàâåíñòâîì

f ∗ g := (αβ)δ0 + αg1(x) + βf1(x) + f1 ∗ g1(x).

Åñëè f = αδ0 + f1(x) ∈ Sϕ+, ãäå f1(x) ∈ S̃ϕ+, òî ïîëàãàåì ‖f‖ϕ := |α| + ‖f1‖ϕ.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà f̂(s) ýëåìåíòà f = αδ0 + f1(x) ∈ Sϕ+ ðàâíî

f̂(s) = α+

∫ ∞

0

esxf1(x) dx =

∫ ∞

0

esx f(dx);

èíòåãðàë àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â ïîëóïëîñêîñòè Π(γ) â ñèëó (3.1). ×åðåç |f | îáî-
çíà÷èì ïîëíóþ âàðèàöèþ ìåðû f : |f |(dx) := |α|δ0(dx) + |f1(x)| dx.

4. Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ òåîðåìû î ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëàïëàñà ýëåìåíòîâ ââåäåí-

íûõ áàíàõîâûõ àëãåáð. Äëÿ óäîáñòâà ññûëîê ïðèâåäåì äâå òåîðåìû, äîêàçàí-

íûå â [6℄.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü ϕ(x), x > 0, � ïîëóìóëüòèïëèêàòèâíàÿ �óíêöèÿ

òàêàÿ, ÷òî �óíêöèÿ ϕ(x)/eγx, x > 0, íå óáûâàåò. Äîïóñòèì, ÷òî f ∈ Sϕ+ è

f̂(s0) = 0, Re s0 < γ. Ïîëîæèì h(s) := f̂(s)/(s− s0), s ∈ Π(γ), îïðåäåëÿÿ h(s) â
òî÷êå s0 ïî íåïðåðûâíîñòè: h(s0) :=

∫∞

0
x exp(s0x) f(dx). Òîãäà �óíêöèÿ h(s),

s ∈ Π(γ), � ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ĝ(s) íåêîòîðîé �óíêöèè g ∈ S̃ϕ+, ïðè÷åì
ϕ(x)g(x) → 0 ïðè x→ ∞.

Åñëè æå êîðåíü óðàâíåíèÿ f̂(s) = 0 ëåæèò íà ãðàíèöå ïîëóïëîñêîñòè Π(γ),
òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü ϕ(x), x > 0, � ïîëóìóëüòèïëèêàòèâíàÿ �óíêöèÿ

òàêàÿ, ÷òî �óíêöèÿ ϕ(x)/eγx, x > 0, íå óáûâàåò. Îáðàçóåì íîâóþ ïîëó-

ìóëüòèïëèêàòèâíóþ �óíêöèþ ψ(x) := (1 + x)ϕ(x), x > 0. Ïóñòü f ∈ Sψ+
è f̂(s0) = 0 ïðè Re s0 = γ. Ïîëîæèì h(s) := f̂(s)/(s− s0), s ∈ Π(γ), îïðåäåëÿÿ
h(s) â òî÷êå s0 ïî íåïðåðûâíîñòè. Òîãäà �óíêöèÿ h(s), s ∈ Π(γ), � ïðåîáðà-

çîâàíèå Ëàïëàñà ĝ(s) íåêîòîðîé �óíêöèè g ∈ S̃ϕ+, ïðè÷åì ϕ(x)g(x) → 0 ïðè

x→ ∞.
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Çàìå÷àíèå 4.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.1 çà

èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, ðàâåíñòâà f̂(s0) = 0. Îáîçíà÷èì

T (s0)f(x) :=

∫ ∞

x

e−s0(x−y) f(dy), x > 0.

Òîãäà T (s0)f(x) = T (s0)f0(x), x > 0, ãäå ýëåìåíò f0 := f − f̂(s0)δ0 ∈ Sϕ+
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 4.1, è ìû ïîëó÷àåì â îáùåì ñëó÷àå, ÷òî

T (s0)f ∈ S̃ϕ+, {T (s0)f}
∧(s) =

f̂(s)− f̂(s0)

s− s0
, s ∈ Π(γ).

Àíàëîãè÷íîå çàìå÷àíèå èìååò ìåñòî ïðèìåíèòåëüíî ê òåîðåìå 4.2.

Íàì ïîòðåáóåòñÿ òåîðåìà îá îáðàòèìîñòè ýëåìåíòîâ áàíàõîâûõ àëãåáð ìåð

(ñì. [8, òåîðåìà 1 è çàìå÷àíèå℄).

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü ν = νc+νd+νs � ðàçëîæåíèå ýëåìåíòà ν ∈ S(ϕ) íà
àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ, äèñêðåòíóþ è ñèíãóëÿðíóþ êîìïîíåíòû. Ýëåìåíò

ν ∈ S(ϕ) èìååò îáðàòíûé, åñëè ν̂(s) 6= 0 äëÿ âñåõ s ∈ Π(γ) è åñëè

(4.1) inf
s∈Π(γ)

∣∣ν̂d(s)
∣∣ >

∫ ∞

0

eγx |νs|(dx).

5. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå ëåììû, äîêàçàòåëüñòâà êîòîðûõ áóäóò ïðî-

âåäåíû â � 6.

Ëåììà 5.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå

(O) α := inf
s∈Π(γ)

∣∣µ̂d(s)
∣∣−

∫ ∞

0

eγx |µs|(dx) > 0.

Òîãäà ìíîæåñòâî êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (2.3), ëåæàùèõ â

ïîëóïëîñêîñòè Π(γ), êîíå÷íî.

Ëåììà 5.2. Ïóñòü ϕ(t), t > 0, � ïîëóìóëüòèïëèêàòèâíàÿ �óíêöèÿ òà-

êàÿ, ÷òî �óíêöèÿ ϕ(t)/ exp(γt), t > 0, íå óáûâàåò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ν ∈
S(ϕ) è ν̂(s0) = 0, ãäå Re s0 < γ. Òîãäà ν̂(s)/(s− s0), s ∈ Π(γ), � ïðåîáðàçîâàíèå

Ëàïëàñà íåêîòîðîé ìåðû T (s0)ν ∈ S(ϕ).

Ëåììà 5.3. Ïóñòü ϕ(t), t > 0, � ïîëóìóëüòèïëèêàòèâíàÿ �óíêöèÿ òà-

êàÿ, ÷òî �óíêöèÿ ϕ(t)/ exp(γt), t > 0, íå óáûâàåò. Åñëè f ∈ S̃ϕ+, òî f2 ∈ S̃ϕ+.

�àññìîòðèì óðàâíåíèå (1.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (1.2) è ñîîòâåòñòâóþùåå

õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (2.3).

Òåîðåìà 5.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ(t), t > 0, � ïîëóìóëüòèïëèêàòèâíàÿ

�óíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî ϕ(t)/ exp(γt), t > 0, � íåóáûâàþùàÿ �óíêöèÿ, è âûïîëíå-

íî óñëîâèå (O). Ïóñòü Z = {s1, . . . , sl} � ìíîæåñòâî âñåõ êîðíåé õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (2.3), ëåæàùèõ â ïîëóïëîñêîñòè Π(γ). Îáîçíà÷èì
÷åðåç m1, . . . ,ml êðàòíîñòè êîðíåé s1, . . . , sl ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì N
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ðàâíûì ìàêñèìàëüíîé êðàòíîñòè êîðíåé ýòîãî óðàâíåíèÿ, ëåæàùèõ íà ïðÿ-

ìîé {s ∈ C : Re s = r+(ϕ)} (N = 0 îçíà÷àåò, ÷òî òàêèõ êîðíåé íà óêàçàííîé

ïðÿìîé íå èìååòñÿ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(5.1)

∫ ∞

0

(1 + t)Nϕ(t)|f(t)| dt <∞.

Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ z(t) óðàâíåíèÿ (1.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (1.2) ñïðàâåä-

ëèâî ðàçëîæåíèå (2.5), â êîòîðîì îñòàòîê r(t) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

∫ ∞

0

ϕ(t)|r(t)| dt <∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå (O) ñïðàâåäëèâî ïðè çàìåíå γ íà γ2 ∈ (γ, ξ),
äîñòàòî÷íî áëèçêîå ê γ, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Äåé-

ñòâèòåëüíî, âûáåðåì γ2 > γ òàê, ÷òîáû

∫ ∞

0

eγ2x |µs|(dx) −

∫ ∞

0

eγx |µs|(dx) <
α

8
.

Ïîëîæèì äëÿ êðàòêîñòè ν = µd, δ = γ2−γ. Âîçüìåì äîñòàòî÷íî áîëüøîå A > 0
òàêîå, ÷òî

∫∞

A
eγ2x |ν|(dx) < α/8. Ïóñòü s ∈ Π(γ2). Òîãäà s− δ ∈ Π(γ). Èìååì

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣
∫ A

0

esx ν(dx)

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣
∫ A

0

e(s−δ)x ν(dx)

∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣
∫ A

0

[esx − e(s−δ)x] ν(dx)

∣∣∣∣

6

∫ A

0

|esx − e(s−δ)x| |ν|(dx) 6

∫ A

0

eRe(s−δ)x|eδx − 1| |ν|(dx)

6 e|γ|A|eδA − 1||ν|([0, A]) <
α

8

ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì δ > 0, îòêóäà âûòåêàåò

∣∣∣∣
∫ A

0

esx ν(dx)

∣∣∣∣ >
∣∣∣∣
∫ A

0

e(s−δ)x ν(dx)

∣∣∣∣ −
α

8
.

Äàëåå

|ν̂(s)| =

∣∣∣∣
(∫ A

0

+

∫ ∞

A

)
esx ν(dx)

∣∣∣∣

>

∣∣∣∣
∫ A

0

esx ν(dx)

∣∣∣∣ −
α

8
>

∣∣∣∣
∫ A

0

e(s−δ)x ν(dx)

∣∣∣∣ −
α

4

> |ν̂(s− δ)| −

∣∣∣∣
∫ ∞

A

esx ν(dx)

∣∣∣∣ −
α

4
> |ν̂(s− δ)| −

3α

8
.
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Áåðÿ èí�èìóì ïî s ∈ Π(γ2) ñíà÷àëà â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà, à çàòåì
â ëåâîé, ïîëó÷àåì infs∈Π(γ2) |ν̂(s)| > infs∈Π(γ) |ν̂(s)|−3α/8. Îêîí÷àòåëüíî èìååì

inf
s∈Π(γ2)

|ν̂(s)| −

∫ ∞

0

eγ2x |µs|(dx) = inf
s∈Π(γ2)

|ν̂(s)| − inf
s∈Π(γ)

|ν̂(s)|

+ inf
s∈Π(γ)

|ν̂(s)| −

∫ ∞

0

eγx |µs|(dx)

+

∫ ∞

0

eγx |µs|(dx) −

∫ ∞

0

eγ2x |µs|(dx) > −
3α

8
+ α−

α

8
=
α

2
> 0,

÷òî è òðåáîâàëîñü óñòàíîâèòü.

Ïî ëåììå 5.1 ìíîæåñòâî Z2 ⊇ Z êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

(2.3), ëåæàùèõ â ïîëóïëîñêîñòè Π(γ2), êîíå÷íî. Óìåíüøàÿ γ2, ìîæíî äîáèòüñÿ

òîãî, ÷òî Z2 = Z ïðè γ2 > γ. Âûáåðåì σ > γ2. Ïîëîæèì p :=
∑l

j=1mj è

v(s) :=
µ̂(s)(s− σ)p

∏l
j=1(s− sj)mj

, s ∈ Π(γ2),

äîîïðåäåëèâ çíà÷åíèÿ �óíêöèè v(s) â òî÷êàõ s1, . . . , sl ïî íåïðåðûâíîñòè. Ïî-
ëîæèì ψ(x) := exp(γ2x), x > 0. Ïîêàæåì, ÷òî �óíêöèÿ v(s), s ∈ Π(γ2), �

ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà V̂ (s) íåêîòîðîé ìåðû V ∈ S(ψ). �àçëàãàÿ ðàöèîíàëü-
íóþ �óíêöèþ íà ïðîñòûå äðîáè, ïîëó÷àåì

v(s) = µ̂(s)

{
1 +

l∑

j=1

mj∑

k=1

cjk
(s− sj)k

}
,

ãäå cjk � êîíñòàíòû. Î÷åâèäíî µ ∈ S(ψ). Ñîãëàñíî ëåììå 5.2 âûðàæåíèå

µ̂(s)/(s− sj)
k
ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ìå-

ðû T (sj)
kµ, ïðèíàäëåæàùåé áàíàõîâîé àëãåáðå S(ψ). Ïîäûòîæèâàÿ, âèäèì,

÷òî v(s) = V̂ (s), ãäå V ∈ S(ψ). Ìåðó V ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå V = µ+ V1,
ãäå ìåðà V1 àáñîëþòíî íåïðåðûâíà. Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ýëåìåíò V îáðàòèì â

S(ψ), ò. å. íàéäåòñÿ ýëåìåíò V −1 ∈ S(ψ) òàêîé, ÷òî V ∗V −1 = δ0. Òàê êàê ìåðà V1
àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, èìååì Vd = µd è Vs = µs. Ïîýòîìó îáðàòèìîñòü V âûòå-

êàåò èç óñëîâèÿ (O) è òåîðåìû 4.3. Ïîëîæèì w(s) := f̂2(s)/v(s). Ïðèìåíÿÿ ëåì-
ìó 5.3 ñ ïîëóìóëüòèïëèêàòèâíîé �óíêöèåé (1 + t)Nϕ(t), âèäèì, ÷òî �óíêöèÿ
f2(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (5.1). Îáðàçóåì ñèñòåìó ïîëóìóëüòèïëèêàòèâíûõ

�óíêöèé ϕk(t) := (1 + t)kϕ(t), t > 0, k = 0, . . . , N . Î÷åâèäíî γ(ϕk) = γ(ϕ) ïðè

âñåõ k. ßñíî, ÷òî w(s), s ∈ Π(γ), � ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà Ŵ (s) àáñîëþòíî
íåïðåðûâíîé ìåðûW ∈ S(ϕN ) ñ ïëîòíîñòüþ f2∗V

−1(x) =
∫ x
0
f2(x−y)V

−1(dy),

x > 0, òàê êàê V −1 ∈ S(ψ) ⊂ S(ϕN ). Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ẑ(s) èñêîìîãî
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1) ñ óêàçàííûìè íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå

ẑ(s) =
f̂2(s)

µ̂(s)
=

f̂2(s)(s− σ)p

v(s)
∏l
j=1(s− sj)mj

= w(s)
(s− σ)p

∏l
j=1(s− sj)mj

.
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�àçëàãàÿ ðàöèîíàëüíóþ �óíêöèþ íà ïðîñòûå äðîáè, ïîëó÷àåì

ẑ(s) = w(s)

{
1 +

l∑

j=1

mj∑

k=1

cjk
(s− sj)k

}
.

Îñóùåñòâèì ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

w(s)

(s− sj)k
=

w(sj)

(s− sj)k
+
w(s)− w(sj)

(s− sj)k
=

k−1∑

i=0

wi,j(sj)

(s− sj)k−i
+ wk,j(s),

ãäå w0,j(s) := w(s), wp,j(s) := {wp−1,j(s) − wp−1,j(sj)}/(s − sj), p = 1, . . . , k.
Åñëè Re sj < γ, òî ïî òåîðåìå 4.1 wp,j(s) ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà

ìåðû T p(sj)W ∈ S(ϕN ). Åñëè æå Re sj = γ, òî ïî òåîðåìå 4.2 wp,j(s) ÿâëÿ-
åòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà ìåðû T p(sj)W ∈ S(ϕN−p). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ

T p(sj)W ∈ S(ϕ). Â èòîãå â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ (2.4) ïîëó÷àåì

(5.2) ẑ(s) =

l∑

j=1

mj∑

k=1

(−1)k
bjk

(s− sj)k
+ w(s) +

l∑

j=1

mj∑

k=1

cjkwk,j(s).

ßñíî, ÷òî �óíêöèÿ

r̂(s) := w(s) +

l∑

j=1

mj∑

k=1

cjkwk,j(s), s ∈ Π(γ),

� ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà íåêîòîðîé ìåðû â S(ϕ), êîòîðàÿ àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíà, òàê êàê â ïðåäøåñòâóþùèõ ðàññóæäåíèÿõ ìåðà W àáñîëþòíî íåïðå-

ðûâíà, à ïðèìåíåíèå îïåðàòîðîâ T (sj)
k
ê ìåðàì äàåò àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå

ìåðû. Òåïåðü, ÷òîáû ïîëó÷èòü èñêîìîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå (2.5), íàì

îñòàëîñü ïåðåéòè â ðàâåíñòâå (5.2) îò ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà ê èõ ïðîîáðà-

çàì. Òåîðåìà 5.1 äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèå 5.1. Ïðèâåäåì óñëîâèå, áîëåå íàãëÿäíîå, ÷åì (O):

(S)

∫ ∞

0+

eγx |µd| (dx) +

∫ ∞

0

eγx |µs| (dx) < |µ({0})| .

Åñëè µ({0}) 6= 0 è ñóæåíèå µ íà (0,∞) àáñîëþòíî íåïðåðûâíî îòíîñèòåëüíî ìå-
ðû Ëåáåãà, òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (S). Èç óñëîâèÿ (S) âûòåêàåò óñëîâèå (O),

ò.å. óñëîâèå (O) ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèì, ÷åì óñëîâèå (S). Äåéñòâèòåëüíî,

|µ̂d(s)| =

∣∣∣∣µ({0}) +
∫ ∞

0+

esx µd(dx)

∣∣∣∣

> |µ({0})| −

∣∣∣∣
∫ ∞

0+

esx µd(dx)

∣∣∣∣ > |µ({0})−

∫ ∞

0+

eγx |µd|(dx).

Çàìå÷àíèå 5.2. Â ðàáîòå [7℄ ðàññìàòðèâàëîñü äè��åðåíöèàëüíî-ðàçíîñò-

íîå óðàâíåíèå

(5.3)

m∑

j=0

∫ h

0

z(j)(t− u)µj(du) = f(t), t > 0,
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ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì z(t) = g(t), t ∈ [−h, 0]. Â îòëè÷èå îò íàñòîÿùåé ñòàòüè,

ãäå äàíà èíòåãðàëüíàÿ îöåíêà îñòàòêà â ðàçëîæåíèè (2.5), ðàáîòà [7℄ ïîñâÿùåíà

èññëåäîâàíèþ äðóãîãî òèïà àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ. Áûëî óñòàíîâëåíî

àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.3):

z(t) =

l∑

j=1

Qj(t)e
−sjt + r(t),

ãäå sj � êîðíè ñîîòâåòñòâóþùåãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ êðàòíî-

ñòÿìè mj, Qj(t) � îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûå ïîëèíîìû ñòåïåíåé ìåíüøèõ,

÷åì êðàòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ êîðíåé sj , à îñòàòîê r(t) ¾íàñëåäóåò¿ àñèìï-

òîòè÷åñêèå ñâîéñòâà èñõîäíîé �óíêöèè f(t) â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Åñëè äëÿ

íåêîòîðîé ïîäõîäÿùåé �óíêöèè ñðàâíåíèÿ σ(t) ñóùåñòâóåò ïðåäåë L (f) :=
limt→∞ f(t)/σ(t), òî áóäåò ñóùåñòâîâàòü è ïðåäåë limt→∞ r(t)/σ(t), êîòîðûé
ìîæåò áûòü âûðàæåí â ÿâíîì âèäå ÷åðåç âåëè÷èíó L (f).

6. Äîêàçàòåëüñòâà ëåìì

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.1. �àññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, äîïóñòèì, ÷òî

ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ òî÷åê sn ∈ Π(γ) òà-
êàÿ, ÷òî L(sn) = 0. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {sn} ñòðåìèòñÿ ê ∞, ïîñêîëüêó èíà÷å

àíàëèòè÷åñêàÿ âî âíóòðåííîñòè ïîëóïëîñêîñòè Π(ξ) ⊃ Π(γ) �óíêöèÿ µ̂(s) ðàâ-
íÿëàñü áû òîæäåñòâåííî íóëþ ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè [2, ãë. 3, � 6, ï. 1℄.

Èìååì

µ̂(s) =

∫ ∞

0

est µc(dt) +

∫ ∞

0

est µd(dt) +

∫ ∞

0

est µs(dt)

=: I1(s) + I2(s) + I3(s).

Ñîãëàñíî ëåììå �èìàíà�Ëåáåãà íàéäåòñÿ ÷èñëî B > 0 òàêîå, ÷òî |I1(s)| < α/2
ïðè |s| > B, s ∈ Π(γ). Òîãäà ïðè òåõ æå s èìååì

|µ̂(s)| > |I2(s)| − |I1(s)| − |I3(s)| > α/2 > 0.

Íî |sn| > B è µ̂(sn) = 0 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
äîêàçûâàåò ëåììó 5.1. �

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.2. Ïðîäîëæèì �óíêöèþ ϕ(x) ñ ñîõðàíåíèåì
ïîëóìóëüòèïëèêàòèâíîñòè íà âñþ ïðÿìóþ R ðàâåíñòâîì ϕ(x) := eγ1x, x < 0,
ãäå γ1 < Re s0. Ïðîäîëæèì ìåðó ν íà áîðåëåâñêèå ïîäìíîæåñòâà A ⊆ (−∞, 0),
ïîëàãàÿ ν(A) := 0. Òîãäà ïî òåîðåìå 2 [5℄ ν̂(s)/(s − s0), γ1 6 Re s 6 γ, �
ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ìåðû ñ ïëîòíîñòüþ

k(x) =

∫ ∞

x

exp(−s0(x− y)) ν(dy), x ∈ R,

òàêîé, ÷òî

∫
R
ϕ(x)|k(x)| dx < ∞. Òàê êàê k(x) = exp(−s0x)ν̂(s0) = 0, x < 0,

âèäèì, ÷òî ýòà ìåðà, êîòîðóþ òàêæå îáîçíà÷èì ÷åðåç T (s0)ν, ïðèíàäëåæèò
áàíàõîâîé àëãåáðå S(ϕ) ìåð, ñîñðåäîòî÷åííûõ íà [0,∞). Ëåììà 5.2 äîêàçàíà.

�
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.3. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî f1 ∈ S̃ϕ+. Ïðî-
äîëæèì �óíêöèþ ϕ(x) ñ ñîõðàíåíèåì ïîëóìóëüòèïëèêàòèâíîñòè íà âñþ ïðÿ-

ìóþ R ðàâåíñòâîì ϕ(x) := eγx, x < 0. Èìååì
∫ ∞

0

ϕ(x)|f1(x)| dx =

∫ ∞

0

ϕ(x)

∣∣∣∣
∫ ∞

x

g(x− u)µ(du)

∣∣∣∣ dx

6

∫ ∞

0

∫ ∞

x

ϕ(x − u)|g(x− u)|ϕ(u) |µ|(du) dx

=

∫ ∞

0

(∫ 0

−u

ϕ(v)|g(v)| dv

)
ϕ(u) |µ|(du)

6

∫ 0

−∞

eγv|g(v)| dv

∫ ∞

0

ϕ(u) |µ|(du) <∞,

òàê êàê â ïðîèçâåäåíèè èíòåãðàëîâ ïåðâûé èíòåãðàë êîíå÷åí ïî ïðåäïîëîæå-

íèþ, à êîíå÷íîñòü âòîðîãî âûòåêàåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ìåðû µ,
ñîîòíîøåíèé (3.1) è òîãî �àêòà, ÷òî ïîëóìóëüòèïëèêàòèâíûå �óíêöèè, ïðî-

äîëæàåìûå íà âñþ âåùåñòâåííóþ ïðÿìóþ R, îãðàíè÷åíû íà îãðàíè÷åííûõ èí-

òåðâàëàõ (ñì. [11, òåîðåìà 7.4.1℄). Ëåììà 5.3 äîêàçàíà. �
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