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DEVELOPPEMENT EN SERIE DE FONCTIONS
HOLOMORPHES DES FONCTIONS D’UNE CLASSE
DE GEVREY SUR L’INTERVALLE [-1,1]

Elmostafa Bendib and Hicham Zoubeir

ABSTRACT. We characterize Gevrey functions on the unit interval [—1,1] as
sums of holomorphic functions in specific neighborhoods of [—1,1]. As an
application of our main theorem, we perform a simple proof for Dyn’kin’s
theorem of pseudoanalytic extension for Gevrey classes on [—1,1].

1. Introduction

En 1926, Carleman a posé le probleme de la représentation d’une fonction d’une
classe quasi-analytique [4]. Il avait remarqué que ce probléme ne pouvait pas étre ré-
solu au moyen des méthodes classiques de la théorie des fonctions quasi-analytiques,
mais que la solution de ce probléme nécessitait une méthode de décomposition.

En 1936, San Juan a présenté au congrés d’Oslo une méthode explicite de
décomposition qui permet de résoudre ce probléme [9].

En 1962, Badalyan [1] a proposé un procédé algorithmique qui permet de
développer une fonction d’une classe quasi-analytique en une série de quasi-puis-
sances. En 1970 [2], il a généralisé ce procédé a certaines classes non quasi-
analytiques, mais ce procédé reste local.

Plus récemment, Belghiti [3] a obtenu pour les fonctions de certaines classes
de Carleman sur un domaine convexe borné du plan complexe une représentation
en série de fonctions holomorphes. Cependant la méthode utilisée, qui s’appuie sur
le théoréme de Dyn’kin [6], n’est pas explicite.

Dans ce travail, nous proposons une méthode explicite de représentation d’une
fonction d’une classe de Gevrey sur [—1,1]. Cette méthode consiste a réaliser les
fonctions de la classe comme étant des sommes de séries de fonctions holomorphes
sur des voisinages appropriés de [—1,1] dépendant de la classe, et uniformément
contrdlées sur ces voisinages par les termes d’une série géométrique convergente.
On dispose ainsi d’une caractérisation a la fois géométrique et analytique de la
classe de Gevrey.
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Un avantage de notre étude est de retrouver de maniere explicite et simplifiée le
théoreme de Dyn’kin du prolongement pseudo-analytique pour les classes de Gevrey
sur [—1,1].

2. Notations et résultat principal

Soit I un intervalle compact de la droite réelle et k un réel strictement positif.
La classe de Gevrey d’ordre k sur l'intervalle T notée G (I) [8] est I'ensemble de
toutes les fonctions indéfiniment dérivables f sur I satisfaisant les conditions

1 oo, 2= sup |f™) (2)] < af"nCHVD =012,
xzel

avec la convention 0° = 1, les constantes « et 3 ne dépendant que de f.

On note Gy (R) l'ensemble de toutes les fonctions indéfiniment dérivables sur
R dont la restriction & chaque intervalle compact I de R appartient & Gy (I).

Pour tout A > 0 et n € N*, on note Dy 4., = [—1,1] + B(0,An" %) et Dy :=
[-1,1] + B(0, A) ot B(0,r) désigne la boule euclidienne ouverte de centre 0 et de
rayon r > 0.

Notre résultat principal est le suivant.

THEOREME 2.1. (1) Soit f € Gi([—1,1)), alors il existe des constantes C, A > 0,
0 < p <1 etune suite (Py)n>1 de fonctions rationnelles de péles éventuels i ou —i
telles que

(a) (Vo € [-1,1]) f(z) = 3277, Pula),

(b) | Palloc,Dyan < Cp™ pour n assez grand.

(2) Réciproquement, supposons qu’il existe des constantes C,A >0,0<p <1
et une suite (fn)n>1 de fonctions holomorphes dans Dy a n telles que || fnlloo, Dy 4 »
<Cp™,n=1,2,.... Alors, la série de fonctions Zn>1 fn converge uniformément
sur [—1,1] vers une fonction f appartenant d la classe Gi([—1,1]).

3. Preuve du théoréme principal
La preuve de la partie directe de ce théoréme repose sur les résultats suivants.

PROPOSITION 3.1. Soit g : [—m, 7] — C la restriction d’une fonction 2w-
périodique et de classe C* sur R. Supposons que g € G(|—m, 7)), alors il existe
des constantes A,C >0, 0 < p <1 et une suite (gn)n>1 de fonctions rationnelles
de pole éventuel O telles que

(1) Hgn”oo,lCn < Cpn pourn=1,2,...,
0t Ky :={z € C, 1= An~'* < |2] <14 An~V/*},
(2) (V0 € [=m,7]) g(0) = 320, gn(e”).

PREUVE. Le développement en série de de Fourier de g s’écrit pour tout 6 €
[77(; ’/T]
1 s

> g(0)e~"%do, peZ.

g(0) = Zapeipe avec ap =
pEL
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D’apres [8] on a les estimations

(Vp € Z) |a,| < Coe= 1P

ou les constantes Cy et C7 ne dépendent que de g.
Considérons maintenant la suite (N,,),>1 de nombres réels strictement positifs
définie par

‘k/(kJrl)

Ny, (i)k—ka*(kﬂ)/knwﬂ)m n=12,...
2A(k+1) ’ B

A > 0, est une constante qu’on choisira plus tard.
Posons pour z € C* et n € N*

go(z) == Z apz®, gn(2) = Z apz?
[p|<N1 Nn<Ip|<Nnt1
On a donc

_ k/(k+1) _

(3.1) gn(2)| < Co > e (2" + [2[77).
Np<p<Npny1
Si z appartient & Ky, alors les estimations (B deviennent
gn(2) < Co ST e Ol (@ An R 4 (1 AnT VR,
Np<p<Nni1

Mais pour n assez grand, on a (1 — An_l/k)_1 < 1+ 2An~Y*%_ Dans ce cas on
obtient

< —
gnlloo,c, < Co(1+ Npy1 — Np) N, Jnax

2e,cvlpk/(k+1)JrgpAnfl/k

Il résulte de I’étude des fonctions
10,400 = R, x+— —CyzP/ B+ 4 ogp Ap~1/k,
sur lintervalle [N,,, Nj,+1] que pour n assez grand, on a

lgnlloo,ic, < Co(14 Npg1 — Ny)

_ Cik k _ Cik k+1
— 12 1(7) 2 1/’“(7) A
Xexp( v aags ) T 2A(k + 1) "
Si on choisit A = C13712'/% on obtient pour n assez grand

. 3k k+1
Ionlloe . < Coll + Nosr = Noyexp ( = €137 () )
Mais dans ce cas,
k41 3k i
14 Noy1 — No)  ~ 1k
( + +1 )n~>oo k <21/k(k’+1)) "

I s’ensuit qu’il existe deux constantes Ca,C3 > 0 telles que ¥n € N||gnllco.x, <
Coe= 3", Ceci acheéve la preuve de la proposition B11 O

PROPOSITION 3.2. Soit f € G([—1,1]), alors il existe une fonction F € Gi(R)
telle que (1) F est a support compact contenu dans [—2,2], (2) B_.,=1f
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PREUVE. D’apres [7], il existe Fy, Fr € Gi(R) telles que
Y1) =000, B =7M0), neN

D’autre part, d’apreés [11] il existe ® € G (R) a support contenu dans [—2, 2] avec
®(x) = 1 pour tout = € [—1,1]. La fonction F' définie par

f(z) size[-1,1],
F(z) =< Fi(2)®(x) sixze]-oo,—1],
Fy(z)®(x) size]l,+oo]
satisfait les conditions voulues. O

PREUVE DE LA PARTIE DIRECTE DU THEOREME PRINCIPAL. Soit f une fonc-
tion appartenant a la classe Gi([—1,1]), il existe une fonction F' dans la classe
Gr(R) dont le support est contenu dans lintervalle [—2,2] et qui coincide avec f
sur lintervalle [—1,1].

Considérons la fonction g définie sur 'intervalle [—m, 7] par

() = {F(tan g) si @ € |—2arctan(2), 2 arctan(2)[,

0 sinon.

D’apres un théoreme de Cartan [5l, théoreme III, pp. 24-27], la restriction de g
a lintervalle J := [—2arctan(2), 2 arctan(2)] appartient a la classe G (J). Or, g est
la restriction & [—m, 7] d’une fonction 27-périodique, de classe C* et qui s’annule
sur [—m, 7] \ J; donc g € Gi([—m, 7]).

Par application de la proposition .1 il existe des constantes 0 < A,p < 1,
C > 0 et une suite (gn)n>1 de fonctions rationnelles de péle éventuel 0 telles que

(1) Hgn”oo,lCn < Cpn pourn=1,2,...,
(2) (V0 € [=m,7]) () = 0o gn(e™).
Soit x € [—2,2]. Il existe un unique 6 € [—2arctan(2),2arctan(2)] tel que
z = tan(%) de sorte que F(z) = g(¢) = Sobee gn(12). Soit d’autre part z € C tel

i+
que |Im(z)| < 1 (donc z # i et z # —i); posons ¢ = Z—i, on a |Im(z)| > |;|‘2|H
Donc
1— Ap~1/k 1+ Ap~1/k
1 1o —1/k
(VA" €10,1))(Yn > 1) | Im(2)| < A'n =1 AT <[] <€ T ik
En choisissant A" € ]0, 1 suffisamment petit, on obtient
1— Aln~ Yk 14 A'n~1/k
> _ An~VE —1/k
(Vn>1)1—-An < T A ik et 1—A’n—1/k<1+An :

Posons B, := {z € C | |Im(z)] < A'n"'*}. Les points i et —i sont en
dehors de B,,. De plus Z—z € K, pour tout z € B,. La fonction P, définie
par P,(z) = gn(;;—z) est une fonction rationnelle de poles éventuels i ou —i et
satisfait || Py lloo,8, < Cp™ et on a pour tout z € [—2,2], F(z) = Y.~ Pa(z). Or,
Dy a.n, C By, pour tout n € N*, il en résulte que

(1) (Vo € [-1,1]) f(z) = 3257, Pu(2),
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(2) [1Pualloo, Dy ar,

PREUVE DE LA PARTIE RECIPROQUE DU THEOREME PRINCIPAL. Soit (fy)n>1
une suite de fonctions holomorphes au voisinage de [—1, 1] telle qu’il existe des con-
stantes A,C > 0, 0 < p < 1 telles que f,, € O(Dr,an) et ||falloo,D, as < Cp",
n=1,2,... Lasérie ) fn_y 1) converge donc uniformément vers une fonction con-
tinue f sur [—-1,1]. Ona [-1,1] C EkyAyQ’n C Dy, an- Par les inégalités de Cauchy,
on a pour tout p € N

(3.2) £ oo (=11 < PU2/AYPHCR PO g,

< Cp™ pour n assez grand. O

n

Pour chaque p € N, la série > f,(Lp ) est normalement convergente sur [—1,1], il
s’ensuit que f est C* sur [—1,1]. Nous allons montrer qu’en fait f € Gi([—1,1]).
En effet en vertu de [2) on peut écrire pour tout p € N et tout z € [—1, 1]

“+o0
2C [ 2\P 2C 72\r , 1
®) ()| < _(_> !<p+1>/kn<_(_) ! (p+1)/k jn/2.
7@l < 3 Zo () e < T () P e

n=0

L’étude de la fonction ¢ s t(PT1/%pt/2 sur 10, +-00[ montre que

—1
Supn(erl)/kpn/Q < Qel/k(Qel/k)Ppp/k on Q = 2e
n>1 —klnp

de sorte que
2C 2\P i
AN\ et/ () e1/k\P, 2
A= p) (3) Phoet (@e /)"t
< 20Qe/* (2Q61/k )ppp(1+1/k).
S Al-p)\ A
Donc f € Gx([-1,1]). O

1P oo m1,1) <

4. Application: théoréme de Dyn’kin pour la classe Gi([—1,1])

COROLLAIRE 4.1 (E.M. Dyn’kin). Soit f : [-1,1] — C. Supposons que f €
Gr([-1,1]), alors il existe une fonction F € C=°(C) et a support compact telle que
(1) Aoy =, (2) 195 (2)] < CremC@EELIDT 2 e C N [=1,1] 0d C) et C
sont des constantes strictement positives.

PREUVE. Par le théoréme ZTlsi f € Gi([—1,1]) alors il existe des constantes
A €]0,1[, C > 0, p €]0,1] et une suite de fonctions rationnelles (fy,)n>1 définies
toutes dans la bande B := {z € C| |Im(z)| < A} telles que

+oo
(1) fallDran SCP" (2) D faymry = -
n=1

Par ailleurs il existe une suite de constantes positives (L) [10] ne dépendant que
du double indice o € N? telle que pour tout n € N*, il existe une fonction h,, :
R? ~ C — R vérifiant

hn(2) =1 si 2€ Dy a/gns  ha(2) =0 si 2 & Dy ajon,
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0< hn <1, (VaeN?)(VzeC)|D%y,(2)| < Lanl*VE,

ou |a| =p+qet D* := %, pour a = (p, q).

En prolongeant par 0 la fonction Ay, f,, sur C \ Dy, 4,5, on obtient une fonction
F, de classe C*° sur C telle que Fy,|p, A = fnip, AJom® On a ||folloo,c < Cp",

n =1,2,.... La série de fonctions Y f,, est donc uniformément convergente sur
C et y définit une fonction continue F' a support compact contenu dans Dg4; de
plus (Vz € [-1,1]) F(z) = S 2 Fo(z) = 325 fu(@) = f(x). Ainsi F est un

prolongement & C de f.
Soient a € N2 et z € C. Si z ¢ Dy, a/2,n, par [3.2), on obtient D*F,,(z) = 0; si
2 € Dy a/2.n, alors

DUE () < T (g) Db ()10 £ (=)

B
<y (0‘) Lon MDA £ () < 3 (Q)Lﬂnmmvgam)(zﬂ
BLa ﬂ B<La ﬂ
a A\ lal+1 AN 18] -
<y (5) Lon50(jal — 81 (5) " () gttt
BLa
o 4N lal+1 2 AN 18]
< _ 1= i (|a|+1)/k n
< {BZ (5)zactal - 1ane(5) "7 () Jrtetess
Il s’ensuit que F' =Y~ | F), est de classe C* sur C.
oF oF

Estimons %= (z) pour z € C ~ [~1,1]. Soit z € C ~\ [~1,1] on a $=(z) =
299 (2). Or % (z) = 0si d(z,[~1,1]) = An~ Y ou d(z,[~1,1]) < 4n~V/k,

Sid(z,[—1,1]) € [4n~Y*, An=Yk[ alors

oF, Ofn Ohy, 0
TR(E) = ()G E) + Fa()GE () = FalD) 5 hal2),

donc
OF, Oh,, C . /|0hn Oh,, C .
T2 )] <@ F2e| <50 (|5 @G @)]) <5 Ea0tLonn "
En posant Co := $C(L(1,0) + L(0,1)) et A = —Inp > 0, on obtient
oF 1/k _nln
g(z)} < Z Con*/"e P

An—1/k<d(z,[~1,1])<An—1/F

<C nl/ke=An < O sup{tl/ke /2 o—An/2
DY (e Y

A A
(ga it sn (za=f—p)

Cosup,oftt/ke = /2} _
h 1—e M2 ¢
ou €y = —55Co sup; o {t'/Fe M2} > 0 et Cy = 3(£)" > 0.
Ceci acheve la preuve du corollaire. O

k<n

3t < OpeCalt 1)
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