
PORTUGALIAE MATHEMATICA

Vol. 59 Fasc. 3 – 2002

Nova Série

POINTS D’ÉQUILIBRE POUR
UNE ÉQUATION DES ONDES AVEC CONTRÔLE FRONTIÈRE

CONTENANT UN TERME INTÉGRAL
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Presented by E. Zuazua

Résumé: On étudie la stabilisation des vibrations d’une poutre en torsion, de

longueur unité, contrôlée en boucle fermée à l’une des extrémités. La poutre est modélisée

par une e.d.p. de type ondes. La loi de contrôle est une fonction de la vitesse du système

étudié. L’énergie naturelle du système qui est une semi-norme dans l’espace de travail

n’est a priori pas une fonction de Lyapounov. On construit une nouvelle fonctionnelle,

qui est la somme de deux fonctions de Lyapounov. Une première équivalente à l’énergie

du système et une seconde qui reste constante sur toutes les trajectoires. On montre

l’existence et l’unicité d’une solution, ainsi que la convergence forte et exponentielle de

la solution vers un point d’équilibre qui dépend de la condition initiale. On montre aussi

que la stabilité forte et exponentielle a lieu pour des données initiales dans un sous espace

fermé de l’espace d’énergie.

1 – Introduction et formulation du problème

Dans un travail précédent [8], S. Icart, J. Leblond et C. Samson avaient étudié

une approximation d’une poutre déformable en torsion par un système constitué

d’une succession de masses et de ressorts.
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Quand le contrôle τ est appliqué à la première masse et que la gravité est

négligée, le principe fondamental de la dynamique conduit aux équations sui-

vantes:

Mn+1

( ..
α
..
qn

)
+

(
0 0
0 Kn

)(
α
qn

)
=

(
τ
0

)
(1.1)

où

. Kn est une matrice n × n diagonale composée des raideurs des ressorts ki
(i = 1, ..., n),

. α est le déplacement de la première masse,

. qn est un vecteur de Rn, représentant les déformations de chaque ressort,

. Mn+1 est une matrice d’ordre n+1, composée des masses mi (i=1, ..., n+1)

et dont l’expression est



n+1∑

i=1

mi Mn(1)
>

Mn(1) Mn




où chaque élément de la matrice Mn est défini par

Mn(i, j) =

min(n+1−i, n+1−j)∑

l=1

ml ,

avec Mn(1) la première colonne de Mn et Mn(1, 1) le premier élément de

Mn(1).

Alors (1.1) implique
(
Mn −

Mn(1)Mn(1)
>

Mn+1(1, 1)

)
..
qn +Knqn = − Mn(1)

Mn+1(1, 1)
τ(t) .(1.2)

Lorsque τ = 0, l’équation (1.2) caractérise les vibrations libres de (1.1):
(
Mn −

Mn(1)Mn(1)
>

Mn+1(1, 1)

)
..
qn +Knqn = 0 .(1.3)

Soient (φi)1≤i≤n ∈ Rn les vecteurs propres du système (1.3).

Soient kp, kv > 0 et Gn ∈ Rn vérifiant
(
G>n · φi

)
φi(1) ≥ 0, ∀ 1 ≤ i ≤ n.

Alors la loi de contrôle

τ(t) = −kp
(
α (t) +G>n · qn(t)

)
− kv

(
.
α (t) +G>n ·

.
qn (t)

)
(1.4)

stabilise exponentiellement le système (1.1) (cf. [8]).
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Des simulations numériques faites sur ce modèle [8] montrent que l’introduc-

tion des termes faisant intervenir Gn dans la loi de contrôle améliore la vitesse

de stabilisation.

Dans le cas continu, considéré comme limite du cas ci-dessus, une poutre

déformable en torsion, de longueur unité, de masse et raideur constantes, contrôlée

à l’une des extrémités, est modélisée comme suit





ytt(x, t)− yxx(x, t) = 0, 0 < x < 1 t > 0

yx(0, t) = 0

−yx(1, t) = τ(t)

(1.5)

avec (y(x, 0), yt(x, 0)) = (y0(x), y1(x)) ∈ H1(0, 1)× L2(0, 1).

La fonction y(x, t) représente l’angle de torsion par rapport à l’origine au point

d’abscisse x de la poutre et à l’instant t.

La loi de contrôle τ(t) est de la forme

τ(t) = kp

[
y(1, t) +

∫ 1

0
G(x)y(x, t) dx

]
+ kv

[
yt(1, t) +

∫ 1

0
G(x)yt(x, t) dx

]
(1.6)

avec kp, kv > 0 et G ∈ L2(0, 1), contrôle qui étend (1.4) au cas continu.

Pour (1.5), un certain nombre de résultats ou de conjectures avaient été

énoncés dans [8]. Une étude mathématique assez exhaustive de (1.5)–(1.6) du

point de vue existence et stabilité (forte et uniforme) a été faite par M. Cherkaoui

[3].

Le but de ce papier est d’étudier (1.5) avec une loi de contrôle sans terme en

position, i.e. kp = 0. Donc (1.5)–(1.6) s’écrit





ytt(x, t)− yxx(x, t) = 0, 0 < x < 1 t > 0

yx(0, t) = 0

−yx(1, t) = k yt(1, t) +

∫ 1

0
G(x) yt(x, t) dx

(1.7)

avec y(x, 0) = y0 ∈ H1(0, 1) et yt(x, 0) = y1 ∈ L2(0, 1).

La constante k est strictement positive et G est une fonction de L2(0, 1).

L’espace d’énergie est X = H1(0, 1)×L2(0, 1) qu’on munit du produit scalaire:

〈[u, v] , [w, z]〉 = u(1)w(1) +

∫ 1

0
(u′w′ + v z) dx .(1.8)
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L’énergie naturelle du bras à l’instant t est:

E(t) =
1

2

∫ 1

0

(
u2
x(x, t) + u2

t (x, t)
)
dx(1.9)

qui n’est qu’une semi-norme sur l’espace d’énergie, et n’est a priori pas une fonc-

tion de Lyapounov à cause de la présence du terme en G. Le cas où G est nulle

a été étudié dans [5] du point de vue convergence exponentielle des solutions et

détermination du taux optimal de convergence.

Plusieurs auteurs ont étudié la stabilisation de l’équation des ondes, en une

ou plusieurs dimensions d’espace, avec un contrôle frontière dissipatif contenant

un terme integral en temps et non en espace comme dans notre cas (cf. [1], [2],

[12], [13] et [14]), ou encore un terme integral en espace, mais dans l’équation

elle même (cf. [10]). Ces auteurs donnent des résultats d’existence et d’unicité, et

surtout des estimations de décroissance de l’énergie, exponentielle ou rationnelle,

suivant les hypothèses.

Dans tous ces travaux, l’énergie naturelle du système est une norme de l’espace

de travail, en raison de la présence d’une condition de type Dirichlet sur une

partie de la frontière. La convergence a lieu vers 0, contrairement à notre cas, où

la solution converge vers un point d’équilibre qui dépend de la condition initiale.

Enfin, le type de condition aux limites dissipative qui est choisi dans notre

problème est specifique, car issu de l’approximation du problème par un système

de masses et de ressorts.

La suite du papier est organisée de la façon suivante:

Dans la section 2, sous des conditions sur G, on établit l’existence et l’unicité

d’une solution au système bouclé (1.7). Ceci au sens des semi-groupes de con-

tractions. Pour cela, on introduit une nouvelle norme sur l’espace d’énergie,

équivalente à la norme usuelle. Sous des conditions moins fortes sur G, un autre

résultat d’existence et d’unicité est donné, mais seulement au sens des semi-

groupes fortement continus.

Dans la section 3, on montre que pour toute condition initiale dans X , la

solution de notre problème converge fortement dans X vers un point d’équilibre

qui dépend de cette condition initiale. Sous une autre hypothèse supplémentaire

sur la norme de G, on montre que notre solution converge exponentiellement vers

le point d’équilibre correspondant.

On montrera aussi que pour toute donnée initiale dans un sous-espace fermé

de X , la solution converge fortement et exponentiellement vers (0, 0).
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2 – Résultat d’existence et d’unicité

Le système bouclé (1.7) peut s’écrire sous la forme abstraite suivante

Yt +AY = 0(2.1)

avec Y = (y, yt) et A: D(A)→ X est donné par




0 −I

− d2

dx2
0


(2.2)

D(A) =
{
(y, z)∈H2(0, 1)×H1(0, 1)) / yx(0) = yx(1)+kz(1)+(G, z)L2 = 0

}
.(2.3)

Pour avoir la monotonie deA, on va d’abord définir surX une norme équivalente

à la norme usuelle sur X .

Soient ϕp(x) =
√
2 cos(ωpx) pour p > 0 et ϕ0(x) = 1 les solutions normalisées

du système
{
−ϕpxx = λp ϕp

ϕpx(0) = ϕpx(1) = 0

avec λp = ω2
p et ωp = πp.

Les (ϕp)p≥0 forment une base Hilbertienne de L2(0, 1).

Pour simplifier l’écriture, on note le produit scalaire sur L2(0, 1) par (., .)L2 .

On suppose que k est une constante et G une fonction de L2(0, 1) telles que

k +
(G,ϕ0)L2

ϕ0(1)
6= 0 .(2.4)

On définit sur X×X la forme bilinéaire: ∀U1=(u1, v1), U2=(u2, v2) dans X

B(U1, U2) =
1

2

∑

p≥0

(
k +

(G,ϕp)L2

ϕp(1)

)
Bp(U1, U2) +

1

2
f(U1)f(U2) ,

avec

Bp(U1, U2) =





(ϕp, v1)L2 (ϕp, v2)L2 +
1

ω2
p

(ϕpx , u1x)L2 (ϕpx , u2x)L2 pour p ≥ 1

(ϕ0, v1)L2 (ϕ0, v2)L2 pour p = 0

et

f(U) =
k u(1) + (G, u)L2 + (v, 1)L2

k + (G, 1)L2

où U = (u, v) ∈ X.
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Lemme 2.1. Il existe C > 0 tel que ∀(u, v) ∈ H1(0, 1)× L2(0, 1), on a

u2(1) +

∫ 1

0

(
u2
x+v

2
)
dx ≤ C

([
k u(1) + (G, u)L2 + (v, 1)L2

]2
+

∫ 1

0

(
u2
x+v

2
)
dx

)
.

Preuve: On raisonne par l’absurde, en supposant que ∀n ∈ N, il existe

(un, vn) ∈ H1(0, 1)× L2(0, 1) tels que

u2
n(1) +

∫ 1

0

(
u2
nx + v2

n

)
dx ≥

≥ n

([
k un(1) + (G, un)L2 + (vn, 1)L2

]2
+

∫ 1

0

(
u2
nx + v2

n

)
dx

)
.

On peut évidement supposer (un, vn) 6= (0, 0) et normalisée dans X.

Donc

u2
n(1) +

∫ 1

0

(
u2
nx + v2

n

)
dx = ‖(un, vn)‖2X = 1

[
k un(1) + (G, un)L2 + (vn, 1)L2

]2
+

∫ 1

0

(
u2
nx + v2

n

)
dx −→

n→+∞
0 .

On aura par conséquent

‖(un, vn)‖2X = 1 ,(2.5)

∫ 1

0
u2
nx dx −→

n→+∞
0 ,(2.6)

∫ 1

0
v2
n dx −→

n→+∞
0(2.7)

et

k un(1) + (G, un)L2 + (vn, 1)L2 −→
n→+∞

0 .(2.8)

(2.5) implique que un converge vers un u dans H1(0, 1)-faible et dans

L2(0, 1)-fort et que vn converge vers un v dans L2(0, 1)-faible. L’injection de

H1(0, 1) dans C0 ([0, 1]) étant compacte, on a un(1) −→
n→+∞

u(1).

(2.7) implique que vn −→
n→+∞

0 dans L2(0, 1)-fort, et comme vn −→
n→+∞

v au sens

des distributions, on en déduit que v = 0.

(2.6) implique que unx −→
n→+∞

0 dans L2(0, 1)-fort, et comme unx −→
n→+∞

ux au

sens des distributions, on en déduit ux = 0, et par suite u est constante.
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(2.8) donne alors

k u(1) + (G, u)L2 = 0(2.9)

et comme u est constante, (2.9) s’écrit
(
k +

(G,ϕ0)
L2

ϕ0(1)

)
u(1) = 0, et par suite (2.4)

implique u = 0.

Mais alors

1 = u2
n(1) +

∫ 1

0

(
u2
nx + v2

n

)
dx −→

n→+∞
u2(1) + 0 + 0 = 0 ,

ce qui est absurde.

Proposition 2.1. On suppose que inf
p≥0

(
k +

(G,ϕp)
L2

ϕp(1)

)
> 0.

Alors la forme bilinéaire B est un produit scalaire sur X, et la norme associée

notée N est équivalente à la norme usuelle de X.

Preuve: a) Montrons que B est définie positive sur X.

Soit U = (u, v). Alors B(U,U) = 0 implique que

i) Bp(U,U) = 0, ∀p ≥ 0 et

ii) k u(1) + (G, u)L2 + (v, 1)L2 = 0.

i) implique (ϕp, v)
2
L2 + 1

ω2
p
(ϕpx , ux)

2
L2 = 0 ∀ p ≥ 1, et (ϕ0, v)

2
L2 = 0 donc

(ϕp, v)L2 = 0 ∀p ≥ 0. D’où v = 0.

On a aussi (ϕpx , ux)L2 = 0 ∀p ≥ 1. Une intégration par parties donne

(ϕp, u)L2 = 0 ∀p ≥ 1, donc u est constante égale à (ϕ0, u)L2 . En combinant

ces résultats avec ii) on obtient

k u(1) + (G, u)L2 = (ϕ0, u)L2

[
k +

(G,ϕ0)L2

ϕ0(1)

]
= 0 ,

et (2.4) implique que (ϕ0, u)L2 = 0. Donc u = 0.

Donc la forme bilinéaire symétrique B est définie positive, par conséquent

c’est un produit scalaire sur X.

b) Montrons que N est équivalente à la norme usuelle sur X.

Il est clair qu’il existe C1 > 0 tel que ∀U = (u, v)

N2(u, v) =
1

2

∑

p≥0

(
k +

(G,ϕp)L2

ϕp(1)

)
Bp(U,U) +

1

2
f2(U)

≤ C1

2

[
u2(1) +

∫ 1

0
(u2

x + v2) dx

]
.
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Pour avoir l’inégalité en sens inverse, on utilise le lemme 2.1.

D’abord avec

D = min

(
inf
p≥0

(
k +

(G,ϕp)L2

ϕp(1)

)
,

1

(k + (G, 1)L2)2

)
,

on a

N2(u, v) ≥ D

2



∑

p≥0

Bp(U,U) +
[
k u(1) + (G, u)L2 + (v, 1)L2

]2

 .

et d’après l’inégalité du lemme 2.1, on obtient

∃C2 > 0 tel que ∀(u, v) ∈ X, on a

C2

[
u2(1) +

∫ 1

0
(u2

x + v2) dx

]
≤ N2(u, v) .

D’où l’équivalence des deux normes.

Théorème 2.1. L’opérateur linéaire A : D(A)⊂X→X défini par (2.2)–(2.3)

engendre un C0-semigroupe de contractions S(t) sur l’espace X.

Preuve: D’après un théorème de Lumer-Phillips [11], il suffit de montrer

que A est un opérateur maximal monotone.

i) Monotonie de l’opérateur A.

Soit U =

(
u
v

)
∈ D(A), donc AU =

( −v
−uxx

)
.

B (AU,U) =
1

2

∑

p≥0

(
k +

(G,ϕp)L2

ϕp(1)

)
Bp(AU,U) +

1

2
f(AU) f(U) .

En raison des conditions aux limites, pour tout U dans D(A), on a f(AU) = 0.

Pour tout p ≥ 0, on a

Bp(AU,U) =





−(ϕp, uxx)L2 (ϕp, v)L2 − 1

ω2
p

(ϕpx , vx)L2 (ϕpx , ux)L2 pour p ≥ 1

−(ϕ0, uxx)L2 (ϕ0, v)L2 pour p = 0 .

Tous calculs faits, on obtient

Bp(AU,U) = −(ϕp, v)L2 ϕp(1)ux(1) .



POINTS D’ÉQUILIBRE POUR UNE ÉQUATION DES ONDES 359

Par suite

B (AU,U) =
u2
x(1)

2
.

D’où A est monotone dans X.

ii) Surjection de l’opérateur I+ λ0A, λ0 > 0.

Montrons que ∀(f, g) ∈ X, ∃! (u, v) ∈ D(A) tel que (I + λ0A)

(
u
v

)
=

(
f
g

)
,

où λ0 est une constante strictement positive qui sera fixée ultérieurement.

Soit donc le système:
(
u
v

)
− λ0

(
v
uxx

)
=

(
f
g

)
i.e.

{
u− λ0v = f

v − λ0uxx = g
⇐⇒

{
u− λ0v = f

u− λ2
0uxx = f + λ0g = F .

On a donc à résoudre:




u− λ2
0uxx = F ∈ L2(0, 1)

ux(0) = 0

−ux(1) =
1

λ0

[
k u(1) + (G, u)L2

]
− 1

λ0
[kf(1) + (G, f)L2 ] .

(2.10)

Soit ψ ∈ H1(0, 1), alors (2.10) implique:

(u− λ2
0uxx, ψ)L2 = (F, ψ)L2 ,

et par intégration par parties, on a:

(u, ψ)L2 + λ2
0(ux, ψx)L2 + λ0

[
ku(1) + (G, u)L2

]
ψ(1) =

= (F,ψ)L2 + λ0

[
kf(1) + (G, f)L2

]
ψ(1) .

On pose

a(u, ψ) = (u, ψ)L2 + λ2
0(ux, ψx)L2 + λ0

[
k u(1) + (G, u)L2

]
ψ(1)

b(ψ) = (F,ψ)L2 + λ0

[
kf(1) + (G, f)L2

]
ψ(1) .

La forme a est bilinéaire continue sur H1(0, 1)×H1(0, 1) et coercive pour λ0 > 0

assez petit. La forme b est linéaire continue sur H1(0, 1). Par le théorème de

Lax-Milgram, il existe un unique u ∈ H1(0, 1) tel que:

a(u, ψ) = b(ψ) ∀ψ ∈ H1(0, 1) .(2.11)
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Montrons qu’on a bien une solution pour (2.10). En prenant ψ ∈ D(0, 1), on

déduit d’abord que

u− λ2
0uxx = F p.p. dans L2(0, 1) .

D’où la régularité H2(0, 1).

Ensuite pour ψ ∈ H1(0, 1), l’équation (2.11) s’écrit:

(
u− λ2

0uxx, ψ
)
L2 + λ2

0

[
ux(1) +

1
λ0

(ku(1) + (G, u)L2 − kf(1)− (G, f)L2)
]
ψ(1) =

= (F,ψ)L2 + λ2
0ux(0)ψ(0) .

Comme ψ(0) et ψ(1) sont arbitraires, on déduit les conditions aux limites de

(2.10). Donc il existe une unique solution u ∈ H2(0, 1) de (2.10) vérifiant les

conditions aux bords.

D’où la surjection de I+ λ0A, pour λ0 > 0, et par conséquent A est maximal

monotone sur X. La densité de D(A) dans X est évidente car X est un Hilbert

et A est maximal monotone.

D’après le théorème de Lumer-Phillips, pour toute condition initiale (u0, u1) ∈
D(A), le problème (2.1)–(2.3) admet une solution unique:

(u, v) ∈ C(R+; D(A)) ∩ C1(R+; X) avec v = ut .

L’application (u0, u1) 7−→ (u, v) s’étend en une contraction S(t) sur X telle

que (S(t))t≥0 soit fortement continue, et on peut définir pour toute condition

initiale (u0, u1) dans X, la solution faible de (2.1)–(2.3) par la formule:

(u(t), v(t)) = S(t)(u0, u1), t ≥ 0

avec (u(t), v(t)) ∈ C(R+; X).

Remarques 2.1.

1. Grâce au théorème 2.1 et à un résultat de régularité dû à Haraux [7], on

déduit que pour toute donnée initiale dans D(A), (1.7) admet une unique

solution y(., t) telle que

y(., t) ∈ C(R+; H2(0, 1)) ∩ C1(R+; H1(0, 1)) ∩ C2(R+;L2(0, 1)) .

Si la donnée initiale est dans X, on a

y(., t) ∈ C(R+; H1(0, 1)) ∩ C1(R+;L2 (0, 1)) .
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2. On remarque que pour toute donnée initiale dans D(A), f(Y ), avec Y la

solution de (2.1)–(2.3), reste constante le long de la trajectoire. En effet

ft(Y ) = f(Yt) = −f(AY ) = 0 .

On énonce maintenant un résultat d’existence et d’unicité différent, ne nécessitant

pas l’hypothèse faite dans le proposition 2.1. sur (G,ϕp)L2 . Donnons d’abord un

lemme.

Lemme 2.2. Soient k ∈ R∗ et G ∈ L2(0, 1) tels que k + (G, 1)L2 6= 0.

Alors l’opérateur linéaire C qui à u associe u+ 1
k (G, u)L2 est bijectif continu

et d’inverse continu de L2(0, 1) dans L2(0, 1) et de H1(0, 1) dans H1(0, 1).

Preuve: Soit l’équation

u+
1

k
(G, u)L2 = z .(2.12)

On multiplie scalairement dans L2(0, 1) les deux membres de (2.12) par G, on

obtient

(G, u)L2 =
k

k + (G, 1)L2

(G, z)L2 .(2.13)

Donc

u = z − (G, z)L2

k + (G, 1)L2

.

D’où C est bijectif continu et d’inverse continu de L2(0, 1) dans L2(0, 1) et de

H1(0, 1) dans H1(0, 1).

Théorème 2.2. On fait les hypothèses k > 0, G ∈ H1(0, 1) telle queG(1) = 0

et k + (G, 1)L2 6= 0.

Alors le système (2.1)–(2.3) est régi par un semi-groupe fortement continu.

Preuve: Le changement de fonction z = y + 1
k (G, y)L2 et les hypothèses

faites sur G transforment le système (2.1)–(2.3) en





(
z
zt

)

t

+

( −zt
−zxx

)
+

(
0

1
k (Gx, zx)L2

)
=

(
0
0

)

zx(0) = 0

−zx(1) = k zt(1) .

(2.14)
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Le système 



(
z
zt

)

t

+

( −zt
−zxx

)
=

(
0
0

)

zx(0) = 0

−zx(1) = k zt(1)

(2.15)

est régi par un C0-semi-groupe de contractions sur X (cf. [5]).

L’opérateur B : X → X défini par
(
u
v

)
7→
(

0
1
k (Gx, zx)L2

)

est linéaire, continu et compact.

Donc d’après un résultat de Pazy [11], (2.14) est régi par un semi-groupe

(S1(t))t≥0 fortement continu sur X, c’est à dire que pour toute donnée initiale

(z0,z1) dans X, la solution de (2.14) s’écrit
(
z(., t), zt(., t)

)
= S1(t)(z0, z1) ∀t ≥ 0 .

Or l’opérateur C : X → X défini par
(
u
v

)
7→
(
Cu
Cv

)

est linéaire, bijectif, continu et d’inverse continu (cf. lemme 2.2).

Donc pour toute donnée initiale (y0, y1) dans X, la solution de (2.1)–(2.3)

s’écrit
(
y(., t), yt(., t)

)
= C−1S1(t) C(y0, y1) ∀t ≥ 0 .

3 – Convergence forte et exponentielle des solutions

On suppose pour toute la suite que G vérifie inf
p≥0

(
k +

(G,ϕp)
L2

ϕp(1)

)
> 0.

3.1. Convergence forte

Il s’agit d’étudier la convergence forte dans X, lorsque t tend vers l’infini, de

la solution Y = (y, yt) de




ytt(x, t)− yxx(x, t) = 0, 0 < x < 1 t > 0

yx(0, t) = 0

−yx(1, t) = k yt(1, t) +

∫ 1

0
G(x) yt(x, t) dx

(3.1)

avec (y0, y1) ∈ X.
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Pour tout t ≥ 0, on considère la fonctionnelle

EG(t) = B(Y, Y ) = N2(Y ) .(3.2)

Théorème 3.1. Pour toute donnée initiale (y0, y1) dans X, (y, yt) converge

vers f(y0, y1), 0) dans X quand t→ +∞, avec

f(y0, y1) =
k y0(1) + (G, y0)L2 + (y1, 1)L2

k + (G, 1)L2

.(3.3)

Preuve: En raison de la densité de D(A) dans X, de la contractivité du

semi-groupe S(t) et de la continuité de la fonction f , il suffit de faire la preuve

pour des données initiales dans D(A).

Soient (y0, y1) dans D(A), il est clair que EG(t) ≥ 0 pour tout t ≥ 0, et pour

Y = (y, yt) on a

dEG(t)

dt
= 2B

((
y
yt

)
,
d

dt

(
y
yt

))
= −2B

((
y
yt

)
, A

(
y
yt

))

= − y2
x(1, t) ≤ 0 ,(3.4)

donc EG(t) est une fonction de Lyapounov.

La résolvante de A est compacte, et d’après [6], il en résulte que la trajectoire

O+(y0, y1) = {(y(t), yt(t)) , t ≥ 0} est relativement compacte dans X pour des

données initiales dans D(A). On applique le principe d’invariance de Lasalle [9]

à l’ensemble ω-limite

ω(y0, y1) =

{
(z0, z1) ∈ X; (z0, z1) = lim

n→+∞
S(tn)(y0, y1) où tn −→

n→+∞
+∞

}

de la trajectoire O+(y0, y1). Notons que

S(t)(y0, y1) −→
t→+∞

ω(y0, y1) .

Pour montrer le théorème, il suffit de prouver que pour tout (y0, y1) ∈ D(A),

on a ω(y0, y1) = {(f(y0, y1), 0)}.
Pour (y0, y1) ∈ D(A), (3.4) implique

EG(t)− EG(s) +

∫ t

s
y2
x(1, σ) dσ = 0 .(3.5)
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Soit (z0, z1) ∈ ω(y0, y1) ⊂ D(A). Si (z(t), zt(t)) est la trajectoire associée à

(z0, z1), alors d’après (3.1) et (3.5)

∫ t

s

[
k zt(1, σ) + (G, zt)L2

]2
dσ = 0 ,

d’où

k zt(1, t) + (G, zt)L2 = 0 ∀t ≥ 0 .(3.6)

Ainsi ω(y0, y1) est inclus dans l’ensemble des conditions initiales dont la solu-

tion associée vérifie




ztt(x, t)− zxx(x, t) = 0, 0 < x < 1 t > 0

zx(0, t) = 0 t > 0

−zx (1, t) = 0 t > 0

(3.7)

avec

k z(1, t) + (G, z)L2 = const = c1 ∀t ≥ 0 .(3.8)

D’après la remarque 2.1.2, on a

k z(1, t) + (G, z)L2 +

∫ 1

0
zt dx = const = c2 ∀t ≥ 0 .(3.9)

De (3.8) et (3.9) on déduit que

∫ 1

0
zt dx = c2 − c1 ∀t ≥ 0 ,

alors ∫ 1

0
z dx = (c2 − c1) t+ c ∀t ≥ 0 .(3.10)

Le terme de gauche dans (3.10) est borné par rapport à t car EG(t) l’est.

En divisant par t et en faisant tendre t vers +∞, on obtient

∫ 1

0
zt dx = 0 ∀t ≥ 0 .

De ceci, on déduit d’abord que la quantité
∫ 1
0 z1 dx égale à (z1, ϕ0)L2 est nulle,

et que pour tout t ≥ 0, la quantité
∫ 1
0 z dx égale à (z0, ϕ0)L2 est constante.

La solution du système (3.7) peut s’écrire sous la forme:

z(x, t) =
+∞∑

p=1

(ap cosωpt+ bp sinωpt)ϕp(x) + a0 ϕ0(x) ,(3.11)

où ap = (z0, ϕp)L2 ∀p ≥ 0 et bp =
(z1,ϕp)

L2

ωp
∀p ≥ 1.
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On peut facilement montrer que les séries de termes généraux
(
ω2
pap
)

p≥0
et

(
ω2
pbp
)

p≥1
sont de carrés sommables, d’où la convergence dans H1(0, 1) de la

série:

+∞∑

p=1

(ap cosωpt+ bp sinωpt)ϕp(x) + a0ϕ0(x) .

La dérivée de (3.11) par rapport à t nous donne

zt(x, t) =
+∞∑

p=1

(−ωpap sinωpt+ ωpbp cosωpt)ϕp(x)

série convergente dans L2(0, 1).

Dans ce cas, on a d’après (3.6)

+∞∑

p=1

[
k ϕp(1) + (G,ϕp)L2

] [
−ωpap sinωpt+ ωpbp cosωpt

]
= 0 .

En utilisant un argument classique de fonctions presque périodiques [4] et la

condition k ϕp(1)+ (G,ϕp)L2 6= 0 ∀ p ≥ 0, on en déduit ωpap = ωp(z0, ϕp)L2 = 0

∀p ≥ 1 et ωpbp = (z1, ϕp)L2 = 0 ∀ p ≥ 1. Donc z0 = (z0, ϕ0)L2 = const = c et

z1 = 0 car (z1, ϕ0)L2 = 0.

Par conséquent

ω(y0, y1) =

{
(c, 0) / (c, 0) = lim

n→+∞
S(tn)(y0, y1) où tn −→

n→+∞
+∞

}
.

En écrivant que

S(tn)(y0, y1) = Y (tn) = (y(tn), yt(tn)) −→
tn→+∞

(c, 0) dans X

et que

N(Y (tn)) −→
tn→+∞

N((c, 0)) ,

on en déduit que

c =
k y0(1) + (G, y0)L2 + (y1, 1)L2

k + (G, 1)L2

= f(y0, y1) .

Remarque 3.1. On considère l’ensemble

V =
{
(u, v) ∈ X / f(u, v) = 0

}
.
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En raison de la remarque 2.1.2, on déduit que V est invariant pour le système

(2.1)–(2.3), i.e. toute solution de condition initiale dans V reste dans V pour tout

t ≥ 0 et tend vers 0 fortement quand t ↑ +∞. V est aussi un sous-espace fermé

de X.

3.2. Convergence exponentielle

Il s’agit maintenant d’étudier la convergence exponentielle dans X de la solu-

tion Y = (y, yt) de (2.1)–(2.3) vers le point d’équilibre (f(y0,y1), 0).

Théorème 3.2. On fait de plus l’hypothèse ‖G‖L2 < k. Alors pour toute

condition initiale dans X, la solution Y = (y, yt) de (2.1)–(2.3) converge expo-

nentiellement dans X vers le point d’équilibre (f(y0, y1), 0).

Preuve: Il suffit de faire la preuve pour des données initiales dans D(A).

On peut grâce à un changement de fonction:

Ỹ = (ỹ, ỹt) =
(
y − f(y0, y1), yt

)

se ramener à étudier la convergence exponentielle de la solution de




Ỹt +AỸ = 0

Ỹ (0) = (ỹ0, ỹ1) =
(
y0 − f(y0, y1), y1

)(3.12)

vers (0, 0) dans X.

On remarque que (ỹ0, ỹ1) ∈ V et en raison de l’invariance de V, on en déduit

que

ẼG(t) = N2(Ỹ (t))

=
1

2

∑

p≥0

(
k +

(G,ϕp)L2

ϕp(1)

)
Bp(Ỹ , Ỹ )

quantité équivalente à

Ẽ(t) =
1

2

∫ 1

0

(
ỹ2
x(x, t) + ỹ2

t (x, t)
)
dx .

Montrons donc que ẼG(t) décroit exponentiellement vers 0.

On pose

P (t) = 2 k

∫ 1

0
ỹt x ỹx dx +

∫ 1

0
(ỹ2
x + ỹ2

t ) dx .
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On peut facilement montrer que

∃D,D1 > 0 |P (t)| ≤ DẼ(t) ≤ D1ẼG(t) ∀t ≥ 0 .(3.13)

La dérivée de P (t) nous donne

P
′

(t) = k ỹ2
x(1, t)−

1

k
ỹ2
x(1, t) +

1

k
(G, ỹt)

2
L2 − k

∫ 1

0
(ỹ2
x + ỹ2

t ) dx

≤ k ỹ2
x(1, t) +

(
1

k
‖G‖2L2 − k

)∫ 1

0
ỹ2
t dx − k

∫ 1

0
ỹ2
x dx .

La condition ‖G‖L2 < k implique alors

P
′

(t) ≤ k ỹ2
x(1, t)− C1

∫ 1

0
(ỹ2
x + ỹ2

t ) dx ,

avec C1 = inf(k, k − 1
k ‖G‖

2
L2).

Comme Ẽ(t) est équivalente à ẼG(t), on a

∃ C2 > 0 tel que P
′

(t) ≤ −k dẼG(t)

dt
− C2 ẼG(t) .(3.14)

Soit ε > 0, on introduit l’énergie perturbée

ẼG,ε(t) = ẼG(t) + ε P (t) .

Pour tout C > 1, on a

C−1/2ẼG,ε(t) ≤ ẼG(t) ≤ C1/2ẼG,ε(t)(3.15)

à condition de choisir ε tel que 0 < ε < D−1
1 (1− C−1/2).

Ẽ′G,ε(t) = Ẽ′G(t) + ε P
′

(t) .(3.16)

Utilisant (3.13), (3.14) et (3.15) dans (3.16), on obtient

Ẽ′G,ε(t) ≤ −εC2 ẼG(t) + (1− kε) dẼG(t)

dt
.

Choisissant ε tel que

0 < ε < ε0 = k−1 et 0 < ε < D−1
1 (1− C−1/2) ,

on obtient

ẼG(t) ≤ C ẼG(0) exp(−δt) ,

avec δ = εC2C
−1/2.
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D’où la convergence exponentielle de Y = (y, yt) dans X vers le point d’équi-

libre (f(y0,y1), 0).

Remarque 3.2. La condition k +
(G,ϕp)

L2

ϕp(1) 6= 0 ∀p ≥ 0 est nécessaire pour

avoir les convergences forte et exponentielle de la solution du système (2.1)–(2.3)

vers le point d’équilibre correspondant. En effet s’il existe un p ≥ 0 tel que

k+
(G,ϕp)

L2

ϕp(1) = 0, le problème aux valeurs propres associé à (2.1)–(2.3) admet une

valeur propre imaginaire pure λp = iπp, de multiplicité algébrique 1 pour p > 0,

et de multiplicité algébrique 2 pour p = 0 (voir Appendice ci-après). On obtient

ainsi, pour une classe de conditions initiales, une solution périodique pour p > 0;

et pour une autre classe de données initiales une solution affine en temps pour

p = 0.

APPENDICE

On considère le problème aux valeurs propres associé au système (2.1)–(2.3)

−AU = λU avec U =

(
u
v

)
∈ D(A) .(A.1)

Il est équivalent d’écrire (A.1) sous la forme:




uxx = λ2 u
ux(0) = 0

−ux(1) = λ
(
k u(1) + (G, u)L2

)(A.2)

avec v = λu.

On a u(x) = A cosh(λx) +B sinh(λx) avec A et B dans C. La condition aux

bords en 0 implique que B est nulle, donc u(x) = A cosh(λx). L’autre condition

aux bords implique que λ est valeur propre si et seulement si λ vérifie

g(λ) = λ
[
k coshλ+ sinhλ+ (G(x), cosh(λx))L2

]
= 0 .(A.3)

Cherchons maintenant les valeurs propres imaginaires pures de (A.1). On

vérifie d’abord facilement que λ = 0 est valeur propre de (A.1). Pour les autres

valeurs propres imaginaires pures non nulles, on pose λ = iν, ν ∈ R. Alors (A.3)

devient

k cos ν + (G(x), cos(νx))L2 + i sin ν = 0 .(A.4)

Résoudre (A.4) équivaut à résoudre le système
{

sin ν = 0

k cos ν + (G(x), cos(νx))L2 = 0 .
(A.5)
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Le système (A.5) admet des solutions non nulles νp = pπ avec p ∈ N∗ si et

seulement si

k +
(G,ϕp)L2

ϕp(1)
= 0(A.6)

où ϕp est solution du système

{
−ϕpxx = λp ϕp

ϕpx(0) = ϕpx(1) = 0 .

On pourra aisément vérifier à partir de la fonction g et ses dérivées, que la

valeur propre λ = 0 est de multiplicité algébrique 1 si et seulement si

k +
(G,ϕ0)L2

ϕ0(1)
6= 0 .

On vérifie aussi que la multiplicité algébrique de 0 est exactement 2 lorsque

k +
(G,ϕ0)L2

ϕ0(1)
= 0 .

Enfin, lorsque pour p > 0, λ = i νp est valeur propre i.e. G vérifie (6), la

multiplicité algébrique de λ est exactement 1.
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