Basculement et homologie cyclique

Bernhard KELLER*

Résumé

Ce rapport est divisé en trois parties : dans la premiére, nous donnons une
introduction a la théorie de basculement (tilting theory); dans la deuxiéme,
nous présentons l'interprétation naturelle de cette théorie dans le cadre des
catégories dérivées et sa généralisation en une théorie de Morita pour les
catégories dérivées; dans la troisiéme, nous donnons une vue d’ensemble des
invariants par les équivalences introduites dans les deux premiéres parties. En
particulier, nous rapportons un résultat que nous avons obtenu récemment sur
I'invariance de ’homologie cyclique.

Je remercie S. Konig pour ses remarques pertinentes sur une version
antérieure de ces notes.

Abstract

This report is divided into three parts: in the first, we give an introduction
to the tilting theory; in the second, we present the natural interpretation of
this theory in the frame of derived categories and its generalization to obtain a
Morita theory for derived categories; in the third part, we give a general view
of the invariants under the equivalences introduced in the first two parts. In
particular, we report on a result we obtained recently about the invariance of
the cyclic homology.

1 Equivalence par basculement

1.1 Introduction

Soient A et B deux anneaux. Rappelons que A et B sont équivalents au sens de
Morita [63] 8’1l existe une équivalence de catégories

Mod A = Mod B,

ot Mod A désigne la catégorie des A-modules (a droite). L’équivalence par
basculement est une généralisation de 1’équivalence au sens de Morita : ici, au lieu
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14 BErRNHARD KELLER

de demander 'existence d’une équivalence Mod A = Mod B, on se contente d’un
couple de foncteurs adjoints

Mod B
F|l G
Mod A

vérifiant certaines conditions énoncées plus bas qui apparaissent de facon naturelle

dans ’exemple suivant :

1.2 Exemple des 4 sous-expaces

Soit k un corps. Dans leur article [27], I. M. Gelfand et V. A. Ponomarev étudient
les quadruplets de sous-espaces d’un k-espace vectoriel et, plus généralement, les
quadruplets V' d’applications linéaires

|41
U1

4

V;
2 U3
v v, .

Vs
V4

I\

Vi

Si V et V' sont deux tels quadruplets, un morphisme f : V — V' est la donnée de
cinq applications linéaires

gi Vi V!, ie{1,2,3,4,w}

telles que g, v; = v} g; pour i € {1,...,4}. Les quadruplets deviennent ainsi les
objets d’une catégorie abélienne, & savoir la catégorie des représentations [24, Sect.
4] du carquois @ suivant :

Notons Rep @ cette catégorie et Rep Q' la catégorie des représentations du carquois
Q' obtenu par « basculement » & partir de Q :
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BASCULEMENT ET HOMOLOGIE CYCLIQUE 15

Gelfand—Ponomarev relient ces catégories par un couple de « foncteurs basculants »

Rep Q'
Fl1G
Rep @

ol G envoie un quadruplet V' € Rep Q) sur le quadruplet W

Vl\ Vi = m,Z:1774

Va w1

B v, tel que Wo

V3/ Vo, = COk( WQ—>W1@EBW4)
/ w3

V4 Wy

Il est facile de vérifier que F' est adjoint & gauche & G. Les foncteurs F et G ne
sont pas des équivalences mais ils induisent des équivalences entre la sous-catégorie
pleine sy C Rep @ formée des V tels que [v1,...,v4] est surjectif et son image
Ay C Rep @' formée des W tels que *[wy, ... ,w4] est injectif.

Un objet V appartient au noyau de G ssi il est concentré en w (i.e. V; = 0 pour
t=1,...,4) et un objet W appartient au noyau de F ssi il est concentré en 0. Ainsi,
les catégories Ker F' et Ker G sont équivalentes elles aussi.

Nous voyons donc que les deux catégories en question sont « équivalentes par
morceaux ». Afin de pouvoir formuler cette idée dans un contexte général, nous avons
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16 BErRNHARD KELLER

besoin d’une interprétation intrinséque des « morceaux » et de leurs équivalences :
notons L1 F' le premier dérivé a gauche de F et R'G le premier dérivé & droite de
G (au sens de I’algébre homologique [16]). On vérifie aisément (lemme du serpent !)
que R'G envoie un quadruplet V sur

V4]

Wo ou Wo=Cok(Vi®...HVy [‘”L} v.)

et que L F' envoie un quadruplet W sur

0
w1
0 \
v, ot Vo=Ker(| 2| :Wo—Wia...®Wy).
0— - ws
0 / Wy
Ainsi nous avons oy = KerR!G, Ay = KerLiF, ces sous-catégories sont

équivalentes par F et G, et les noyaux KerF et Ker G sont équivalentes par les
foncteurs L1 F et R'G. Puisque L1 F est exact a gauche, les dérivés supérieurs de
F s’annulent, c’est-a-dire que F' est de dimension cohomologique < 1. On voit de
méme que G est également de dimension cohomologique < 1. Si nous interprétons les
catégories Rep Q et Rep Q' comme les catégories des représentations des algebres de
chemins [24, Sect. 4] associées & @ et @', nous voyons que nous sommes en présence
d’une équivalence par basculement au sens de la définition suivante :

1.3 Ddinition
Soient A et B deux anneaux. Une équivalence par basculement B ~ A est la
donnée d’'un couple de foncteurs adjoints

Mod B
F|l TG
Mod A

tels que

a) F et G sont de dimension cohomologique < 1,
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BASCULEMENT ET HOMOLOGIE CYCLIQUE 17

bo) F et G induisent des équivalences entre Ker L1 F' et Ker RIG,
b;) LiF et R!G induisent des équivalences entre Ker F et Ker G.

On peut montrer [75] (voir aussi [52]) que la condition by) est une conséquence de
a) et by).

1.4 Modules basculants

Soient A et B deux anneaux et F' : Mod B — Mod A un foncteur quelconque qui
admet un adjoint & droite G. Alors F' est exact a gauche et pour le B-A-bimodule
T = F(A4), nous avons un isomorphisme canonique

F5?7pT.
L’unicité du foncteur adjoint nous donne alors I'isomorphisme
G = Hom 4(T,7)

ot la structure de B-module & gauche de T" donne la structure de B-module & droite
de Hom 4(7, 7). Comme dans le cas de équivalence de Morita, toute équivalence
par basculement est donc donnée par un bimodule T'. Le théoréme suivant traduit
les conditions énoncées dans la définition d’une équivalence par basculement en
des conditions sur ce bimodule. Aprés des travaux précurseurs [27], [10], [2], [58], ce
théoréme a été formulé et démontré pour la premiére fois (sous une forme légérement
différente) par S. Brenner et M. C. R. Butler [13]. Sous sa forme actuelle, il est di
a D. Happel et C. M. Ringel [37]. Nous renvoyons & [12] pour une démonstration
directe et pour le «lemme de Bongartz » qui affirme que dans le cas d’une algébre
A de dimension finie et de dimension globale finie la condition d) du théoréme peut
étre remplacé par la condition que le A-module T" admet autant de facteurs directs
indécomposables non-isomorphes deux a deux que 'algébre A admet de modules
simples non-isomorphes deux a deux.

Théoreme 1.1 ([13], [37]) — Soient A et B deuxr anneauz et T un B-A-bimodule.
Alors les foncteurs

Mod B
F=7?7gT | T Homu(T,?)=G
Mod A

définissent une équivalence par basculement B ~ A si et seulement si
a) Uapplication canonique B — End 4(T') est un isomorphisme,

b) les groupes Ext % (T, T) s’annulent pour tout i > 0,
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18 BErRNHARD KELLER

c) il existe une suite exacte de A-modules
O0—-P —>FP—>T—0

ot les P; sont des A-modules projectifs de type fini,

d) il existe une suite exacte de B-modules
0BT =T =0

ot les T? sont des facteurs directs de sommes finies de copies de T'.

Un A-module T tel que la donnée de A, T' et B = End 4(T') vérifie les conditions
du théoréme est appelé un module basculant (tilting module). C’est un module
basculant généralisé (generalized tilting module [62]) si au lieu de ¢) et d) les
conditions suivantes sont vérifiées :

C) il existe un N € N et une suite exacte de A-modules
0O—+-Pn—>Pyv.1—>...>PL—>F—>T—0

ou les P; sont des A-modules projectifs de type fini,

D) il existe M € N et une suite exacte de B-modules
0BT T ...->TM >0

ot les T? sont des facteurs directs de sommes finies de copies de T.

Dans ce cas, FF = ?®p T et G = Hom 4(T,?) donnent lieu & une équivalence par
basculement généralisé dans le sens que ce sont des foncteurs adjoints tels que les
conditions A) et B;), i > 0, sont vérifées :

A) F et G sont de dimension cohomologique finie,

B;) L;F et R'G induisent des équivalences entre les sous-catégories pleines

B {M €ModB | L,FM =0, Vj#i} C ModB
A" = {Ne&ModA | RGN =0, Vj #i} C Mod A.

On peut montrer [75] (voir aussi [52]) que les conditions B;), ¢ > 0, sont des
conséquences de A) et By).

1.5 Remarques

1. Si T € Mod A est un module projectif de type fini qui engendre Mod A, alors
T est un module basculant. Ainsi, I’équivalence par basculement généralise
bien 'équivalence au sens de Morita. Si 'algébre A est autoinjective (=un
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BASCULEMENT ET HOMOLOGIE CYCLIQUE 19

module injectif sur elle-méme), tout module de dimension projective finie est
projectif. Dans ce cas, tout module basculant est projectif et toute équivalence
par basculement dont A est le but ou la source est une équivalence de Morita.
Néanmoins A peut admettre des équivalences dérivées non-triviales. Voir (2.3).

L’équivalence par basculement (généralisé) préserve de nombreux invariants.
Voir la section 3.

Soit k£ un corps. Une k-algébre de dimension finie B est dite basculée
(tilted algebra [37]) s’il existe une algebre héréditaire A (i.e. gldim A < 1)
et une équivalence par basculement B ~» A, c’est-a-dire que B apparait
comme ’algébre des endomorphismes d’un module basculant sur une algébre
héréditaire.

Les conditions qui définissent une équivalence par basculement gardent un
sens pour des catégories abéliennes autres que des catégories de modules
(voir [6] pour des exemples en géométrie). Dans leur travail [36], Happel-
Reiten-Smalg étudient les algébres de dimension finie dont la catégorie des
modules est équivalente par basculement & une catégorie abélienne héréditaire
(ils utilisent une définition différente mais équivalente de ces algebres). Ils
appellent quasi-basculées ces algébres et en donnent une caractérisation en
termes homologiques.

Les algebres (quasi-) basculées jouent un roéle important dans ’étude des

algebres de représentation finie et des algébres dociles (voir par exemple [69],
(3], [34], [25]).

Soit k un corps et A une k-algeébre quasi-héréditaire au sens de L. Scott [71]. En
s’appuyant sur des travaux d’Auslander-Reiten [5] et d’Auslander-Buchsbaum
[4] C. M. Ringel a découvert [70] que l'algébre A admet un module basculant
(généralisé) canonique T' caractérisé par les propriétés suivantes

T1) le module 7' admet une filtration dont les sous-quotients sont des
objets standard et une filtration dont les sous-quotients sont des objets
costandard.

T2) le module T est somme de n facteurs directs indécomposables non
isomorphes deux a deux, ou n est le nombre de classes d’isomorphisme
de A-modules simples.

De nombreuses catégories de modules qui apparaissent en théorie de Lie
peuvent étre interprétées comme des catégories de modules sur une algébre
quasi-héréditaire. L’importance des modules basculants dans ce cadre a été
mise en évidence par les travaux S. Donkin [19] [20], [21] suivis de ceux de
Georgiev-Mathieu [28], [29], O. Mathieu [59], K. Erdmann [23], H. H. Andersen
[1] et d’autres. Notons cependant une nuance dans ’emploi du terme « module
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20 BErRNHARD KELLER

basculant » : Donkin et ses lecteurs appellent « module basculant » tout
module vérifiant la propriété T1) de la caractérisation de Ringel. Il s’ensuit de
[70, Th. 5] que ces modules sont exactement les sommes de copies de facteurs
directs indécomposables du module basculant découvert par Ringel.

2 Equivalences devées

2.1 Basculement et devation

L’équivalence par basculement définit une relation qui n’est ni symétrique
(on appelle «co-basculement» la relation opposée) ni transitive (on appelle
«basculement itéré» sa cloture par transitivité). Les conditions qui apparaissent
dans la définition (1.3) sont lourdes et difficiles & manipuler.

Le théoréme suivant est dd a D. Happel [32]. Il nous améne & réinterpréter
I’équivalence par basculement comme un cas particulier de 1’équivalence par
dérivation. Cette notion s’avére a la fois plus générale et plus simple & manipuler que
I’équivalence par basculement. En particulier, il est immédiat que c’est une relation
d’équivalence.

Nous renvoyons a [45, Chap. 1] pour une introduction concise et compléte au
langage des catégories dérivées [73]. Si A est un anneau, nous désignons par DA
la catégorie dérivée de la catégorie des A-modules (& droite). Les objets de @A
sont donc les complexes différentiels de A-modules (soumis & aucune condition de
finitude). Nous identifions Mod A a une sous-catégorie pleine de @A en confondant
un module M avec le complexe dont la composante en degré zéro est M et les autres
composantes sont nulles. Pour n € Z, on note K — K|n| le foncteur translation de
9A :aun complexe

K=(. —K%gi+ _, )

il associe le complexe K décalé de n crans vers la gauche K[n]® = K" et muni
de la différentielle (—1)"dx. Nous utilisons librement les foncteurs dérivés totaux
«non-bornés » dont l’existence et les bonnes propriétés ont été démontrées par
N. Spaltenstein [72] (voir aussi [11], [49], [50]). Rappelons que ces foncteurs « relévent
aux catégories dérivées » les foncteurs dérivés de Palgebre homologique classique [16].
Par exemple, si T est un B-A-bimodule, et LF', RG les dérivés totaux des foncteurs
F=7%pT,G=Hom4(T,?), nous avons des isomorphismes canoniques

H,(LF M)=H,(M%T) = TorB(M,T)
H"(RG N) = H"(RHom 4(T, N)) Ext" (T, N)
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Théoreme2.1([32]) — Soit A un anneau, T un A-module et B = End 4(T). Si
T est basculant généralisé (et dans ce cas seulement), les foncteurs dérivées totauz
QLT et RHom 4 (T, ?) induisent des équivalences «inverses » l'une de l’autre entre
DA et DB.

La condition suffisante du théoréme est démontrée sous cette forme précise dans
[50]. La condition nécessaire est un exercice. Par définition, A est équivalent par
dérivation a B si @ A est équivalent en tant que catégorie triangulée & D B. Il est clair
que la relation d’équivalence par dérivation est symétrique, réfléxive et transitive.
Le théoréme de Happel montre qu’elle généralise I’équivalence par basculement
généralisé.

2.2 Complexes basculants

Gardons les notations du paragraphe précédent. Il peut exister des équivalences
triangulées F : DA = DB sans que B admette un module basculant dont '’anneau
des endomorphismes soit A. Cependant, on a toujours le compleze T®* = F(A4)
qui joue un role analogue & celui du module basculant. Par exemple, ’anneau des
endomorphismes de T est isomorphe & A ('isomorphisme est induit par F) et les
« groupes d’hyperextensions »

Hyper-Exts(T°,T*) = Homg (T, T°[n))

s’annulent pour n # 0 (car Homg (A, A[n]) = 0 pour n # 0). En outre, on
peut montrer [64, 6.3], [49, 5.3] que T'® est quasi-isomorphe & un complexe parfait
(=complexe borné de modules projectifs de type fini) et que la plus petite sous-
catégorie triangulée de @B qui contient T° et qui est stable par passage a des
facteurs directs est égale & per B C DB, la sous-catégorie triangulée pleine formée
des complexes quasi-isomorphes & des complexes parfaits. Nous arrivons ainsi a
Iimplication « facile » ¢) = 4i) du théoréme de Morita pour les catégories triangulées
da & J. Rickard :

Théoréme 2.2 ([64], [67]) — Soient k un anneau commutatif et A, B deuz k-
algébres plates en tant que modules sur k. On a équivalence entre

i) Il existe une équivalence de catégories triangulées DA = DB.
ii) Il existe un compleze T* € DB qui vérifie les conditions suivantes
a) On aHomgp(T*,T%) = A et Homgg(T*,T*n]) =0 pour tout n # 0.
b) T* est quasi-isomorphe & un complexe borné de modules projectifs de type
fini.
¢)  La plus petite sous-catégorie triangulée de DB qui contient T et qui est
stable par passage & des facteurs directs est égale o per B.
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iii) Il existe un complexe X de A-B-bimodules tel que le foncteur dérivé total
?®% X soit une équivalence DA — DB.

L’idée de 1’énoncé du théoréme est déja présente dans le travail [17] de Cline-
Parshall-Scott. L’équivalence entre i) et ii) est valable sans I’hypothése de platitude.
Elle est démontrée dans [64]. L’équivalence entre ii) et iii) est démontrée dans [67] en
utilisant I’équivalence entre i) et ii). Nous renvoyons a [48] pour une démonstration
directe de I'implication cruciale ii) = iii) et a [50] pour une démonstration détaillée
du théoréme.

Le lecteur pourra s’étonner de ne pas trouver dans ce théoréme ’affirmation que
toute équivalence triangulée DA = DB soit isomorphe & une équivalence ? @4 X
pour un complexe de bimodules X. Or, on ne sait pas démontrer cette affirmation et
il est méme plausible qu’elle soit fausse. La notion de foncteur triangulé ne semble
donc pas étre assez fine pour axiomatiser les foncteurs dérivés (voir [47] pour un
essal de remédier & ce défaut).

Un complexe T'* est basculant il vérifie les conditions de ii). Un complexe X de
A-B-bimodules est basculant bilatére si le foncteur ? @4 X est une équivalence. On
peut montrer [48] que tout complexe basculant se reléve en un complexe basculant
bilatére. En outre, si B est projectif en tant que k-module, ce relévement est unique
a isomorphisme unique dans 9(A°P ® B) pres.

Nous appelons spécial un complexe basculant bilatére qui est borné et dont les
composantes sont des B-modules projectifs de type fini. Si B est projectif en tant
que module sur k, tout complexe basculant bilatére est isomorphe dans 9(A°P ® B)
A un complexe spécial.

2.3 Exemples

1. Soit & un corps et V un espace vectoriel de dimension n + 1 sur k. Pour
0 <17,7 < n, nous posons

Ay =N"'V* | By=87V
et notons A (resp. B) l'algébre de matrices

@ Aij (resp. @ Bij )

0<i,j<n 0<i4,j<n

Pour 0 < ¢ < n, notons P; = ej41,+18 le i-éme module projectif
indécomposable de B et S; son unique quotient simple. Alors

T =P Si[-i]
1=0
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est un complexe basculant tel que Endgp(T) = A. Cet exemple est un cas par-
ticulier de la dualité de Koszul (voir par exemple [8]). A I’aide du complexe de
Koszul, il est facile de relever T en un complexe basculant bilatére. L’origine
de cet exemple est la description de la catégorie dérivée BP des faisceaux
quasi-cohérents sur le projectivisé [® de V' donnée par A. Beilinson dans [7]. 11
montre en effet qu’il existe des équivalences triangulées

DA S P & 9B

L’équivalence obtenue par le théoréme de Rickard est la composition des deux
équivalences de Beilinson (voir [22] pour une étude de ces équivalences et une
comparaison a la description de @P obtenue par Bernstein-Gelfand-Gelfand
[9]). Le travail de Beilinson a été généralisé & d’autres variétés dans [26], [39],
[40], [41], ... .

Soit G un groupe fini, p un nombre premier qui divise l'ordre de G et k
lanneau des entiers d'une cloture algébrique de Q. Notons By, (G) le bloc
principal de kG. Supposons que G admet un p-Sylow abélien P. Dans cette
situation, M. Broué conjecture dans [14] qu’il existe une équivalence par
dérivation entre Bp,(G) et Bp.(Ng(P)). Dans le cas d’'un p-Sylow cyclique,
la conjecture a été démontrée par M. Linckelmann dans [55]. (Les résultats
de [65], [66] jouent un role important dans la démonstration.) Dans beaucoup
d’autres cas, des conséquences de la conjecture au niveau des caractéres ont été
démontrées. Nous renvoyons a [15] pour une introduction et une synthése des
progres récents. Un phénomeéne analogue dans le cadre des groupes algébriques
réductifs est étudié dans [68].

Invariants

3.1 Propriétés (non) preservees

Soient A et B deux anneaux équivalents par dérivation et qui admettent un

complexe de A-B-bimodules X basculant bilatére spécial (2.2).

Si A est semisimple, alors @A et per A sont semisimples (tout triangle se scinde),

tout module basculant est concentré en un seul degré, et B est semisimple et méme

équivalent au sens de Morita a A.

En général, A est de dimension globale (& droite) finie ssi c’est le cas pour B et

dans ce cas on a

lgldim A — gldim B| < w,
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ol w est la largeur du complexe X (le minimum des nombres b — a ol a et b sont
des entiers tels que X™ # 0 implique a < z < b). Voir [25, 12.5 b)].

Si A est une algebre de dimension finie sur un corps algébriquement clos, et que
B est équivalente par dérivation a A, alors A est de dimension globale finitiste finie
ssi c’est le cas pour B (voir [35]).

Si A est de type fini sur une algébre commutative noethérienne, alors il en est de
méme pour B d’aprés [64, 9.4]. L’argument de [loc. cit.] montre aussi que si A est
un anneau a identité polynomiale, il en est de méme pour B.

Supposons que A et B sont deux algeébres de dimension finie sur un corps k et
que A est symétrique (c’est-a-dire que A est isomorphe & Hom (A, k) en tant que
A-A-bimodule). Alors B est symétrique [67, 5.3].

Supposons que A et B sont deux algébres sur un anneau commutatif k. Méme si
A est libre sur k, 'algébre B peut contenir des éléments de torsion. Voici un exemple
[63] : soit n un entier non nul et soit A I’algébre de matrices

|z Z
lnz 7|
Alors 'algebre
7 Z/nZ
B =
0 Z/nZ

est équivalente par dérivation & A. En effet, le complexe de A-modules P[1]® Py /P,
ou P; = e;; A, est basculant et son algébre d’endomorphismes est isomorphe a B.

3.2 K-théorie

Soit A un anneau et DA = P(Mod A) la catégorie dérivée de la catégorie abélienne
Mod A des A-modules (a droite). Rappelons que per A désigne la sous-catégorie
pleine de @A formée des complexes quasi-isomorphes & des complexes parfaits (2.2).

Si (Y;)ier est une famille de complexes de A-modules, la somme [[,.; Y; existe dans

il
DA et se calcule « composante par composante» . Un foncteur F' : DA — Ab

commute aux sommes infinies si ’application canonique
[17vi— FIIv
iel iel

est bijective quelle que soit la famille (Y;);c;. D’aprés [64, 6.3] (voir aussi [49,
5.3]), la catégorie per A C DA est formée des complexes X tels que le foncteur
Homg 4(X,?) commute aux sommes infinies. En particulier, toute équivalence
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triangulée DA = DB induit une équivalence per A — perB. Si proA désigne
la catégorie des A-modules projectifs de type fini, alors d’apres [31], le foncteur
canonique induit un isomorphisme Ko (pro A) = Ky(per A). Nous voyons donc que
toute équivalence DA = DB donne lieu & un isomorphisme Ko(A) — Ko(B), ou
nous notons Ko(A4) = Ko(pro A).

Supposons maintenant A et B cohérents a droite de fagon & ce que les A-modules
de présentation finie forment une catégorie abélienne mod A. Alors, d’apres [64, Sect.
8], toute équivalence @A — DB induit une équivalence

%°(mod A) = %°(mod B).

D’aprés [31], le foncteur canonique mod A — %°(mod A) induit un isomorphisme de
Go(A) = Ko(mod A) sur Ko(@°(mod A)). Une équivalence DA = DB donne donc
liew o un isomorphisme Go(A) = Go(B). En outre, si A et B sont des algébres de
dimension finie sur un corps k et que I’équivalence DA = DB est k-linéaire, les

isomorphismes induits respectent clairement la forme bilinéaire
<, >: KQ(A) X Go(A) A
définie par
< [P, [M] >=") (~1)"dim Homg (P, M[i]) .
i€l

Supposons que A et B sont des anneaux et que X est un complexe basculant
bilatére (un complexe de A-B-bimodules tel que le foncteur ? ®% X : %A — 9B
est une équivalence). Supposons que X est spécial (2.2). Alors, en utilisant les
méthodes de [77] (basées sur la K-théorie de Waldhausen [76]) on peut associer
a X un isomorphisme K;(X) : K;(A) = K;(B) pour tout i > 0. Notons que pour
i > 0, cette construction nécessite un complexe basculant bilatére c’est-a-dire une
donnée plus fine que celle d'une équivalence triangulée.

3.3 Homologies de Hochschild

Soit k£ un anneau commutatif et A et B deux k-algébres projectives en tant que
modules sur k. On note HH,A (resp. HH*A) les groupes d’homologie (resp. de
cohomologie) de Hochschild de A. Supposons qu’il existe X un complexe de A-B-
bimodules basculant bilatére (2.2) de fagon qu’on a une équivalence ? ®4 X : DA =&
DB.

Théoreme 3.1 ([33] [67]) — I existe des isomorphismes canoniques
HH,(X):HH,.A = HH.B et HH*(X) : HH*A = HH*B.

En particulier, le centre HH° A = Z (A) est préservé par équivalence dérivée.
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FEsquisse de la démonstration. J. Rickard a montré dans [67] qu’il existe un com-
plexe de B-A-bimodules basculant bilatére Y et des isomorphismes

X%y = Adans D(A® A®P) et Y@L X = B dans %(B ® BP).
En utilisant [67] de nouveau nous obtenons la suite d’isomorphismes dans 9k
A% A5 (X ehY)ek (X ek Y) > (v of X) @k (Y 0% X) > Bek. B,
ou A° = A ® A°P. Ceci implique I'affirmation pour HH, car nous avons
HH, A = Tor 2 (4, A) = H, (A ®%. A)

et de méme pour B. Pour montrer l'affirmation pour HH*, nous utilisons les
isomorphismes

HH" (A) = Ext ;. (A, A) = Homg4e)(A, A[n])

et le fait que M — Y ®% M ®% X est une équivalence de 9(A® A°P) sur % (B ® B°P)
qui envoie A sur B. O

3.4 Homologie cyclique

Nous utilisons les notations du livre de J. L. Loday [56]. L’invariance de
I’homologie cyclique par ’équivalence de Morita a été démontrée dans des contextes
variés par A. Connes [18, Cor. 24], Loday-Quillen [57, Cor. 1.7], R. McCarthy [60],
[61] et Chr. Kassel [42],[44].

La difficulté principale de la démonstration d’un résultat d’invariance de Morita
pour ’homologie cyclique réside dans le fait que pour I’homologie cyclique, on
ne dispose pas d’une interprétation homologique intrinséque analogue & celle de
I’homologie de Hochschild (voir la démonstration dans (3.3)). On est donc obligé
de construire des morphismes entre complexes différentiels par des procédés plus ou
moins explicites (voir [60] pour une approche explicite au maximum). Cette difficulté
se fait sentir aussi dans le cas de I’équivalence par dérivation. Elle est encore accrue
par le fait que les « morphismes structuraux » d’une équivalence par dérivation ne
sont définis qu’a homotopie prés. Néanmoins nous avons le

Théoréme 3.2 ([51]) — Sous les hypothéses du théoréme (8.3), nous avons un
isomorphisme canonique

HC,(X) : HC, (A) = HC.(B).

11 est démontré dans [51] que 'isomorphisme HC, (X)) peut étre déduit d’un quasi-
isomorphisme entre les complexes mixtes [43] associés & A et B. Ainsi, tous les
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invariants déduits du complexe mixte sont préservés par ’équivalence par dérivation
(homologie cyclique périodique, négative, cohomologie cyclique, ... ).

Voici I'idée de la démonstration du théoréme : Soit X°® un complexe basculant
bilatére spécial (2.2). Notre démarche consiste a relier les deux algebres A et B par
une troisiéme, notée C* dans le diagramme suivant.

CO
———
A 2% EndyBaext) < B
0 0 b 0
a — , — b
ool Lot
HC.(A) — HC.(C*) +— HC.(B)

L’algébre C® n’est plus une algébre « ordinaire » mais une algébre différentielle Z-
graduée : posons K®* = B & X ; alors la composante C", n € Z, est formée des
morphismes de B-modules Z-graduées

fEPEKr— Pk

peZ qeZ

La différentielle de C*® est définie par
df =dof—(-1)"fod

ou f € C". La différentielle vérifie la régle de Leibniz graduée et on obtient donc bien
une algebre différentielle Z-graduée au sens technique. La définition de ’homologie
cyclique s’étend de fagon naturelle a cette classe d’algebres (voir [74], [30]). Les
morphismes « et 8 sont définis par l'action de A a gauche sur X resp. l'action de
B a gauche sur B. Par un argument de dévissage [51, 1.2] on montre que « et
induisent des isomorphismes en homologie cyclique.

Le morphisme HC, (X)) est défini dés que @ induit un isomorphisme en homologie
cyclique. C’est le cas si X restreint & B est quasi-isomorphe & un complexe parfait
(2.2). Notons rep (4, B) la sous-catégorie pleine de P(A°® ® B) formée de ces
complexes. En nous inspirant d’un résultat de Chr. Kassel [42], nous montrons
dans [51, 2.3] que le morphisme HC,(X) est fonctoriel dans le sens suivant : a)
si nous regardons A comme un complexe de A-A-bimodules, alors HC,(A4) = 1; b)
siY €rep (B,C), alors HC.(X ®%Y) = HC,(Y) o HC,(X). De plus, le morphisme
HC.(X) ne dépend que de la classe de X dans le groupe de Grothendieck de la
catégorie triangulée rep (4, B). Il est naturel de regarder ces groupes comme les
espaces de morphismes d’une catégorie dont les objets sont les k-algebres (projectives
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en tant que modules sur k). Une équivalence K -théorique est un isomorphisme de
cette catégorie. Ainsi, ’homologie cyclique est en fait préservée par 1’équivalence
K-théorique. Par exemple, on peut montrer ainsi que ’homologie cyclique d’une
algébre de dimension finie et de dimension globale finie sur un corps algébriquement
clos ne dépend que du nombre de modules simples, car on a une équivalence K-
théorique entre une telle algebre et son plus grand quotient semi-simple (voir [51,
2.4]). Ceci donne une démonstration de la « conjecture sur absence de boucles »
(no loops conjecture) dans le cas algébriquement clos. La conjecture a été démontrée
dans ce cas pour la premiére fois par H. Lenzing [54]. Nous renvoyons & [38] pour
une démonstration sous des hypothéses plus faibles.
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