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ESPACES HILBERTIENS INVARIANTS
DE FONCTIONS HOLOMORPHES

par

Jacques Faraut

Résumé — Lorsqu’un espace hilbertien de fonctions holomorphes est invariant par
un groupe d’automorphismes, la théorie des représentations permet de ’analyser et,
dans certains cas, de déterminer son noyau reproduisant. La méthode d’analyse que
nous présentons utilise la théorie de Choquet sur la représentation intégrale dans
les cones convexes. Nous considérons en particulier le cas des espaces hilbertiens de
fonctions holomorphes sur un domaine invariant dans la complexification d’un espace
symétrique compact.

Abstract (Spaces of holomorphic functions). — When a Hilbert space of holomorphic
functions is invariant under a group of automorphisms, representation theory can be
used for analyzing it, and, in some cases, for computing its reproducing kernel. The
method we are presenting uses Choquet theory of integral representation in convex
cones. We consider in particular Hilbert spaces of holomorphic functions on the
complexification of a compact symmetric space.

Un espace hilbertien de fonctions holomorphes sur une variété complexe Z est un
sous-espace % de 'espace 0 (Z) des fonctions holomorphes sur Z muni d’une struc-
ture hilbertienne telle que l'injection de .7 dans €'(Z) soit continue, I'espace 0 (Z)
étant muni de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts. On consi-
dere un groupe G d’automorphismes holomorphes de Z. Si I'espace hilbertien J# est
invariant par G, 'action de G dans J# définit une représentation unitaire de G. La
théorie des représentations permet d’analyser un tel espace et, dans certains cas, de
déterminer son noyau reproduisant. La méthode d’analyse que nous présentons uti-
lise la théorie de Choquet sur la représentation intégrale dans les cones convexes, plus
précisément une version récente due a E. Thomas. En effet ’ensemble des sous-espaces
hilbertiens de &(Z) qui sont invariants par G peut étre muni d’une structure de céne
convexe, et les génératrices extrémales de ce cone correspondent aux sous-espaces
hilbertiens invariants irréductibles. Cette structure de cone s’explique facilement en
associant & tout sous-espace hilbertien son noyau reproduisant. On peut formuler une

Classification mathématique par sujef2000). — 32M05, 43A90, 53C35.
Mots clefs — Noyau reproduisant, espace symétrique, fonction sphérique.
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102 J. FARAUT

condition géométrique simple qui assure que tout sous-espace hilbertien invariant se
décompose sans multiplicité. Il suffit pour cela qu’il existe une involution antiholo-
morphe 7 de Z telle que, pour tout z de Z, z et 7(z) soient sur la méme orbite
de G.

Dans les deux derniers chapitres nous considérons le cas d’'un domaine 2 dans la
complexification d’un espace symétrique compact U/ K, qui est invariant par U. Apres
avoir rappelé quelques résultats de base concernant la géométrie des espaces symé-
triques compacts et les représentations irréductibles sphériques, nous présentons les
résultats de Lassalle sur les séries de Laurent généralisées. Nous verrons que, si 5 est
un sous-espace hilbertien de &(Z) qui est invariant par U, la représentation de U dans
H se décompose sans multiplicité en somme directe de représentations irréductibles
sphériques. Comme application nous montrons pour finir comment 1’analyse de Fou-
rier sphérique permet de donner une démonstration simple d’un résultat de Stenzel,
généralisant un résultat antérieur de Hall. Il s’agit de montrer que I'image de L?(U/K)
par la transformation de Bargmann-Segal est un espace de Bergman pondéré. Pour
cela il suffit de montrer que ces deux sous-espaces hilbertiens de ¢ (Uc/K¢) ont le
méme noyau reproduisant.

CHAPITRE 1
FONCTIONS HOLOMORPHES SUR UN DOMAINE DE C"

Ce chapitre est un bref rappel des propriétés élémentaires des fonctions holo-
morphes de plusieurs variables, et de I’espace vectoriel topologique &'(2) des fonctions
holomorphes sur un domaine 2 de C™. Dans la derniére section nous considérons les
séries de Laurent de plusieurs variables. Les résultats qui y sont présentés seront gé-
néralisés dans le chapitre V' ou l'espace (C*)™ sera remplacé par la complexification
d’un espace symétrique compact.

I.1. Fonctions holomorphes sur un domaine de C"

Soient © un domaine de C*, w € C", et f une fonction de classe €' dans Q &
valeurs complexes. On définit

D, f(z) = % (z—i—tw)’tzo.

A Taide des coordonnées cela s’écrit, si z; = x; + iy;, w; = u; + vy,

D, = zn;(uj%+vjaiyj>.

j=
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ESPACES HILBERTIENS INVARIANTS DE FONCTIONS HOLOMORPHES 103

Introduisons les notations

4 _1(i_i>7 9

95,2

et, pour w € C”,

Alors D,, s’écrit
Dy = 0y + O0u.
C’est la décomposition de D,, en sa partie C-linéaire et sa partie C-antilinéaire,
Djyy = 10y — 0y
La fonction f est dite holomorphe si
Diwf =1iDyf (weCh),
ce qui équivaut a dire que sa différentielle est C-linéaire. Cela se traduit par 9y, f = 0,
pour tout w € C", et aussi par

of
=0, j=1,...,n
oz, J "
Ce sont les équations de Cauchy-Riemann. La fonction f est dite antiholomorphe si
Diwf =—iDyf,
ou bien dwf = 0, et aussi
of
— =0, j=1,...,n
azj ) .] ) ) n

L’espace des fonction holomorphes dans un domaine € est noté &(€2). C’est une
algebre sur C.

Une fonction f est dite analytique dans €Q si elle est développable en série entiere
au voisinage de chaque point 20 de €,

FE) = 3 aalz— 20,

aeNn

(o3

2% =2tz

n

Une fonction analytique dans 2 est holomorphe dans €2 et

1 leY 0
aa:aa f(Z )7

al =aq!- !l

|
8af:8 0 f

901 a.0an”’
Zl . e azn
La formule de Cauchy permet d’établir la réciproque. Soit f une fonction holomorphe

dans €, et soit D,.(2°) un polydisque de centre z° et de rayon r,

D, (2°) = {we C" | lw; — z?| <r}
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104 J. FARAUT

tel que D,.(20) C Q. On note 9y D la frontiére distinguée de D = D,.(2°),
00D ={weC" | |w; — zj0| =r}.

Alors, pour z € D,

f(z):; flwr,...;w H

(24m)™ Jao

dwi - - - dw,,.
—zj

C’est la formule de Cauchy pour un polydisque. Par dérivation sous le signe intégrale
on en déduit que

al
(2im)™ Jaop

0 f(z) = flwr, .. w H _Za+1d L - dwy,

I.1.1. Théoreme — Une fonction holomorphe dans Q est analytique dans €.

Démonstration. — Pour z € D = D,.(2°), w € 0y D,

n
1
-
j=1

_ a;+17
a€eN? j=1 (wj ZJ)
la convergence étant uniforme en w. En multipliant par f(ws,...,w,) et en intégrant
terme a terme la série nous obtenons :
1 n
0
f(Z):Z(Z—Z)QT f(w H — a]+1dwl"'dwn
aeN” 9D j:].
1 0 0
= —0°f(2%)(z = 2°)™. 0
aeNm

De la formule de Cauchy on déduit également les inégalités de Cauchy. Soit f une
fonction holomorphe dans un domaine Q et soit D,(zp) C Q. Si |f(z)] < M dans
D,.(2%), alors, pour tout o € N*,

al

7“04 ’

0 f (%) < M
Une fonction holomorphe possede la propriété de moyenne : soit f une fonction
holomorphe dans un domaine €, et soit D, ( ) C €, alors
1
FG) = g [ Tw)drw)
(7”02)” D,.(2)

ou A désigne la mesure de Lebesgue. Plus généralement

a; +1 -
O°f(2) = HJ 17"(2|04+ : (7?7‘12)" /Dr(z) Jloflw=2)rdiw).
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Par suite .
I Gy [, A

o H;L:1(O‘j +D! 1
95 < e [ ),

Une conséquence de la propriété de moyenne est la suivante : soient {2 un domaine,
@ un compact contenu dans €2, et w un voisinage ouvert relativement compact de @

d’adhérence @ contenue dans (. Il existe des constantes C,, (a0 € N™) telles que, pour
toute fonction f holomorphe dans €2,

sup [0° | <ca/ \f] .
Q w

Il existe en effet 7 > 0 tel que, pour tout z de @, le polydisque D, (z) soit contenu
dans w. D’apres ce qui précede, si f est holomorphe dans 2, z € Q,

109 (2)] < Ca /D I(IYORES / | (w)] dA(w),

H;‘L:I(aj +1! 1
rlel (mr2)n’
Le principe du prolongement analytique s’énonce : si deux fonctions holomorphes
dans un domaine €2 coincident au voisinage d’un point, elles sont égales dans (2.
Si une fonction f est holomorphe dans un domaine €2 de C (n = 1), et si ’ensemble

Co =

des zéros de f posséde un point d’accumulation 20 € Q, alors f est identiquement
nulle. Ce n’est plus vrai dans le cas des fonctions holomorphes de plusieurs variables
(n > 2). Mais alors nous disposons de 1’énoncé suivant qui nous sera utile pour
démontrer des égalités de fonctions holomorphes.

1.1.2. Théoreme — Soit M une variété réelle contenue dans un domaine 2 de C™. On
suppose qu’en tout point z de M le sous-espace complexe de C™ engendré par l’espace
tangent T.(M) de M est égal a C™. Alors une fonction holomorphe f dans Q qui
s’annule sur M est identiquement nulle.

Démonstration. — Soit z € M. Pour tout w € T,(M),

Dwf(Z) = Oa
et, puisque f est holomorphe, cela implique que
Diwf(z) =0.

Donc les dérivées du premier ordre de f sont nulles sur M. Par suite toutes les dérivées
de f sont nulles sur M. Puisque f est analytique, f est nulle au voisinage de M, donc f
est identiquement nulle d’apres le principe du prolongement analytique. O

Indiquons deux exemples ou ce théoreme s’applique.
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106 J. FARAUT

(a) Q= (C)", M=T"={z€(C)"||z| =1}
(b) © = GL(n,C) € M(n,C) ~CV, (N =n?), M = U(n), le groupe unitaire.

Références. — [Ho6r79).

I.2. Topologie de I’espace (1)

L’espace vectoriel £(€)) des fonctions holomorphes sur un domaine 2 de C" est
muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact. Dire que la suite
fn converge vers f signifie que, pour tout compact @ C €, et tout € > 0 il existe N
tel que, sin > N,

[fn(z) = f2)[<e  (z€Q).

Les ensembles

Voe={fe0Q)|VzeQ, |f(z)|<e}
(Q compact C Q, ¢ > 0) constituent un systéme fondamental de voisinages de 0.
Nous allons voir que P'espace vectoriel topologique &'(€2) est métrisable. Soit @, une
suite exhaustive de compacts de €, c’est-a-dire que @,, C Qn+1, €t que tout compact
de © est contenu dans I'un des @,,. (On montre qu’une telle suite @, existe pour tout
domaine €2 de C™). On pose, pour f,g € O(),
1
M(f) = sup [f(2)], o(f) =D o inf(Mn(f), 1), d(f.9) =0(f —g).
n=1
Alors d est une distance sur () et la topologie définie par cette distance est la
topologie de la convergence uniforme sur tout compact.

1.2.1. Théoreme de Weierstrass— Soit Q un domaine. Si fi est une suite de fonctions
holomorphes dans ) qui converge uniformément sur tout compact, sa limite f est
holomorphe. De plus, pour tout a, 0% fr converge vers 0%f uniformément sur tout
compact.

Démonstration. — Soit D,(a) C Q. Pour tout k, et pour z € D,(a),

1 G |
fe(z) = W /(%DT(G) Sfe(ws, ... ,wn)};[l p— dwy - - - dw,,,
et, quand k tend vers l'infini,
1 L |
2) = Gy /aom(a) Jlwns s ,wn)g wy gy s
ce qui montre que f est holomorphe. De plus
a! . 1
0% fr(z) = W /%Dr(a) fe(wy, ... ,wn)]l;ll 7(1% e dwy - - - dwy,
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ESPACES HILBERTIENS INVARIANTS DE FONCTIONS HOLOMORPHES 107

et par suite
lim 0%f, =0°f
k—o0
uniformément sur tout compact. [l

Ce théoreme a les conséquences suivantes :

— 0(Q) est fermé dans €(£2), espace des fonctions continues muni de la convergence
uniforme sur les compacts.

— 0(Q) est complet, c’est donc un espace de Fréchet. Rappelons qu’un espace de
Fréchet est un espace vectoriel topologique qui est localement convexe, métrisable et
complet.

— Pour o € N, ’application 0, : f + 0, f est continue.

Dans un espace vectoriel topologique un ensemble B est dit borné si, pour tout
voisinage V de 0, il existe A > 0 tel que B C AV. Une partie B de €(f2) est bornée
si, pour tout compact ) C €2, il existe une constante Mg telle que

[f) < Mg (feB, z€Q).

1.2.2. Théoréme de Montel— Les ensembles compacts de O () sont les ensembles fer-
més bornés.

(Un espace vectoriel topologique qui possede cette propriété est appelé espace de
Montel.)

Démonstration. — 1l est clair qu’un ensemble compact est fermé et borné. Pour mon-
trer qu'un ensemble fermé borné est compact on utilise le théoreme de Ascoli-Arzéla :

Soit X un espace métrique compact. Soit B un ensemble de fonctions continues
sur X vérifiant

— B est borné : il existe M > 0 tel que
[f(@)| <M (f€B,xeX),

— B est équicontinu : pour tout xg € X, et pour tout € > 0 il existe d > 0 tel que,
si d(z,zg) < 9, alors

If(z) — f(z0)| <e (f € B,x € X).
Alors B est relativement compact dans Uespace € (X) muni de la norme uniforme.

Soit donc B un ensemble fermé borné de &(Q). Soit @ C Q un compact convexe.

Il existe une constante M telle que
of

@< |5

Du théoréme des accroissements finis on déduit que les restrictions a @ des fonctions
de B sont équicontinues. Puisque tout compact @ C  peut étre recouvert par un
nombre fini de compacts convexes contenus dans €2, la propriété est vraie pour tout

compact Q@ C Q. Ainsi, d’apres le théoreme d’Ascoli-Arzéla, pour tout compact QQ C Q2

‘gM (feB,z€ Q).
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108 J. FARAUT

les restrictions a @ des fonctions de B constituent un ensemble relativement compact
de €(Q).

On va montrer que de toute suite f,, de fonctions de B on peut extraire une sous-
suite qui converge uniformément sur tout compact. On consideére une suite exhaustive
de compacts Q. On extrait de la suite f, une sous-suite fy(Ll) qui converge unifor-
mément sur (01, puis de la suite f,gl) une sous-suite f7(12) qui converge uniformément
sur (Q2, et ainsi de suite. La suite diagonale fT(Ln) est une sous-suite de la suite f, qui
converge uniformément sur tout compact. O

1.3. Développements de Taylor et Laurent

Un domaine 2 de C™ est appelé domaine de Reinhardt si
(21,3 2n) €Q, (01,...,0,) ER® = (e12,...,¢e2,) € Q.

Autrement dit un domaine de Reinhardt est un domaine invariant sous ’action du
groupe T™.

1.3.1. Théoreme — Soit Q un domaine de Reinhardt contenant l'origine, et soit f une
fonction holomorphe dans Q. Alors f est développable en série de Taylor,

f) =3 aazt (zeQ),
acNn

la convergence étant uniforme sur tout compact de Q). Les coefficients a, sont uniques.

Démonstration
(a) L’unicité résulte immédiatement de ce que

1
Ao = aaaf(o)

(b) Etablissons Pexistence du développement. Pour r > 1 posons €, = 1Q, et soit
Q! la composante connexe de Q N, contenant 0. Notons que

o=[Jo.
r>1

Pour z € . posons

1 n
h(z)= ooy Cn2n
(Z) (227.(.)71, /80DT(0) f(C].Z].7 7C Z )E CJ

1
G- d.

La fonction h est holomorphe dans .. Soit U un voisinage de 0 contenu dans € tel
que

KAS U, C S DT(O) = (Clzlr-anZn) €.
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ESPACES HILBERTIENS INVARIANTS DE FONCTIONS HOLOMORPHES 109

D’apres la formule de Cauchy, f(z) = h(z) pour z € U, et puisque 2. est connexe,
f = h dans Q. Le développement en série

H 1_ _ Z Cfal_l"'crjan_l
j=1 G -1

aeNn

converge uniformément sur 9D, (0). En intégrant terme & terme on obtient
)= fal2),
aeN”

avec

1

= - “i e,
ol2) = iy /aODT(O)f@lzl,..-,<nzn>j1_11<] dGr - Gy,

la convergence étant uniforme sur tout compact de €2... Pour z € U,
1
falz) = Jao‘f(O)z"‘,

donc pour z € Q.. O

Considérons maintenant le cas ou le domaine de Reinhardt Q est contenu dans
(C*)™. 1l peut s’écrire

Q={ze€C"|(|z1],-.-,|2n]) € expw},
ou w est un domaine de R™ et

expw = {(e%,...,e*) | (&1,...,6n) €Ew).

Le domaine § est dit logarithmiquement conveze si w est convexe. En général notons &
I’enveloppe convexe de w. Le plus petit domaine logarithmiquement convexe contenant
Q s’écrit

Q={z¢e(CH"|(zl,---,|2n]|) € exp&}.

1.3.2. Théoreme — Soit Q un domaine de Reinhardt contenu dans (C*)", et soit f
une fonction holomorphe dans €.
(i) Alors f est développable en série de Laurent,

f2)= Y aaz,
agZm

la convergence étant uniforme sur tout compact de Q). Les coefficients a, sont uniques.
(ii) La série de Laurent de f converge en tout point de Q, et sa somme définit un
prolongement holomorphe de f a €.

La méthode que nous allons utiliser sera reprise et généralisée au chapitre V lorsque
nous étudierons la série de Laurent d’une fonction holomorphe sur un domaine d’un
espace symétrique complexe réductif.
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110 J. FARAUT

Au cours de la démonstration nous aurons besoin de la notion de fonction d’appui.
Soit E un espace euclidien. La fonction d’appui d’un ensemble borné @ C E est la
fonction hg définie sur E par

hq(§) = sup(¢n).

neq

C’est une fonction continue et positivement homogene,
ho(t€) = thq(§) (6> 0).
Si Q1 et Q2 sont deux parties bornées

hQ1+Q2 = th + hQ27
h’QlUQz = Sup(hQ1 ) hQ2)'

Si CA2 désigne ’enveloppe convexe de @,

hg = hq.
Si @ est la boule de centre 0 et de rayon R,
hq(§) = R[]
Démonstration. — Soit f une fonction holomorphe sur le domaine 2, et posons, pour

a€eZ" z €,

1 21 21 ) ) )
falz) = W / e f(ewlzh R ew"zn)e*z("“01+"'+0‘“9")d91 -o-db,,.
™ 0 0
La fonction f, est holomorphe et vérifie
foz(eielzh teey ewn'zn) = ei(a191+...+an0n)fa(zla v ,Zn)-
Il en résulte qu’il existe un nombre a, € C tel que
fa(2) = an2”.

En effet la fonction z — 2=%f,(z) est holomorphe et, pour z° fixé, est constante sur
la variété

{(ewlz?, ey ew“zg) | (61,...,0,) ER"},

donc constante sur €2 d’apres le théoreme 1.1.2.
Pour z fixé, le nombre f,(2) = aqz® est le coefficient de Fourier d’indice « de la
fonction définie sur le tore T = (R/27Z)" par

(917~~~79n) — f(eielzla"‘veienzn)'

Cette fonction étant de classe € (puisque f est holomorphe), elle est égale & la
somme de sa série de Fourier

(€21, €)= D7 fa(z)ei(nit oot
acZn
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et, pour ¢ =--- =6, =0,
=2 fale) = 3 aaz"
aezn agzn

1.3.3. Lemme(I négalités de Cauchy). — Soit Q@ C w un compact, et f € O(Q). On
pose

M(f,Q)= sup |f(2)l.
(Iz1l,--s]znl) Eexp Q
Alors
laa| < M(f,Q)e™"e().
Démonstration. — Pour (|z1], ..., |zn|) € exp @,

laazal = |fa(2)| < M(f,Q),
et, en considérant la borne supérieure du premier membre, on obtient
|aale" @ < M(f,Q). O
Nous allons maintenant montrer que la série de Laurent de f converge uniformé-

ment sur tout compact de Q. Soit ) C w un compact. Son enveloppe convexe Q est
contenue dans @. Soit € > 0 tel que, si B, désigne la boule fermée de centre 0 et de

rayon ¢ de R™, le compact Q. = @ + B. soit contenu dans w. Pour (|z1],...,|z|) €
exp @,
|zo¢| < ehQ(a)
Puisque
hq.(€) = ho(&) +eli€ll;
hg(§) = ha (),

on en déduit que
laaz® < M(f,Q.)e sl

Par suite la série converge uniformément sur le compact K C Q défini par
K={z](zl-.-,|2l|) € exp@}. O

Lorsque €2 est un domaine de Reinhardt de C™ contenant l'origine il y a un énoncé
analogue. Dans ce cas w est 'ouvert contenu dans ([—o0, co[)™ défini par

w={(&,-- ) | (exp&y, ..., expn) € O,

en posant exp(—oo) = 0, et @ n’est pas 'enveloppe convexe de w, mais l'ensemble
défini par

w={¢|Vne ®Ry)", () < hu(n)}.
On peut alors énoncer :

Soit Q un domaine de Reinhardt contenu dans C™ contenant l'origine, et soit f
une fonction holomorphe dans €.
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112 J. FARAUT

(i) Alors f est développable en série de Taylor,
f(z) = Z anz%,
aecN"™
la convergence étant uniforme sur tout compact de Q). Les coefficients a, sont uniques.

(ii) La série de Taylor de f converge en tout point de ), et sa somme définit un
prolongement holomorphe de f a €.

La démonstration est tout & fait semblable.

Nous généraliserons au chapitre V la formule classique de Gutzmer. Pour une fonc-
tion f € 0(Q) elle s'écrit

1 2 2 ) )
o | [ e Pty d, = Y e,
0 0

aEZ™

ou (ry,...,mn) ER*"NQ.

CHAPITRE II
ESPACES HILBERTIENS DE FONCTIONS HOLOMORPHES

Soit © un domaine de C™. L’espace €(2) des fonctions holomorphes sur € est
muni de la topologie de convergence uniforme sur les compacts. Un espace hilbertien
de fonctions holomorphes sur € est un sous-espace S de €(€2) qui est muni d’une
structure d’espace de Hilbert telle que I'injection

H s 0(Q)

soit continue, ce qui se traduit par la propriété suivante : pour tout compact Q@ C 2
il existe une constante M = M(Q) telle que

Ve, VzeQ, |f(z) < M|f].

Un tel espace possede un noyau reproduisant. L’espace de Bergman en est un exemple
de base. Dans la deuxieme section nous arrivons au sujet principal de ce cours : I’étude
des espaces hilbertiens de fonctions holomorphes qui sont invariants par un groupe
d’automorphismes holomorphes.

I1.1. Noyau reproduisant d’un espace hilbertien de fonctions
holomorphes

Soit ## un espace hilbertien de fonctions holomorphes sur Q2. Pour w € Q, 'appli-
cation

fr—fw), #—C
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est continue. Donc, d’apres le théoréme de représentation de Riesz, il existe une unique
fonction 7, € A7 telle que

fw) = (flAw) (f €).
Le noyau 2, # (z,w) = J,(z), est appelé le noyau reproduisant de €.

I1.L1.1. Proposition — Le noyau reproduisant ¢ est hermitien et de type positif. En
particulier J (z,z) = 0 pour tout z, et H (z,2) =0 si et seulement si f(z) =0 pour
toute fonction f € .

Rappelons qu'un noyau £ est dit hermitien si
H (2, w) = H (w, 2),
et de type positif si
N
Vzi,...,28 € 2, Vaq,...,ay € C, Z%(zk,zj)ajakZO.
Jik=1
Démonstration. — 1l résulte de la définition que

H(z,w) = (H|A2) = (He| Hw) = H (w, 2),
H (2,2) = ||A=]* > 0,

et aussi que

N N N
2
Z %(anzj)ajak = Z ('%/ZJL%/zk)ajak: = H Zaj'%/zj = 0. g
J,k=1 j,k=1 j=1

Le noyau reproduisant ¢ (z,w) est holomorphe en z, antiholomorphe en w. Du
théoreme de Hartogs on déduit que .# (z,) est holomorphe sur 2 x Q. Le noyau %
est en particulier continu sur Q x . (En fait la partie difficile de la démonstration du
théoreme de Hartogs est d’établir la continuité.) Mais on peut démontrer la continuité
de £ sur Q x Q assez simplement sans utiliser le théoréeme d’Hartogs comme on le
verra quelques lignes plus loin.

La norme de la forme linéaire f — f(2) (z € Q) est égale & ||.#;]|. On en déduit
que

H (2,2) If)I? (2€Q),

= max
feA |Ifl<t

et que ¥ (z, z) est une fonction bornée sur tout compact : #(z,2) < M(Q)%.

De cette propriété on peut déduire que le noyau reproduisant est continu de la
fagon suivante. Soit () un compact convexe contenu dans €. En utilisant la propriété
de moyenne on montre qu’il existe une constante M; = M7(Q) telle que, pour toute
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fonction f € J2,

0
VzeQ, a%(z)‘ < My fll

J
V21,22 € Q, |f(21) — f(22)] < nMy|[f|| |21 — 22
On en déduit que

|2, — oo || < nMy |21 — 22
En écrivant
H(z1,w1) — K (22, w2) = (Ko, [ H2y) — (K| H2,)
= (S, — K, |Hz) + (K| Koy — Hey),
on obtient
| (21, w1) = (22, w2)| <Az [| | Ay — Hws || + | Hows || || 2, — 2, |-

En utilisant ce qui précede on en déduit que % est continu.

11.1.2. Proposition — L’espace de Hilbert 7 est séparable, et, pour toute base hilber-
tienne {1, } de I,

f%/('z:w) = Zwm(z)¢m(w)a
m
la convergence étant absolue et uniforme sur tout compact de Q0 x €.

Démonstration. — Si {z;} est une suite dense dans 2, alors {.7;,} est un ensemble
total dans 7, donc J# est séparable. De la propriété de noyau reproduisant on déduit
que

("/}m|%) = wm(w)a

et de la formule de Parseval
S fbm(w)? = | H0|1* = A (w,w).

Il résulte du lemme de Dini que la convergence est uniforme sur tout compact. De
plus

Hw =Y (Ha|om)om =D (W),

la convergence ayant lieu pour la topologie de s, donc pour la topologie de () :
pour tous z,w € €,

H (z,w) = Zwm(z)wm(w).

De l'inégalité

(3 W@ @) < 3 W 3 Won(w)?

il résulte que la convergence est absolue et uniforme sur tout compact de 2 x Q2. O
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Soit © un domaine de C". L’espace de Bergman %?(Q) est 1'espace des fonctions
holomorphes sur 2 qui sont de carré intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue ),

B2(Q) = O(Q) N L2 N),
muni du produit scalaire

(fl9) = / F(2)@ dA(2).

11.1.3. Proposition — L’espace de Bergman %%(§)) est un espace hilbertien de fonc-
tions holomorphes.

Démonstration. — Si f est holomorphe dans un domaine €2 de C", et si le polydisque
fermé

Dr(z) ={w e C"[w; — z| <r, 1<j<n}

est contenu dans €,
1

f(z) = 7y /D - f(w) d\(w).

C’est la propriété de moyenne (voir la section 1 du chapitre I). A Paide de I'inégalité
de Schwarz on en déduit que
1
PP < o [ )P dAw).
()™ I, ()

Soit @@ un compact contenu dans 2. Il existe r > 0 tel que, pour tout z € @, le
polydisque D,.(z) soit contenu dans €. Soit f € %2%(Q). Pour z € Q,

PR < oy [ 1 ) < o [ 17 A,

ou
() < M@Q)III,

avec 1
M(Q) = (wr2)ynlz

Il en résulte qu'une suite de Cauchy dans %?(Q2) converge uniformément sur tout
compact de €. Sa limite est une fonction holomorphe de carré intégrable. Ainsi %2 ()
est un espace de Hilbert, et 'inégalité précédente montre que c’est un espace hilbertien
de fonctions holomorphes. O

Le noyau reproduisant # de l’espace de Bergman %2(Q) s’appelle le noyau de
Bergman de €. Pour toute fonction f € %2(Q),

f(2) = / A (2, w) f (w) dA(w).
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Exemple — Le noyau de Bergman du disque unité de C,
N={zeC||z| <1},

est égal a

1

H(z,w) = =(1 — zw) 2.

™

En effet les fonctions
m+1
71'

Ym(2) =

constituent une base hilbertienne de %2%(Q) et

z™ (m eN)

H(z,w) lz m+ 1)z"w™

™
_ 1
(1 - zw)?’
Notons
|z| = 1r£1ax |zj], et d0(2) = wienafD |z — w],

ou 012 désigne le bord de Q. De la démonstration de la proposition 11.1.3 on déduit
que, pour toute fonction f € %%(Q),

17 (2)l < WWH’

et que

—n

s
d(z)>

Plus généralement on considere les espaces de Bergman pondérés. Soit p une fonc-
tion mesurable positive sur €, et soit Z 'espace des fonctions holomorphes f sur 2
telles que

H(z,2) <

12 = /Q FEPp(z) dA(z) < oo

Supposons que pour tout compact () de il existe une constante ¢ > 0 telle que
p(z) = ¢ pour tout z de Q. Pour tout Compact @ C Q et pour toute fonction f € 2,

/|f|dA (L s )" ([ vers o)

M@)f]-

On en déduit que 57 est un espace de Hilbert et que c’est un espace hilbertien de
fonctions holomorphes.

Soient Q et Q' deux domaines de C", et soit ¢ un isomorphisme holomorphe de Q
sur ', c’est-a-dire une bijection holomorphe ainsi que son inverse. On note J,(z) la
matrice jacobienne de ¢ en z € €.
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11.1.4. Proposition — L’application
Ty : f— (f op)Detcd,
est un isomorphisme unitaire de #*(Q') sur %2(Q2). Les noyauz de Bergman J et
A de Q et Q sont reliés par
H (z,0) = H'(p(2), p(w))DetcJ, (2)Dete J, (w).
Démonstration. — Une matrice complexe carrée M € M(n,C) définit un endomor-

phisme R-linéaire de R?*". Si M = A +iB (A, B € M(n,R)), la matrice de cet endo-
morphisme est, dans la base de R?" constituée des vecteurs e; et iej, ol {e;} est la

(g _AB> ’

A-B .
Detg (B 4 ) = |Detc(A +iB)|?.

base canonique de C”,
et

Ainsi

DetrJ,(2) = |DetcJ,(2)]?
et la formule du changement de variable s’écrit comme suit : si F' est une fonction
intégrable sur

/ F()aAE) = /Q Foo(2)[Dete, (2)]? dA(2).

Par suite, si f,g € B%(Q),

F(Va(@) dA() = / £ (9(2))7(2(2)) [DeteJo(2)]2 dA(2).
Q Q

La premiere partie de 1’énoncé s’en déduit.
En effectuant le changement de variable dans l'intégrale

FE) = | A ) ) dAw),  fe B,
on obtient ’
f¢(2))Detey(2)
= | 7 (01). () Dete I ()Pt T, ) () Dete T () dr(w)
et la deuxieme partie de ’énoncé s’en déduit. O

Exemple — Le noyau de Bergman du demi-plan de Poincaré
Q={z=z+iy|y>0}

est égal a
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En effet la transformation de Cayley ¢,
zZ—1

@(Z)=Z+i,

est un isomorphisme holomorphe de € sur le disque unité Q’. Puisque

9
DetcJy(2) = ¢'(2) = Z, ,

le noyau de Bergman est donné par
CiNTw =i 2 T
W»W%(“CJ)(ZJ)) <(z42—zi)2><(wj—zi)2>

-=(59)
T 4r\ 24 '

11.1.5. Proposition — Soit £ un noyau hermitien de type positif sur un domaine 2,

qui est holomorphe en la premiére variable. Alors & est le noyau reproduisant d’un
unique espace hilbertien de fonctions holomorphes.

Démonstration. — Soit 74 'espace des fonctions f de la forme
Zaj (2,25) (#21,...,28 €Q,0,...,any € C).
On munit 74 de la forme hermitienne

(flg) = ZZ% wi, 2) e By, si g(z Zﬁk% 2, W)

j=1k=1 =

Cela en fait un espace préhilbertien. En effet, pour w € ,

fw) = (flAw),
et

[f(w)[* < (w,w)(f]f).

Par suite, si (f|f) =0, alors f = 0.

Soit % 1’espace de Hilbert obtenu par complétion de %) pour la norme ||f| =
v (f1f) . Les éléments de . sont des fonctions holomorphes sur 2. En effet, si {f}
est une suite de Cauchy de fonctions de 773,

| fo(2) VA (2,2) I fp = falls

et la suite converge uniformément sur les compacts. Par continuité ’égalité

fw) = (f|Hw)
reste vraie pour f € S, donc £ est le noyau reproduisant de 2. O
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I1.2. Espaces hilbertiens invariants de fonctions holomorphes

Soit G un groupe d’automorphismes holomorphes du domaine €2 C C". Le groupe
G opere dans 'espace 0(£2),

(7(9)f)(z) = flg™"-2) (feO(D),zeD),
et
m(g1 0 g2) = m(g1) o 7(g2).
Un espace hilbertien . de fonctions holomorphes est dit invariant par G s’il est
invariant par les opérateurs 7(g) pour tout g € G, et si la restriction de 7w(g) a S est
un opérateur unitaire. Le noyau reproduisant est alors invariant par G dans le sens
suivant
H(g-z,9-w)=H(z,w) (g€QqG).

Plus généralement 'action de G dans () peut faire intervenir un facteur d’auto-
morphie a. C’est une fonction sur G x §2, holomorphe en z, vérifiant la propriété de
cocycle

a(g192,2) = a(g1, 92 - z) (g2, 2) (91,92 € G,z € Q).
Le groupe G opere dans 0()) comme suit

(m(9)f)(2) = alg™",2) flg™" - 2)-

Si 7 est un espace hilbertien de fonctions holomorphes invariant son noyau repro-
duisant vérifie la relation

H(z,w) =H (g 2,9 w)alg,z) alg,w).

Par exemple si 77 est 'espace de Bergman %2(1), et si G = Aut(f2) est le groupe
des automorphismes holomorphes de €2, on considere le facteur d’automorphie

a(g, z) = DetcJg(2).
Il résulte de la proposition I1.1.5 que l'espace %2(f2) est invariant par G = Aut(2).

I1.2.1. Proposition — Soit G un sous-groupe de Aut(), et soit o un facteur d’au-
tomorphie. Soient A C O()) un sous-espace hilbertien de fonctions holomorphes,
et K son noyau reproduisant. Alors F€ est invariant par G si et seulement si

H(z,w)=H (92,9 -w)a(g,z)alg,w) (z,weR, geq).

Démonstration. — Pour g € G considérons le sous-espace S’ = w(g)(#) muni de
la norme définie par

£ =11f1 st f" = m(g)f-

Le noyau reproduisant #” de ##’ est donné par
H'(z,2w)=H (g7 2,97 - w)alg™, 2) alg—T, w).
Ainsi I’énoncé est une conséquence de la proposition II1.1.6. O

Deux problemes se posent naturellement.
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(1) Analyser l'action de G dans l'espace hilbertien 5, ¢’est-a-dire décomposer 5
en somme de sous-espaces irréductibles.
(2) Déterminer le noyau reproduisant de €.

Pour finir cette section nous allons étudier ’exemple de base suivant. Soit 2 la
couronne

Q={zeClr <|z|<re} (0<r <ry <o),
et soit wy, (m € Z) une suite de nombres > 0 telle que, pour r; <1 < ro,
e(r) = Z 72" o, < 00,
mEZ
Soit 47 'espace des fonctions holomorphes dans 2 dont la série de Laurent s’écrit

f(z) = Z A 2™ fms

meZ

ou a,, est une suite de nombres complexes vérifiant

IF1? = Jam[*pm < co.

meZ

D’apres I'inégalité de Schwarz

(;é%mmwamﬂm)QszQg;JamPum)(§Z|szMm).

meEZ

La série de Laurent de f converge donc dans 2 et
[F(2)] < Velr) 1]
On en déduit que 7 est un espace de fonctions holomorphes. Posons
A={meZ]| unm, >0}
Les fonctions ¢, (m € A),

"/}m(z) =V Hm Zm7

constituent une base hilbertienne de J#, et son noyau reproduisant est donné par

H(20) = Y ()T (0)

meA
= Z Umz" W™,
Le groupe G des rotations de centre 0,
go-z=¢€"2 (0 €R/27Z),

opere dans 7,
(m(g0).f)(2) = f(e™"2),

et I’espace hilbertien 7 est invariant par G.
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L’espace de Bergman 7 = %2(Q) en est un exemple. En particulier si Q est le
disque unité pointé, c’est-a-dire si 1 = 0, 7o = 1, alors A = N, et, pour m > 0,
_m+1

fim = .

™

Ainsi toute fonction f de ’espace de Bergman du disque unité pointé 2 se prolonge
en une fonction holomorphe sur le disque unité, et ’espace de Bergman du disque
unité pointé est identique a I’espace de Bergman du disque unité.

Nous allons montrer que tout espace hilbertien de fonctions holomorphes sur €2
qui est invariant par G est du type précédent. Soit donc J# un tel espace. Notons
fm(z) = 2™. Nous appellerons spectre de S ’ensemble

A={meZ| fmn € H}.
Pour m,p € A;m # p, les fonctions f,, et f, sont orthogonales, en effet

(7(90) fnl f) = €™ (fm f)
= eiipe(fm|fp)7
donc (fm|fp) = 0 si m # p. Posons

1
—— sim€EA,
fim = < Lfml?
0 sim ¢ A.
Le développement de Laurent d’une fonction f de 5 s’écrit

flz)= Z amz™,

meZ
et
1 27 . X
— f(e792)e™0dh = o 2™,
271' 0
ce qui peut s’écrire
1 27 .
Py m(go)f €0d0 = cu fin-
271' 0

On en déduit que oy, fn € H, donc a,, = 0 si m ¢ A. Les fonctions ,,,
Y (2) = V/pm 2™ (m € A),
constituent une base hilbertienne de 7, et

H(e2) = 3 | < o0

meA

pour tout z € ).
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I1.3. Espaces hilbertiens de fonctions holomorphes
sur un domaine de Reinhardt

Soit © C (C*)™ un domaine de Reinhardt et soit G ~ T" le groupe des transfor-
mations

go-z=(e%2z,...,¢e"

" Zn)-
Le groupe G opere également dans &(€2). Nous allons généraliser I'exemple de base
étudié a la fin de la section précédente. Soit p, (o € Z™) une suite de nombres > 0
tels que, pour z € €,
co(z) =Y [z e < o0,
N
et soit 7 l'espace des fonctions holomorphes dans €2 dont la série de Laurent s’écrit
f(z) = Z a0z fa,
QgZn

ol a, est une suite de nombres complexes vérifiant

”f”2 = Z |aa|zﬂa < 0.

aEZn
On montre comme précédemment que la série de Laurent de f converge dans €, et
que
1F) < Ve@) I f]-
Ainsi S est un espace hilbertien de fonctions holomorphes, 5 C 0(Q). Le spectre A
de 7 est défini par
A={a€Z" | o > 0}.

Les fonctions

Ya(2) = Via 2% (@€ A)
constituent une base hilbertienne de 7 et le noyau reproduisant de ¢ est donné par

H(z,w) = Z 2%Wq e -

Q€Zn
De plus l'espace hilbertien 7 est invariant par G. On montre comme dans la section
précédente que tout sous-espace hilbertien de £'()) invariant par G est de cette forme.
L’espace de Bergman %2(2) en est un exemple. Dans ce cas

/|z°‘|2d/\(z)<oo},
Q
:—a:/ﬂ|z“|2d/\(z).

Pour calculer ces intégrales on peut utiliser la formule d’intégration suivante

27 27
/ f(z)dA(2) z/ r1d7‘1~-rndrn/ d91~-~d9nf(rlei91,...,rnew"),
Q Qo 0 0

ou QoZQﬁRi.

A:{aEZ”
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Si Q est un domaine de Reinhardt contenant 0, les développements de Laurent
sont remplacés par des développements de Taylor, et le spectre A d’un sous-espace
hilbertien de €/(f2) invariant par T™ est contenu dans N™.

En particulier si €2 est la boule unité de C™,

/ |z("|2 d\(z) = (27r)”/ r%o‘”'l .. ~7"3L"‘"+1d7"1 coodry,
Q Qo

:w”/ tTr e tondty - - diy,
{t;>0,t14--+t, <1}

al
(laf +mn)t
Le noyau de Bergman est donné par

%(2711)) — i Z (|C¥| +n)!zama

zﬂ'n

" a!
aeNm
. 1
== Z ((m+n)! Z a—zo‘@a>
m=0 |a]=m
1 & (m4n)
S Gl
m=0 :

_n (1= (zfw)) Y.

7"
L’espace de Hardy 5#2(2) de la boule unité 2 de C™ est l’espace des fonctions
holomorphes sur € telles que

1912 = sup [ Iftru)Pdow) < o,
0<r<1Js

ou X est la sphere unité et o est la mesure uniforme sur ¥ normalisée. Nous allons
voir que 2 () est un espace hilbertien de fonctions holomorphes et déterminer son
noyau reproduisant. Soit f € (). D’apres le théoreme 1.3.1,

f2)= Y aaz,

aecN"™

la convergence étant uniforme sur tout compact de 2. Pour a # 0,

/ u*a@’do(u) = 0,
b
donc

ru)|?do(u) = r2lel|g, |2 u®?do(u).
/Zlf( Pdo(w) = 3 ||/E| 2dor ()

aeNn?
On en déduit que f appartient a #2(Q) si et seulement si

> |aa|2/ [u®?do(u) < oo,
b

aeN"™
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et qu’alors

1= 3 laaf [ fu ot

aeNn

1
—:/ [u®2do (u)
Mo b))

Pour le calcul de ces intégrales on utilise la formule d’intégration suivante :

/Qf(z) dA(2) :2(71%711)!/01702"1dr/2da(u)f(m).

Pour f(z) = |2z%|? nous obtenons

n 1
292 d\(z :271-7/ rzlo““”*ldr/ u®2do (u),
|rase =2t | [ u o

et, en utilisant les résultats précédents,
1ol
/ e 2do(u _(r—1)lat
(\a\ +n—1)
Le noyau reproduisant de ’espace de Hardy s’appelle le noyau de Cauchy-Szegs. 11
est égal a

Dans ce cas A = N, et

_ ‘Cd +_n _>1) T
S(z7w—n_1|z w

aeN"™

1 m—l—n—l)!zwm
_(n—l)!m:0 (z]w)

m!
= (1 ()"

On en déduit la formule de type Cauchy suivante : si f € A(Q) (I'espace des
fonctions continues sur €2, holomorphes dans 2), alors, pour z € €,

f(2) = / (1 = (s]w) ™" f (w)dor ().

CHAPITRE I11

APPLICATION DE LA THEORIE DE CHOQUET A L’ANALYSE
DES ESPACES HILBERTIENS DE FONCTIONS HOLOMORPHES

Soit Z une variété complexe et soit &(Z) l'espace des fonctions holomorphes sur Z
muni de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts. Soit G un groupe
d’automorphismes holomorphes de Z. L’action de G dans &'(Z) est donnée par

(m()f)(z) = flg™" - 2).
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Nous avons vu au chapitre II qu'un sous-espace hilbertien invariant 5 C 0(Z)
posséde un noyau reproduisant ¢ (z,w) qui est une fonction holomorphe en z et
antiholomorphe en w. De plus 47 est invariant par G si et seulement si son noyau
reproduisant % est invariant,

H(g-z,9 - w)=H(z,w).

Dans ce chapitre nous allons montrer que la théorie de la représentation intégrale de
Choquet peut étre utilisée pour analyser un tel sous-espace hilbertien. Plus précisé-
ment nous allons considérer les questions suivantes :

(

1)
(2) Décomposer un tel sous-espace hilbertien en somme directe (ou intégrale di-
recte) de sous-espaces hilbertiens irréductibles.

(3) Donner une condition géométrique qui implique que cette décomposition soit
sans multiplicité.

Déterminer les sous-espaces hilbertiens invariants irréductibles.

(4) Déterminer le noyau reproduisant d’un tel sous-espace hilbertien.

Au chapitre V nous étudierons un exemple d’une telle situation : la variété Z sera
un domaine dans la complexification d’un espace symétrique compact U/K qui est
invariant par le groupe U.

III.1. La théorie de Choquet

Soit I'' un cone convexe fermé dans un espace vectoriel topologique E localement
convexe. Un élément v € I est dit extrémal s’il n’admet pas de décomposition non
triviale comme somme de deux éléments de T : si v = v1 + 72 (71,72 € T'), alors
Y1 = A1y, 72 = A2y (A1, A1 = 0). Cette propriété s’exprime aussi comme suit : v € T’
est extrémal si et seulement si I'inégalité 0 < v/ < v (7' € T') pour Pordre défini par
le cone T, c’est-a-dire si v — 4’ € T, implique que 7" = Ay (0 < A < 1). Les éléments
extrémaux de I" constituent un sous-céne noté ext(I') (non convexe).

Un chapeau de T' est une partie compacte convexe C de I telle I' \. C soit convexe.
Un élément extrémal d'un chapeau C' de I' est un élément extrémal de I'. Le cone T’
est dit bien coiffé s'il est réunion de ses chapeaux. Un sous-cone fermé d’un cone bien
coiffé est bien coiffé.

Exemple — Soit E = &(Q2) l'espace des fonctions holomorphes dans
Q={:eC| s| <R}, (R<oo),

muni de la convergence uniforme sur les compacts. Une fonction f € E s’écrit

flz)= Z anz".
n=0
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Soit I le cone des fonctions f pour lesquelles a,, > 0. Si a est une fonction continue > 0

sur [0, R[, posons
Cy = fer(/f Pyrdr < }

Nous allons montrer que C, est un chapeau. Il est clair que C, et I'\.C, sont convexes,
et C, est fermé d’apres le lemme de Fatou. Montrons que C, est borné. Si f € C,

pour 0 <r < R,
2T
/ |f(2)]dA(2) / / f(pe®)|pdpdd
D(0,r)

/ f(p)a(p)pdp,

olt A = mingg,<r a(p). Ceci montre que C, est borné. Etant fermé et borné, C, est
compact d’apres le théoréme de Montel (théoreme 1.2.2).

Dans les énoncés qui suivent nous supposons que F est un espace de Fréchet. Il
s’agit d’une version simplifiée de résultats plus généraux établis par E. Thomas, qu’on
peut trouver dans [Tho79, Tho83, Tho94].

II1.1.1. Théoreme — Soit T un cone convexe fermé dans un espace de Fréchet. Si T’
est bien coiffé alors T est égal a enveloppe convexe fermée de ext(T).

Une application A — ey d’un espace topologique séparé A dans ext(I") est appelée
une paramétrisation de ext(I') si tout élément v € ext(I') est proportionnel a un
unique élément ey . Elle est dite admissible si elle est continue et si 'application inverse
ext(I") — A est universellement mesurable.

I11.1.2. Théoreme — Soit I' un cone convere fermé bien coiffé dans un espace de
Fréchet, et soit A — ey, A — ext(T") une paramétrisation admissible de ext(T). Pour
tout v € T il existe une mesure de Radon positive p sur A telle que

v = / exdu(N).
A
Cela signifie que, pour toute forme linéaire continue ¢ sur F,

/ (en)ldu(N) < 0o, et £(y) = / Uex)du(N)
A A

Le cone I' est dit réticulé si, pour deux éléments 1, v, € I', il existe un plus petit
majorant 1 V 2 de 71 et 2 (pour 'ordre défini par le cdne). Pour a € T on note I'*
la face du cone I' définie par :

= {yeT|IN>0, v < a} = U(Fﬁ(Aa—F)).
A0
L’ordre propre de I'* coincide avec 'ordre induit par I'. Le cone I' est réticulé si et
seulement si, pour tout a, le cone I'* est réticulé.
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I11.1.3. Théoreme — Pour que la mesure p qui représente vy soit unique il faut et
suffit que la face T'V soit réticulée. En particulier, pour que la mesure p soit unique
quel que soit v € T', il faut et suffit que le cone I' soit réticulé.

Références. — [Phe66], [Tho79, Tho83, Tho94].

II1.2. Application de la théorie de Choquet

Soit I'(Z) le cone des noyaux hermitiens J£ (z, w) de type positif sur Z, holomorphes
en z, antiholomorphes en w. On notera I'¢(Z) le cone des noyaux de I'(Z) qui sont
invariants. Un tel noyau est une fonction holomorphe sur Z x Z, o1 Z est la variété Z
munie de la structure complexe opposée. On peut donc considérer les cones I'(Z) et
I'c(Z) comme plongés dans I'espace vectoriel topologique €(Z x Z),

Te(Z2)CcT(Z)C O(Z x Z).

On peut étendre les résultats établis aux chapitres I et II : I'espace €¢(Z x Z), muni de
la topologie de la convergence uniforme sur les compacts, est un espace de Fréchet qui
possede la propriété de Montel : tout fermé borné est compact. L’application qui & un
sous-espace hilbertien invariant .7 associe son noyau reproduisant £ est une bijec-
tion de I’ensemble Hilb(&(Z)) des sous-espaces hilbertiens de ¢(Z) sur I'(Z), et de
ensemble Hilbg (€(Z)) des sous-espaces hilbertiens invariants sur I'¢(Z). L’ensemble
Hilb(&(Z)) possede une structure naturelle de cone convexe : la somme #° = J4 +.73
de deux sous-espaces hilbertiens est définie comme la somme vectorielle habituelle,
muni de la norme quotient de J# x % /(34 N.). En particulier si 74 N 5% = {0},
la somme est directe et est notée S = 6 D 5, et les espaces J et 5 sont des
sous-espaces orthogonaux fermés de 7. Pour A > 0 on définit 'espace A% comme
étant {0} si A = 0, et sinon égal & 5 muni du produit scalaire de % divisé par A. On
vérifie alors facilement que ’application qui a un sous-espace hilbertien 7 associe
son noyau reproduisant ¢ respecte les structures de cone de Hilb(€/(Z)) et de T'(Z) :
si 7] est le noyau reproduisant de 77, et J# celui de 473, alors le noyau reproduisant
de A4 + 6 est égal & #] + Ho. Si A est le noyau reproduisant de 52, alors celui
de A\JZ est égal a A\ .

I11.2.1. Proposition. — Le sous-espace hilbertien invariant € est irréductible si et
seulement si son noyau reproduisant est un élément extrémal du cone I'q(Z).

Démonstration. — Soient 7 et % deux sous-espaces hilbertiens invariants et J#7,
3 leurs noyaux reproduisants. Supposons que J#; < s, c’est-a-dire que o — ] €
Tc(Z). Alors J7 est un sous-espace de 5% et Uinjection i : J# <— % est continue,
de norme < 1, et G-équivariante. Notons i* : % — J# son adjoint. L’opérateur
101" 1 A — 5 est aussi G-équivariant.

Supposons que % soit irréductible. D’apres le lemme de Schur 707* est un multiple
de l'identité, et, si % # {0}, alors 51 est égal & % comme espace vectoriel, et son
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produit scalaire est proportionnel & celui de %, donc #] est proportionnel a 75,
c’est-a-dire que J#5 est extrémal. (Pour une démonstration du lemme de Schur utilisé
ici, voir par exemple [Sug90], Theorem 2.1, p.11.)

Réciproquement supposons que le noyau reproduisant .~ d’'un sous-espace hilber-
tien 2 soit extrémal. Si S = 6 @ % est une décomposition de F en somme
de deux sous-espaces invariants fermés orthogonaux, alors J¢ est égal a la somme de
leurs noyaux reproduisants, # = J#] + 5. Le noyau £ étant extrémal, 7 = \; ¢
(A 20,1 =1,2), donc 7 est soit égal & J, soit réduit & {0}, c’est-a-dire que 7
est irréductible. [l

Soit p une mesure positive sur Z qui, dans chaque carte, a une densité strictement
positive par rapport & la mesure de Lebesgue. La topologie de &(Z) est identique a
celle qui est induite par celle de LIQOC(Z ,p). En effet pour tout compact @ C Z et pour
tout voisinage ouvert w de @ relativement compact il existe une constante M > 0
telle que

swplr) < ([ 11@Pan) " (7 e o(2),

z€Q
Il suffit de le montrer lorsque w est contenu dans une carte, et alors cela résulte de ce

qui a été dit dans la section 1 du chapitre I.

I11.2.2. Proposition. — Le cdne I'(Z) est bien coiffé.

Démonstration. — Soit a une fonction continue strictement positive sur Z. L’en-
semble

C, = {Jif e I(2) ‘ /Z,%/(z7z)a(z)dp(z) < 1}

est un chapeau. En effet C, est fermé d’apres le lemme de Fatou. Si w C Z est un
ouvert relativement compact, il existe une constante A > 0 telle que a(z) > A sur w.
Si le noyau % appartient & C,, alors, de I'inégalité |7 (z,w)|? < (2, 2)H (w,w)
on déduit que

[ [ raem < [ ) [ 2w < 4

Cette inégalité montre que C, est borné dans l’espace vectoriel topologique €'(Z x Z).
Etant fermé et borné lensemble C, est compact (propriété de Montel, Théoreme
1.2.2). Puisque C, et T'(Z) \ C, sont convexes, C,, est un chapeau de I'(Z).

Il reste & montrer que tout noyau J# de I'(Z) appartient & un tel chapeau. Soit h
une fonction continue strictement positive sur Z telle que

[ eant) = 1.
zZ

et posons
h(z)
)= et
Alors le noyau % appartient au chapeau C,. |
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Le cone T'¢(Z) est également bien coiffé. En effet les ensembles C, NT'(Z) sont des
chapeaux de I'¢(Z). Nous pouvons donc appliquer le théoréme IIT.1.2.

l11.2.3. Théoréme — Soit A — 5, A — ext(I'¢(Z)), une paramétrisation admissible
de ext(T'q(Z)). Pour tout noyau A € T¢(Z) il existe une mesure de Radon p sur A
telle que

H (2 w) = /A 4 (2 w) (V).

La mesure p définit un noyau % € I'¢(Z) si et seulement si, pour tout compact
Q@ C Z, il existe une constante M > 0 telle que

/A Ha(z,)dp(N) <M (z€ Q).

Si 7 est un sous-espace hilbertien invariant la restriction de m a J# est une
représentation unitaire qu’on notera 77¢. Le commutant de 77¢ dans () sera
noté {77}, C’est I'algebre définie par

(Y ={T € B(H)|Vg e G, Tn" (g) =n"(9)T}.

I11.2.4. Théoreme — Le céne T'¢(Z) est réticulé si et seulement si, pour tout H €
Hilb¢(6(Z2)), le commutant {7} est commutatif.

Démonstration. — Pour un noyau £ € I'¢(Z) on note

I =Tq(2)* ={x" €Ta(Z)|IN=0, ¥ <X}
- U (FG(Z) N (A — FG(Z))>.

A>0

H est

Le cone T'¢(Z) est réticulé si et seulement si, pour tout J, le cone I'g(Z)
réticulé.

Soient .7 un sous-espace hilbertien invariant et £ son noyau reproduisant. Notons
o = {rY.

(a) Le cone T est linéairement isomorphe au cone

At ={Ted|VfeH (Tflf)=0}.
A tout opérateur T' € &/ on associe le noyau reproduisant J# défini par
Hr(z,w) = (THy)(2).

On montre que %7 appartient & 'Y et que Papplication T +— #7 est un isomor-
phisme linéaire de cones.
(b) Le cone &/ est réticulé si et seulement si l’algébre o est commutative
Supposons &/ commutative. Alors &/ est une C*-algébre commutative, donc iso-
morphe & l'espace des fonctions continues sur son spectre S qui est compact, &/ ~
€(9), et le cone /T est linéairement isomorphe au coéne des fonctions > 0 de €(.9)
qui est réticulé, donc &/ est réticulé.
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Réciproquement supposons que le cone o7+ soit réticulé. Pour montrer que ’algébre
&/ est commutative il suffit de montrer que deux projecteurs orthogonaux P et @) de o
commutent. Posons T' = P A Q (relativement & l'ordre défini par /), et soit R le
projecteur orthogonal sur T'(#). Alors R appartient & &/, et, puisque (T'(J#))*+ =
ker(T),T < R.DeplusR< Pet R < Q,doncT = R.Posons P, = P—R, Q1 = Q—R,
alors PLAQ =0et P+ Q1 = PV Q@ <1, et donc P, < I— Q1. Ceci montre
que P; et @1 sont des projecteurs orthogonaux sur des sous-espaces orthogonaux. En
particulier P1Q; = Q1 P, c’est-a-dire que (P — R)(Q — R) = (@ — R)(P — R). En
développant et en tenant compte de ce que PR = RP, et de ce que QR = R(Q), on en
déduit que PQ = QP. O

En conséquence des théoremes I11.1.3 et II1.2.4 nous pouvons énoncer

111.2.5. Théoréme — Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(a) Pour tout noyau X € I'c(Z) la mesure p est unique.

(b) Le cone I'(Z) est réticulé.

(¢c) Pour tout sous-espace hilbertien invariant 7 C O(Z), le commutant {m
est commutatif.

%}/

On peut ajouter deux propriétés équivalentes a (a), (b), (c) :
(d) Tout sous-espace hilbertien invariant . admet une décomposition unique en
une intégrale hilbertienne directe,

[S>)
= / Hdu(N),
A

ou 474, est le sous-espace hilbertien irréductible associé au noyau reproduisant extré-
mal ;.

(e) Deux sous-espaces hilbertiens invariants irréductibles A et % de 0(Z) soit
coincident comme espaces vectoriels et ont alors des produits scalaires proportionnels,
soit les représentations 77t et 772 sont inéquivalentes.

De plus, sous ces conditions, pour tout sous-espace hilbertien invariant 7, ’algebre
o = {r?’} est égale a I'algebre des opérateurs diagonaux relativement & I'intégrale
hilbertienne directe de (d).

Si ces conditions sont satisfaites, nous dirons que l'action de G dans &(Z) est sans
multiplicité.

Nous allons donner une condition géométrique simple qui implique que ’action
de G dans 0(Z) est sans multiplicité :

(H) Il existe un automorphisme involutif antiholomorphe
T4 — Z,
tel que, pour tout z € Z, il existe g € G pour lequel

T(2)=g¢" 2.
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I11.2.6. Théoreme — Sous l’hypothese (H) Uaction de G dans O(Z) est sans multipli-
cité.
Démonstration. — Nous allons montrer que la propriété (c) a lieu. Pour f € 0(Z)
posons
Jf(2) = f(r(2)).

Remarquons que la fonction Jf est holomorphe, donc que J est un automorphisme
antilinéaire de &'(Z). Considérons un sous-espace hilbertien invariant /¢ de noyau
reproduisant %, et soit &/ = {7}’. Le noyau reproduisant .# du sous-espace
S = J(H) est

H (z,w) = A (T(w),7(2)).
Nous allons montrer que, si J¢ est invariant, alors A = H.Soit z € Z. Sous
Ihypothese (H) il existe g € G tel que 7(z) = g - z. Donc

z/"i’}/(z,z) = %(T(z),T(z)) =X (92,9 2)=H(z2),

puisque £ est invariant. Il en résulte que, pour tous z,w € Z, # (z,w) = JH (z,w),
c’est en effet une conséquence du théoreme 1.1.2, et la restriction de J a .9 est un
automorphisme isométrique antilinéaire.

Si A est un opérateur autoadjoint positif appartenant a <7, alors le produit scalaire

(f1lf2)a = (Afilf2)

définit un sous-espace hilbertien J#4 contenant # qui est invariant, et J(54) = 4.
Ceci se traduit par JAJ ! = A. Un opérateur B € o/ se décompose en B = A; +iA,,
ou A; et Ay sont deux opérateurs autoadjoints de 7. De ce qui précede et du fait que
J est antilinéaire il résulte que

JBJ ' = A, —iA; = B
Finalement, si B,C € &7,
BC =J YBC)'J=J'C*B*J=J"'C*JJ'B*J = CB. O
Exemples
a) Z = D est le disque de Siegel
D ={z e Sym(m,C) | I — 2z > 0},
et G = U(n) agissant sur Z par
g-z=gzg".

L’action de G dans €(D) est sans multiplicité. Pour le voir on peut appliquer le
théoreme VI.2.6 en considérant la conjugaison 7 suivante

7(2) =%,
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et en utilisant le fait que toute matrice symétrique complexe z s’écrit
z=gdg",
ou g € U(n), et d est une matrice diagonale ayant des coefficients diagonaux > 0.
b) Z = Tq est le demi-espace de Siegel,
Tq = {z € Sym(m,C) | Sz > 0},
et G = GL(n,R) agissant par
g-z=gzg".
L’action de G dans O(Tq) est sans multiplicité. On peut le voir en considérant la

conjugaison définie par

r(z) =z %

Références. — [Tho79, Tho83, Tho94], [FT99], [Kob97].

CHAPITRE IV
ESPACES SYMETRIQUES COMPACTS

Nous présentons dans ce chapitre les propriétés de base des espaces symétriques
compacts, et de leur complexification, en vue d’étudier au chapitre suivant des espaces
de fonctions holomorphes sur un domaine d’une telle complexification. Il s’agit de
résultats classiques pour la plupart, que 'on peut trouver dans [Hel84] ou dans
[Tak94].

IV.1. Paire symétrique compacte
Soient G un groupe de Lie et H un sous-groupe fermé de G. On dit que (G, H) est
une paire symétrique s’il existe un automorphisme involutif 8 de G tel que
(G Cc HC G,
oll
G’ ={geG |09 =g},
et (G%)o est la composante connexe neutre de G. Nous considérons dans ce cha-

pitre une paire symétrique compacte (U, K). On suppose que U est un groupe de Lie
compact et connexe. On note u et € les algebres de Lie de U et K,

t={X cul|di(X) =X}

L’espace symétrique compact associé a la paire symétrique (U, K) est ’espace quotient
Z =U/K. On notera o le point de base : 0 = eK € Z.
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Le groupe U, étant compact, admet une représentation fidele de dimension finie.
Ainsi, si N est la dimension de cette représentation, on peut supposer que U est un
sous-groupe fermé du groupe unitaire U(/N). On montre que I’ensemble

Uc={g=uexpiX |geU, X €u}

est un sous-groupe fermé de GL(N, C). Notons que, pour g € Ug, il existe u € U et
X € u uniques tels que
=uexpiX.
L’algebre de Lie uc de Ug est la complexifiée de 'algebre de Lie u,
uc = u 4 u,

et Uc est une sous-variété complexe de GL(N, C), c’est la complexification du groupe
de Lie compact U. L’algebre de Lie uc € M(N,C) sera munie du produit scalaire
hermitien
(X]Y) = tr(XY™).
(M(N, C) désigne I’espace des matrices complexes N x N.) L’involution 6 se prolonge
en une involution holomorphe de Ug, que nous noterons aussi 6. Si ¢ = uexpiX
(ue U, X €u), alors
0(g) = 0(u) expidf(X).
Posons
p={X culdd(X)=—-X},
alors
u==%tPpp,
et tout élément u € U s’écrit
u=kexpX (ke K, X €p).

Cette écriture n’est en général pas unique. Un sous-espace de Cartan a pour la paire
symétrique (U, K) est un sous-espace abélien maximal de p. L’ensemble A = exp a est
un sous-groupe abélien connexe fermé de U. Notons que K N A est un sous-groupe
fini et que KN A =expl, ou I est le réseau contenu dans a défini par

I'={Hecal|expH € K}.
On montre que
K = Kpexpl.
(Ko désigne la composante connexe neutre de K.) Si K = U? alors
I'={sH|HE€a, expH = e}.
Le tore mazimal Ay de Uespace symétriqgue & = U/K est défini par
Ao={expH -0| H€a}~a/T.

Soient M le centralisateur de A dans K, et M’ son normalisateur. Le quotient W =
M'/M est un sous-groupe fini appelé groupe de Weyl de la paire symétrique (U, K).
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On montre que 'ensemble G = K expip est un sous-groupe fermé de UC. Son
algebre de Lie g est égale a

=t dip,
et la composante connexe neutre de G est
Gy = Ky expip.
Pour g € G,
0(g) =g ",

et (G, K) est une paire symétrique relativement & la restriction de l'involution 8 & G.
Le groupe G C GL(N,C) est un groupe de Lie linéaire réel réductif, c’est-a-dire que
(i) G est fermé,
(ii) Si g € G, alors ¢g* appartient & G aussi,
(iii) Si X € M(N,C) est une matrice hermitienne, et si exp X € G, alors X € g.
L’ensemble ia est un sous-espace de Cartan pour la paire symétrique (G, K). On
notera A = expia C G le sous-groupe de Cartan correspondant.
Si « est une forme linéaire sur ia, on pose

g°={X€g|VH €ia, [H, X]=a(H)X}, my=dimg®.

Si g* # {0}, la forme « est appelée racine restreinte. On notera A = A(g,ia) =
Aluc, ac) le systeme des racines restreintes. Soit t une sous-algebre de Cartan de u
contenant a. Le systéme A est I’ensemble des restrictions a ac des racines du systeme
A(ug, tc) dont la restriction a ac n’est pas nulle, et m, est le nombre de racines
de A(uc, tc) dont « est la restriction & ac.

Si U est simplement connexe on montre que U? est connexe et que

F={Hea|VaeA, a(H) € 2itZ}.
On choisit un systéme positif A™ et on pose

n= Z g% N =expn.

aEAt

On notera (ia)y la chambre de Weyl positive associée,
(ia); ={H €ia|Va€ AT, a(H) > 0}.

Le groupe réductif G et son algebre de Lie g admettent les décompositions d’Iwasawa
suivantes

g=t+ia+n, G=KAN.

Nous utiliserons la forme faible suivante de la décomposition de Bruhat. L’algebre de
Lie g se décompose en

g=n+m+tiatn @=) Ar0°)
et 'ensemble NM AN est un ouvert dense de G (N = expn).
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Rappelons que 2~ désigne I'espace symétrique qui est 'espace quotient U/ K. Nous
noterons 7 la projection canonique 7 : U — U/K. On note dr sa différentielle en e,
que nous identifierons a la projection de u sur p. Tout X € p s’écrit

X =Ad(k)H (ke K, H € a),
et tout z € &
r=k-ag,
ou k € K et ap € Ap. Notons que cette écriture n’est pas unique. A cette décom-

position correspond la formule d’intégration suivante. Soit mg une mesure sur 2~
invariante par U.

IV.1.1. Théoréme — Soit f une fonction intégrable sur Z .
/ f(x)dmo(x):co/ / f(kexp H - 0) dk Jo(H) dH,
X K Ja/T

ol

b

JotH) = | ] (sintevit)™

aeAt

et ¢y est une constante positive.

Nous supposerons dans la suite que la mesure mg est normalisée, c’est-a-dire de
masse totale égale a un.

Démonstration
(a) Pour k € K, a € A, le point ¢(k,a) = ka - 0 ne dépend que de la classe kM :

p(km,a) = ¢(k,a)  (m e M),
et nous pouvons considérer ¢ comme application
p: K/ MxA— 2.

Nous allons calculer la différentielle de . Soit [ I'orthogonal de m dans &,

t=mal,
et soit q l'orthogonal de a dans p,

p=adq.
On peut identifier 'espace tangent & K/M en eM & espace [, et en kM & kl. Fixons
kM et a. Pour X € [,

(D) (kat,0) (KX, 0) = p(kexptX, a)

7l
dt lt=0

d
= g‘tzokextha -0

— d -1
—ka% exp(tAd(a™")X) -0

=kaAd(a™")X -o.
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Par suite
(Do) (kn,a)(kX,0) = ka dr o Ad(a™HX -o.
D’autre part
(D) (5rt,a) (0, aH) = kaH - o.
Finalement
(DY) (kr,a) (kX aH) = ka (dr o Ad(a™")X + H) - o.

(b) Soit w une forme différentielle sur 2" de degré n = dim 2" invariante par U.
Soient X1,...,Xp €[, Hi,...,H, € a, alors

(0 W)y (kX1 .. kX, aHy, ... aH,)
= Wia-a (DY) (kr,0) (B X1), - - -, (DO) (ks ,a) (K Xe),
(DY) (krt,a) (aH1), . .., (DY) (krr,a) (ak;))
= wka.o(ka droAd(a™")X1,..., ka dro Ad(a™ )Xy, kaH,, ..., k:aHr),
et, la forme w étant invariante par U,
= w,(dr o Ad(a™ ") X1,...,dr o Ad(a ") Xy, Hy,..., H,).

(c) Soit @ € A(ug,ac), et y1,-..,Ym. € Aluc, tc) les racines dont la restriction a
ac est égale & a. On peut choisir X7 € u’ tels que les vecteurs

Yi=1(XI-X') (aecAt, j=1,...,m)

a T 2

constituent une base de [, et que les vecteurs

. 1
7i = —
7

constituent une base de q. Si a = exp H € A, alors

(X)+ X7 )

dr o Ad(a)Y? = sin{a, iH)Z7.
De ces relations il résulte que
*w = Jo(H)wr ® wa,

ol w; est une forme différentielle de degré ¢ sur K/M invariante par K, et wy une
forme différentielle de degré r sur A invariante par A.
On en déduit que, si f est une fonction intégrable sur 27,

/ f(ac)dmo(x):co/ / f(kexp H - 0) dk Jo(H) dH,
X K Ja/T
ol ¢y est une constante positive. O

Références. — [Hel84], [Tak94].
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IV.2. L’espace symétrique complexifié 2¢ = Uc/Kc

La complexification K¢ du groupe compact K est un sous-groupe fermé de Ug,
et (Uc, K¢) est une paire symétrique relativement a 'involution 6. L’espace quotient
Zc = Uc/Kc est une variété complexe, c’est la complexification de I’espace symé-
trique 2" =U/K.

IV.2.1. Théoreme — Tout z € Z¢ s’écrit
z=gexpH -o,

ot g € U, H € a. Si grexpHy -0 = geexp Hs - 0, alors il existe w € W tel que
Hy; =w- Hy. On peut choisir H € (ia)4, et alors H est unique.

Pour démontrer ce théoréme nous aurons besoin du lemme et de la proposition qui
suivent.

IV.2.2. Lemme — Soit (G, K) une paire symétrique, et soit
g=t+p

la décomposition de Cartan de l’algébre de Lie g de G. On suppose que G C GL(N,R)
est un groupe de Lie linéaire réel réductif, et que K = GNO(N). On note g =t D p
la décomposition de Cartan de G. Soient X,Y € p. Il existe un élément unique T € p
tel que

expX =expTexp2YexpT.
Démonstration. — Soit Z € p défini par
exp2Z =expYexpXexpY.
On vérifie que 1’élément T' € p défini par
expT =exp—YexpZexp—Y

convient.
Supposons que

expTiexp2Y expT) = expToexp2Y expTs.
On en déduit que
(expY expTiexpY)? = (expY expThexpY)?.

Or, si A et B sont deux matrices symétriques définies positives telles que A% = B2,
alors A = B. Donc

expYexpTiexpY =expY expTrexp?,

et par suite 17 = T5. O
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IV.2.3. Proposition — Soit (U, K) une paire symétrique compacte. L’application
Uxpxt— Ug,
(9,Y,X) — gexpYexpiX,
est une bijection.

C’est méme un difféomorphisme analytique.

Démonstration. — Tout élément v € Ug admet une décomposition polaire unique

v =gexpiZ (geU, Zeu).
11 suffit donc de montrer qu’il existe Y € p et X € £ uniques tels que

exptZ =expY expiX.
Puisque
expiZ = (expiZ)* = expiX exp?,

nous en déduisons que

exp2iZ = expiX exp2Y expiX.
L’involution de Cartan 6 étant étendue en une involution holomorphe de Ug,

exp (2id0(Z)) =expiXexp —2Y expiX,
ou
(%) exp2Y = expiX exp — (2id9(Z)) expiX,
ce qui permet d’éliminer Y :
exp2iZ = exp 2iX exp —(2idf(Z)) exp 2i X.

D’apres le lemme IV.2.2 appliqué a la paire symétrique (Uc, U), cette équation admet
une solution unique X, et Y est défini par (x). g

Démontrons maintenant le théoreme IV.2.1. Soit z = v - 0. D’apres la proposition
IV.2.3 il existe gg € U, X € €, Y € p uniques tels que

¥ =goexpY expiX,

et, puisque expiX € Kc,

z=goexpY -o.
Il existe k € K et H € at tels que

Y = Ad(k)H.

Par suite

vy=gexpH -o,
avec g = gok € U.
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Supposons que
grexpHy-o=gsexpHs-0 (91,92 €U, Hi,Hs € a).
Cela implique qu’il existe g € U, k € K, X € £ tels que
exp Hy = gexp Hokexpi X
= (gk)(exp Ad(k™")H>) expiX.
D’apres la propriété d’unicité de la proposition IV.2.3,
Hy, = Ad(k)H;.
Si H; est régulier, cela implique que k € M, et qu’il existe w € W tel que
Hy =w- H;. O
Par suite un domaine Q C Z¢ invariant par U est de la forme
Q=Uexpw - o,

ol w est un ouvert de ia invariant par W.
A cette décomposition correspond une formule d’intégration que nous utiliserons
dans le chapitre V. Nous notons m une mesure sur Z¢ invariante par Uc.

IV.2.4. Théoreme — Soit f une fonction intégrable sur Z¢.
feyam@) =c [ [ flgexpt o) dg J(H) B
X U J(ia)+
ou
JH) =[] sh2(a, H),
acAt
et ¢ est une constante positive.

Démonstration. — La démonstration est analogue a celle du théoreme IV.1.1. Pour
geU,ac€ A, lepoint ¥(g,a) = ga-o € Z¢ ne dépend que de la classe gM,

z/J(gm,a) :"/}(g7a) (m € M)7
et nous pouvons considérer ¥ comme application
¢ : U/M X A e gbr(c.

On peut identifier 'espace tangent & U/M en eM a lespace [ @ p. Pour X € [ & p,
H €ia,

(D) (gr,0)(9X,aH) = ga(dr o Ad(a™" )X + H) - o,
ou 7 est la projection 7 : Ug — Ug/Kc. Avec les mémes notations que celles que nous
avons utilisées dans la démonstration du théoreme IV.1.1, si a = exp H,

dr o Ad(a)YJ = ish(a, H)ZJ,
dr o Ad(a)Z? = ch{a, H)Z?,.
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On en déduit que, si w est une forme différentielle de degré 2n su Z¢ qui est
invariante par Ug,

Y'w=c H sh(a, H) H chio, H) w1 ® wa

acAt+ acAt+
=cJ(H)w ® wa,

oll wy est une forme différentielle de degré ¢ 4+ n sur U/M invariante par U, et wo
une forme différentielle de degré r sur A invariante par A. Le résultat annoncé s’en
déduit. 0

Soit f une fonction de classe ¢! dans un domaine Q2 C Z¢. Pour Z € uc on pose
- 0
0zf(z) = %f(expr . z)|w:0 (w e C).

La fonction f est holomorphe dans € si, pour tout Z € uc, dzf(z) = 0 (z € Q).
Supposons que €2 soit un domaine qui rencontre 2 :
ONZ £0o.

Du théoréeme 1.1.2 on déduit que si f est holomorphe dans €2 et nulle sur £, alors f
est identiquement nulle dans €.

Références. — [Las78al].

IV.3. Exemples

(1) U = SO(n + 1), K = SO(n). L’espace symétrique 2~ = U/K s’identifie a la
sphere unité S™ de R™+1,

X ={zecR" |23+ 23+ +22 =1},

le point de base étant o = (1,0, ...,0). L’espace p est ’ensemble des matrices
0 -1 ... —Tp
T
X=1. (x1,...,2n) € R,
: 0
T

Nous pouvons choisir pour a le sous-espace de dimension un a = RHy, avec

0... -1
Ho = 0
1... 0
Si H=0H,,
cos 6 —sinf
expH = I, 1
sin 6 cosf
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On vérifie que exp H € K si et seulement si § = 2kw (k € Z), donc Ty = 27ZH, et
le tore Ag est le cercle

Ap = {(c0s0,0,...,0,sin0) | § € R}.
Le systeme des racines restreintes est A = {«, —a} (a(iHp) = 1), et W = {£1}. On
choisira (ia)y = {t(iHp) | t > 0}.
L’espace symétrique complexifié Z¢ = Uc /K¢ s’identifie & la quadrique complexe
Ze={z€C" | 3 +27+- +22 =1}
Les orbites de U dans Z¢ sont les ensembles
Or={z€2c||z|*= |20+ + | =7}  (r>1).

Pour r» > 1, 0, est une sous-variété réelle de dimension 2n — 1. Les domaines de Z¢
qui sont invariants par U sont de la forme

Q={z¢e€ 2c||z||* <ch2ty} (to > 0),
et alors w = {itHp | —tg <t < to}, ou
QZ{ZG%@|C}12L‘1 < HZ||2<Cth2} (0<t1 <t2),

et alors w = {itHy | t1 < |t] < t2}.

(2) U = U(n), K = O(n). L’espace symétrique 2 = U/K peut étre identifié a
I’ensemble des matrices unitaires symétriques

Z =TU(n) N Sym(n,C),
le groupe U agissant comme suit
g-x=grg’.

(Il peut aussi étre identifié & la sous-variété des sous-espaces lagrangiens de R2",
cf. [MT86], section 5.9.)

L’espace p est 'ensemble i Sym(n,R), et nous pouvons choisir pour a l'espace des
matrices unitaires diagonales. Avec ce choix

i0
r:{ ‘ajerz},

Aoz{ ‘ejeR}.

Le systeme des racines restreintes est A = {ajr}, ot o (H) = t; — tp si H =
diag(ti,...,tn). On choisira

(ia); = {diag(t1,...,tn) | t1 < - - < tpn}.
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L’espace symétrique complexifié Z¢ = Uc/ K¢ s’identifie & I’ensemble des matrices
symétriques complexes inversibles

Zc = {z € Sym(n,C) | det(z) # 0}.
Toute matrice symétrique complexe peut s’écrire
z = udu”,
ou u € U(n), et d est une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont > 0.
Il en résulte qu’une orbite de U dans Z¢ est un ensemble de matrices z € Z¢ telles
que le spectre de la matrice hermitienne z*z soit fixé.

(3) Un groupe de Lie compact K peut étre considéré comme un espace symé-
trique, K ~ 2 =U/K ou U = K x K, et K est identifié au sous-groupe diagonal
{(k,k) | k € K}. Le groupe U agit sur K comme suit, si u = (ky, k2),

u-x = kiwky ',
L’involution 6 est donnée par
0(k1, k2) = (k2, k1),
et
Si t est une sous-algebre de Cartan de &, alors
a={(H,—H)|HEet}
est un sous-espace de Cartan. Notons que
I'={(H,—H)|exp2H = e},
et
Ao ={expH | H € t}.
De plus A(ug, ac) =~ Ak, to).
L’espace symétrique complexifié Z¢ est égal a K¢. Tout élément g € K¢ s’écrit
g =kiexpiHks,
ou ki,ky € K et H € t. Cette décomposition n’est autre que la décomposition de
Cartan pour la paire symétrique (K¢, K).

IV.4. Représentations sphériques

Soit m une représentation irréductible de U dans un espace vectoriel complexe # .
L’espace # est de dimension finie. Il existe sur # un produit scalaire pour lequel 7
est unitaire. La représentation se prolonge en une représentation holomorphe de Ug,
qu’on notera aussi m, telle que
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Rappelons que la représentation dérivée dm est définie par

dr(X) = %W(exp tX)|t:0 (X €ug).

C’est une représentation de 'algebre de Lie uc. Soit t une sous-algebre de Cartan de u
contenant a, et notons X (ug, tc) le systéme de racines de la paire (uc, t¢). Soit ¥4 un
systéme positif tel qu'une racine o € A™ soit la restriction & ac d’une racine de XT.
Pour v € ¥ notons u. 'espace radiciel correspondant,

ul={X cuc |VH etc, [H, X]=~(H)X}.

Un vecteur de plus haut poids de la représentation m est un vecteur v # 0 de # tel
que, pour H € ¢,
dr(H)v = A(H)v,
ou A est une forme linéaire sur {c, et si X € ug ,
uf = P .
yeEST
alors
dr(X)v =0.
La forme linéaire A est le plus haut poids de la représentation w. Le sous-espace
W ={ve W |VH € tc, dr(H)v = \(H)v}
est de dimension un. Posons
WK ={vew |VkecK, n(k)v=n}.
IV.4.1. Proposition — Soit (w, #') une représentation irréductible de U.
dim# % =0 ou 1.

Démonstration. — Supposons que dim # % > 1. Soient v € # X (u # 0), v € #*
(v#0).Sig=kexpHn (k€ K, Hca,ne N),

A(H)(

(r(g)vlu) = ™ (v|w),

et par suite (v|u) # 0, car la restriction de 7 & G est irréductible. Ainsi la forme

lindaire u — (ulv) (pour v fixé dans #*) ne s’annule pas sur # X en dehors de 0,
donc dim #' X = 1. O

Une représentation irréductible (7, #) est dite sphérique si dim #' K = 1.

IV.4.2. Théoréme — Soit (m, #') une représentation irréductible de plus haut poids \.
Soit v un vecteur de plus haut poids. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La représentation m est sphérique.

(ii) Le vecteur de plus haut poids v est invariant par M.

(iii) Pour Heb=1tN¥t, AN(H) =0, et, pour H e T', \(H) € 2inZ.
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Démonstration
(a) Montrons que (i) implique (ii). Supposons que (w,#") est sphérique. Soit
u€WE (u#0)etme M.Sig=mnak (M€ N, ac A, k€ K), alors, puisque M
normalise NV
(m(m)vlr(g)u) = (r(R)* 7 (m)v|m(a)u)

Il en résulte que m(m)v = v.
(b) Montrons que (ii) implique (i). Supposons que v soit invariant par M. Si
g=nmexpHn (M€ N, m € M, H €ia, n € N), alors
(w(g)vlv) = XD of|* > 0.

De la décomposition de Bruhat on déduit que, pour tout g € G, (7(g)v|v) = 0. Posons

uz/KTr(k:)vdk:,

ol dk est une mesure de Haar de K. Le vecteur u est invariant par K. Montrons
qu’il n’est pas nul. La fonction k — (m(k)v|v) est > 0 et est > 0 en k = e, donc son
intégrale, qui est égale & (u|v), n’est pas nulle.

(¢) Montrons que (i) implique (iii). Supposons que v soit invariant par M. Si
H € b, pour tout t € R, exp(tH) € M, donc

VteR, mlexp(tH))v =v, dr(H)v =0
et \(H)=0.Si HeT,expH € M, donc
m(exp H)v = v.

Par suite e*) = 1 ou \(H) € 2irZ.

(d) Montrons que (iii) implique (ii). Notons b lorthogonal de a dans t, et Xg
I’ensemble des racines v € ¥ qui sont nulles sur ac.

L’algebre m¢ se décompose en

me = be @ @u%

v€X0
Soient v € £g NET, et X € ull. Puisque v est un vecteur de plus haut poids,
dr(X)v =0.
Si X €ug”, alors w = dn(X)v vérifie
dr(H)w = (MH) — v(H))w.

Montrons que A — 7 n’est pas un poids de la représentation 7. Soit s, la réflexion par
rapport a ’hyperplan v = 0. Puisque (\|y) =0,

Sa(A—7)=A+1.
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Si A — « était un poids, A + 7y en serait un aussi, ce qui n’est pas le cas. Donc
w = dr(X)v = 0. Puisque M = MyexpT, pour tout m € M,

m(m)v = v. O
Le réseau P C ia des poids restreints est défini par
P={uca"|ul)C2inZ}.
Pour « € P la fonction H — e*) est invariante par I', donc définit un caractére Xu
du tore Ag,
Xula) = M ) (g =expH -0).
Un poids restreint u € P est dit dominant si
Va e At (ula) > 0.

On note Pt I’ensemble des poids restreints dominants.

IV.4.3. Théoreme — L’application qui a une représentation irréductible sphérique as-
socie son plus haut poids établit une bijection entre I’ensemble (7;( des classes d’équiva-
lence de représentations irréductibles sphériques et I’ensemble PT des poids restreints
dominants.

C’est une conséquence du fait que 'application qui a une représentation irréductible
de U associe son plus haut poids est une bijection de U sur ’ensemble des poids
dominants.

IV.5. Fonctions sphériques

Soit (m, #) une représentation irréductible sphérique de plus haut poids restreint
A € PT. Soient u un vecteur K-invariant, unitaire : ||ul| = 1, et v un vecteur de plus
haut poids normalisé par la condition (v|u) = 1. Notons que

/K m(k)v dk = u, /K(ﬂ(k)v|v)dk =1.

En effet le projecteur orthogonal P de # sur # K s’écrit

Pw :/ m(k)w dk.
K
Il existe une constante ¢ # 0 telle que
Pv = cu,

et

(Pv|v) = c(ulv) = c.
D’autre part P2 = P, donc

(Polv) = | Po||* = |lu]? = ¢,

donc ¢ = 1.
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La fonction sphérique ) est la fonction définie sur U, et méme sur Ug, par

pag) = (n(g™ulu).
Elle peut étre considérée comme une fonction sur Z¢ invariant par K¢. Des relations
d’orthogonalité de Schur il résulte que

1
2 _
lixll = -,

ot dy = dim # . (||oa||2 est la norme de @, dans L?(.2",mg), olt mg est la mesure sur
Z qui est invariante par U et normalisée.)
Notons 774, 1'espace des fonctions holomorphes définies sur Z¢ de la forme

fuw(z) = (Tr(g_l)w|u) (weW,z=g-0,9 € Up).
En particulier f, = ¢\. Notons ) la fonction définie sur Z¢ par
Ua(2) = folz) = (m(golu)  (2=g-0).
Cette fonction vérifie
Yalo) =1,
Ya(nexp H - z) = e M Hypy (2) (n € N¢, H € ag).

La fonction sphérique ¢, admet la représentation intégrale suivante

o) = [ valk- )ik

En effet la fonction f définie par

() = /K on (k- )k

appartient & 43, est invariante par K, et f(o) = 1. Ces propriétés caractérisent la
fonction sphérique ).
La décomposition d’Iwasawa d’'un élément g € G peut s’écrire

g =kexpHn,
avec k € K, H € ia, n € N. On note H = J#(g). Ainsi, pour g € G,

Un(g) =M, y(g) = [ Ty,
K

Soit {v;} une base orthonormée de # constituée de vecteurs de poids restreints
m(exp H)vj = e”f(H)vj (H € a).

f; est un poids restreint de la représentation w, p; € P(m) (j =1,...,dy). Décompo-
sons le vecteur u suivant la base {v;} :

dx

u= Z(u|vj)vj.

Jj=1
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Alors
dx
m(exp H)u = Ze“j(H) (u]vj)vy,
j=1
et
dx
pa(exp H) = e )| (o).
j=1
Pour p € P(m) posons
Qp = Z [(ulvy)[?,
Hi=H
alors
alexp H) = Z aue —u(H
HEP(m)

C’est un polynome de Laurent a coefficients positifs, qui est W-invariant, et
a, >0, Z a, = 1.
HEP(m)

Puisque #* est de dimension 1, et que (u|v) = 1,
1
lvlf?°

On note p la demi-somme des racines restreintes positives,

E Me Q.

a) =

aceAt
IV.5.1. Proposition —  ay = ¢(A + p), ot ¢ est la fonction d’Harish-Chandra.
Démonstration. — Rappelons la formule d’intégration suivante : si f est une fonction

intégrable sur K, invariante a droite par M,
/ f(k)dk = co L f(k(ﬁ))e_Q”(H(m)dﬁ,
K N

ou dn est une mesure de Haar sur NV, la constante ¢y étant donnée par

1_ / 2o(Hm) g
€o N
Appliquons cette formule & la fonction
f(k) = (w(k)vlv).
Nous avons vu que son intégrale est égale a 1, et
£ (k) = e ().
Finalement

ay = cy /76_0""2")(]{(%)) dnm = c(A + p). O
N

On en déduit les estimations suivantes.
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IV.5.2. Proposition — Pour —H € (ia)4,
(A + po)er ) < oy (exp(H)) < M),

Exemples

(1) Dans le cas de la sphere S™ = O(n + 1)/ O(n), les poids restreints dominants
A sont indexés par N. Ce sont les formes linéaires définies sur a par

AMOHp) = imb (m € N)
(avec les notations de la section IV.3). On montre que

Ua(x) = (xo + ixy)™,

et que
r(z)
oa(expfHy) = ———~4— / (cos @ + isinf cos )™ (sin )" 2dy
var () Jo
= PY (cosb),
ot PY est un polynéme ultrasphérique (v = % (n—1)). Les polynoémes ultrasphériques

P? (pour v > —1 ) sont définis par les conditions :
o P’ est de degré m,
oL PYOPL(( — ) 2 dt=0si 0% m,
. Pr(1)=1.

(2) Dans le cas ou U = U(n) et K = O(n), l'espace symétrique £ = U/K est
identifié a ’ensemble des matrices n X n unitaires et symétriques. Les poids restreints
dominants sont indexés par les suites d’entiers m = (my,...,my) (m; € Z), telles
que my = - = my,. Le poids restreint dominant associé a m est défini par

)\(H) = —2(m1t1 + - ~mntn),

si H = diag(t1,...,tn). Les restrictions des fonctions sphériques au tore Ay sont des
fonctions de Jack :

ox(diag(e™, ..., e)) = Pn(e™,... ).

Les fonctions de Jack sont orthogonales relativement au produit scalaire

2 2 R
(P|Q):/ / P, ... ) Q(eifr, ... eifn) Hsinwwel--den.
0 0 i<k

(3) Dans le cas du groupe U = K x K, 2 = (K x K)/K ~ K, les représentations
sphériques sont les représentations m = 7 ® 7, ou 7 est une représentation irréductible
de K. Si 7 est l'espace de la représentation 7, on peut identifier I’espace # de la
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représentation 7w a I'espace des endomorphismes de ¥, muni de la norme de Hilbert-

Schmidt. Le vecteur .

Nz
(Id est Papplication identique de ¥, et d, est la dimension de ¥') est un vecteur
unitaire de # qui est invariant par K. La fonction sphérique correspondante est
égale a

1d

u =

Pa(@) = T xrla),

B
ou xr est le caractere de la représentation 7.

Références. — [Hel84], [Tak94].

CHAPITRE V

ANALYSE SUR LA COMPLEXIFICATION D’UN ESPACE
SYMETRIQUE COMPACT

Nous commencons ce chapitre par un rappel des résultats de base de ’analyse
harmonique sur un espace symétrique compact, puis nous exposons les résultats de
Lassalle sur les séries de Laurent. Dans la troisieme section nous appliquons les ré-
sultats des chapitres II et III aux espaces hilbertiens de fonctions holomorphes sur la
complexification d’un espace symétrique compact. Finalement nous présentons dans
la derniere section un résultat récent de Stenzel [Ste99] concernant la transformation
de Bargmann-Segal sur un espace symétrique compact.

V.1. Séries de Fourier sur un espace symétrique compact

Soit 2" = U/K un espace symétrique compact, et soit (7, #") une représentation
unitaire irréductible de U. Pour une fonction f intégrable sur U on pose

Fim) = /U f(g)(g)dg.

(dg est la mesure de Haar normalisée de U.) C’est un endomorphisme de #/, et la

~

transformation de Fourier f — f(m) posséde les propriétés de covariance suivantes :
Lyf(m) =n(@)f(x)  (Lef(2) = f (g7 ")),
Ryf(m) = f(mmlg™)  (Ref(x) = f(xg))-

Si f est invariante a droite par K, alors

fmrk) = f(r) (ke K);
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donc, si w est orthogonal & V/K,Aalors f(ﬂ)w = 0. Par suite, si ]?(77) = 0, la représen-
tation (m, #) est sphérique, et f(m) est un opérateur de rang un de la forme
flmyw = () (e W),
oll u est un vecteur unitaire K-invariant, et A, = A, (f) est un vecteur de #/,
Ax(f) = f(m)u.

Notons que

Ar(Lgf) = m(9)Ax(f),

/ F@)(@)udp().

Remarque — Rappelons que dans le cas du groupe U = K X K,
2 ~(KxK)/K~K,

les représentations sphériques de U sont les représentations m# = 7 ® 7, ou T est une
représentation irréductible de K. Si ¥ est 'espace de la représentation de 7, ’espace
W de la représentation mw s’identifie a ’espace des endomorphismes de 7', muni de la
norme de Hilbert-Schmidt. Le vecteur

est un vecteur unitaire de # qui est invariant par K. Le coefficient de Fourier A (f)
d’une fonction f intégrable sur Z =~ K s’écrit avec la définition que nous avons

donnée )

A(f) = o= [ 1w = —= o).

(dk est la mesure de Haar normalisée de K.)

Nous allons énoncer le théoreme de Plancherel pour l'espace symétrique 2" = U/K.
Nous noterons mg la mesure normalisée sur 2 qui est invariante par U.

Pour tout poids restreint dominant A € P+ on fixe une représentation sphérique
(mx, #y) de plus haut poids restreint A, et un vecteur unitaire uy de #) qui est
invariant par K. On note d) la dimension de #), et J4 'espace des fonctions définies
sur Z de la forme

fw(@) = (ma(g DHwluy)  (we W, z=g-o).
Pour une fonction f intégrable sur 2" on notera Ay = Ax(f) aulieude A, = A, (f).

V.1.1. Théoreme de Plancherel
(i) L*(2) = Drep+ S
(ii) Si f € LA(Z), f(x) =Y sep+ da(malg ) AN(f)|ur) (x = g-0), la convergence

ayant lieu en moyenne quadmtique c’est-a-dire au sens de L2.

(i) [ @R dmo(@) = 3 Al

AeP+
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Nous allons aussi énoncer un théoreme de convergence ponctuelle

V.1.2. Théoreme
(i) Soit f une fonction continue sur 2 telle que

(+) S Al Al < oc.

AepP+
Alors

fl@) =Y da(mlg™")Ar(f)|un) (x=g-0),
Aept
la convergence étant absolue et uniforme sur Z .

(ii) La condition (x) est satisfaite si f est de classe €%, avec k > 3 dim 2.

Si la fonction f est invariante (a gauche) par K, alors Ax(f) est un vecteur de #)
invariant par K, donc proportionnel & uy puisque dim #,X =1 :
AN(f) =ax(flux  (ax(f) € C),
et
()= [ ree@ dm).
La série de Fourier de f s’écrit alors
fl@) =" daa(f)ea(x).
AepP+
Références. — [Hel84], [Tak94].

V.2. Séries de Laurent

Soit Q un domaine U-invariant de Z¢, et soit () lespace des fonctions holo-
morphes sur €. Le groupe U opére dans &(2) par

(T(9)f)(2) = flg™"2).
Nous allons voir que la décomposition de la représentation 7' ne fait intervenir que les

représentations sphériques de la paire (G, K).
Soit (m, #') une représentation irréductible de U, et, pour f € €(2), posons

F(z) = /U flem(g)dg  (z€9).

La fonction F' est holomorphe & valeurs dans End(#), et vérifie, pour z fixé, et pour g
dans un voisinage de Ug,

Flgz) = F(2)n(g™").
L’égalité est en effet vérifiée pour g € U, et les deux membres sont des fonctions holo-
morphes de g. D’apres le théoreme 1.1.2, il en résulte que F' admet un prolongement
holomorphe & Z¢, et

F(g-0)=F(o)m(g™").
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En particulier, si k € K,
F(o) = F(o)m(k™1).
Par suite F(0) est nul sur 'orthogonal de # . Si la représentation m n’est pas sphé-
rique, F'(0) = 0, et F' = 0. Si 7 est sphérique de plus haut poids restreint A, on notera
F = F). Dans ce cas Fy(0) est un opérateur de rang un,
Ex(o)w = (wlw)A\(f)  (we W),
avec
Ax(f) = Fx(o)u.
De la relation
Fi(g-0) = Falo)m(g™),
on déduit que
Fr(g-o)w = (ma(g™"wlu) Ax(f).
Puisque f est holomorphe, donc de classe €,
fz) = dATr(Fa(2)),
XeP)
et comme
Tr(Fa(g-0)) = (malg™")Ax(f)|u),
la série s’écrit aussi
@)=Y da(mg HA)  (r=g-0€9Q, g€le).
xePy

C’est la série de Laurent de f.

Nous allons établir pour les coefficients d’une telle série de Laurent ’analogue des
inégalités de Cauchy.

Le domaine €2 peut s’écrire ) = U expiw - 0, ol w C a est un ouvert invariant par
W. Pour un compact ) C w invariant par W on pose

M(f,Q) =sup{|f(gexpH -0)| |gc U, HeQ}.

Rappelons la définition de la fonction d’appui hg d’un ensemble borné ¢ C a. Pour
une forme linéaire 4 € a* on pose

hq(p) = ;lé%u(ﬂ)

Et rappelons les propriétés que nous utiliserons dans la démonstration du théoreme
suivant. Pour deux ensembles bornés Q1 et Qo,

hai+Q, = hgi + hqs;
si Cj est I’enveloppe convexe de @,

h@ ZhQ;
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si @ est la boule de centre 0 et de rayon R,

hq(p) = Rl

V.2.1. Théorémglnégalitésde Cauchy). — || Ax(f)| < MQ) -hat-n,

c(A+p)
Démonstration. — De la relation
Fax(g)w = (ma(g Dwlur)Ax (g € Ue, w € #4)
= (wlma(g" Hun) Ax,
il résulte que
IF (@) = llmalg™ Huall [ A F)II-
D’autre part

Imalg* Duall® = (malg*™h) U/\|7T>\( “Hua)
= (mx “Hualua)
= oA

(g g)
Sig=~vexpH (ye U, H €w), alors g*g = exp2H, et

[Fx(yexp H)|| = v/oa(exp 2H) | Ax(f)

Si H € Q, alors
IFx(9)ll < M(f,Q),

donc
oa(exp(2H) | AN < M(f, Q).
Si —H € ay, d’apres la proposition IV.5.2,

px(exp H) = e(A+ p)e D,
donc, pour H € Q' :=Q N (—ay),

| Ax(f)]| < MGA(H)'

c(A+p)

Prenant le minimum du second membre pour H € @', nous obtenons

M(f, Q) hoi(-n
[AXCHI < YTk Q.

V.2.2.Lemme — Si A € Pt, ho/ (=) = ho(=A).

Démonstration. — Soit X = wH (H € Q', w € W). Alors
MX) = MwH) = w ' \(H),

et ;1 = w~ '\ est un poids de la représentation 7. Donc, si H € —a,
AM=X) = p(-H) < A(—=H),

et
hq(=A) < hq (=A).

153
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Ce lemme permet d’achever la démonstration du théoréme :

M(£,Q) —ho(-» O

[AN(HIF < )

V.2.3. Proposition — Soit f une fonction continue sur 2, et soient Ax(f) ses coeffi-
cients de Fourier.

(i) Pour que f ait une extension holomorphe dans un voisinage de X dans Z¢ il
faut et suffit qu’il existe a« > 0 et C' > 0 tels que

[AA(F)]| < Cem eIl

(ii) Pour que f ait une extension holomorphe a Zc il faut et suffit que, pour tout
a >0, il existe Cp, > 0 tel que

1A < CaemIA.

Démonstration. — 1l existe des constantes A, M, B, N telles que

dr <AL+ ADYM,
1

i) S B(1+ |ADN.

(a) Supposons que
JAX(F)] < CemeIAl

Soit 0 < € < a, et soit we C a la boule de centre 0 et de rayon €. Si z =g -0 € we,
da|(ma (g7 AN lun)| < AL+ AN eI cemalM

Posons
f2)= 3" di(m(g HA(Hlu) (z=g-0).
Xept
Cette série converge uniformément sur tout compact du domaine 2 = U expiw - o,
ol w est la boule ouverte de centre 0 et de rayon «, donc fest holomorphe sur €2, et
sa restriction a 2 est égale a f.

(b) Réciproquement, supposons que f admette une extension holomorphe & un
domaine Q contenant 2°. Ce domaine contient un ensemble compact de la forme
Uexpi@ - o, ou @ est une boule fermée de centre 0 de rayon positif €. D’apres les
inégalités de Cauchy,

MEQ
c(A+p)
< M(f,Q)VB (1 + ||A|)N/2e—=IM.

[ANHII <

(c¢) La démonstration de (ii) est analogue. O
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V.2.4. Proposition(Formule de Gutzmer). — Soient f € O(Q), z € Q, z =~ - 0. Alors
[ 106 2Pdg = 3 aslasDFenty.
U ot
ep;

(dg désigne la mesure de Haar normalisée de U.)

Démonstration. — C’est une conséquence des relations d’orthogonalité de Schur. En
effet la série de Laurent de f s’écrit

Flg-2) =Y dx(ma((gy™ ) An(f)|un)

XeP)

- Z d(ma(g™ D AN mA (Y ua

XePY

C’est une somme de fonctions orthogonales dans L?(U), et

/ [(mx (g™ AN |ma (v ™ ua) [Pdg = dillAAHQIIM(V*’l)uAHQ-
U A

Nous avons vu au cours de la démonstration de la proposition V.2.1 que

[ma (v Duall® = ea(v*y).

La formule annoncée s’en déduit. O

Soit @ ’enveloppe convexe de w, et posons
Q=Uexp&-o.
V.2.5. Théoréme— Soit f une fonction holomorphe sur Q. Alors
f(z) = da(malg ) AN)lun),
xePgh

la convergence étant uniforme sur tout compact de 2. De plus la série converge uni-

formément sur tout compact de 2, et sa somme est un prolongement holomorphe de f
a Q.

Démonstration. — Soit () un ensemble compact invariant par W contenu dans w. Son
enveloppe convexe () est contenue dans &. Soit € > 0 tel que, si B. désigne la boule
fermée de centre 0 et de rayon € dans a, le compact Q. = @) + B: soit contenu dans w.
Soit z €e Uexp@ - o,

z=g-0, g=vyexpH (y€U, He@)

Observons que

Ira(g ™Il < e,
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De cette inégalité et des inégalités de Cauchy (théoréme V.2.1), nous déduisons la
majoration suivante

M
[(ma (g™ ) AN(f)ua)| < a3 MU Qe)  hg.(-x)
c(A+p)
Puisque h@ = hg et que
hQ.(=A) = ha(=X) + €[ All,

nous obtenons

dl(ma(g™ ) Ax()lur)| < D (g, Qe

c(A+p)
Il existe des constantes A, B, M, N telles que
1
dy < AQ+ MDY, ——— < B+ |ADY.
A SAQHINDY, s < B+

Finalement, pour g € U exp Cj,
Al (ma(g ™) AN(F) ) < AVBM(£,Qo)(1+ A2,
Par suite la série converge uniformément sur U exp @ |

Références. — [Las78b, Las78a].

V.3. Espaces hilbertiens invariants de fonctions holomorphes

Soit 2 un domaine de Z¢ qui est invariant par U. Nous allons étudier les sous-
espaces hilbertiens de &(€2) qui sont invariants par U. Pour cela nous allons utiliser
les résultats du chapitre III. L’involution 6 associée a la paire (U, K') peut étre étendue
en une involution antiholomorphe de Ug, que nous noterons 5, et g(K«;) = K¢. On
en déduit une involution antiholomorphe 7 de Z¢ : pour z =g -0 € Z¢ (g € Uc), on
pose

Tout point z de Q s’écrit
z=~vexpH- o (yeU, Hew),
et alors
T(z) =0(v)exp H - o.
Par suite 7(Q2) = Q, et pour tout z € Q il existe g € U tel que
T(z) =g 2.
En effet g = 6(y)y ! convient. Ainsi la condition (H) (cf. section 2 du chapitre III)
est vérifiée et, d’apres le théoréme I11.2.6, Paction de U dans & (), qui est définie par

(T9)f)(z)=flg""-2) (gel),

est sans multiplicité.
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Soit (mx, #,) une représentation sphérique de la paire (U, K) de plus haut poids
restreint X\. Pour w € #) posons
fuw(z) = (ma(g Dwlur)  (2=g-0, g€ Uc).

La fonction f,, est holomorphe sur Z¢ et

()] < llmalg™ D Jw]]-
Ainsi I'espace
%:{fw|weWA}7

muni de la norme || fy, || = ||w]|, est sous-espace hilbertien de &(2¢). Il est invariant
par U et irréductible. Notons que

T(9)fw = frrgw (9 €V).

Le noyau reproduisant de J#4 est égal a
Ha(21,22) = oa(9291)  (;1=g1-0, 22=g2"0).

Soit en effet {w;} une base orthonormée de #,. Les fonctions 1); = f,,, constituent
une base orthonormée de 543, et

dx

Ha(z1,22) = > 0i(21) 05 (22)
j=1
dx

= (g s ) (el Dy lun)

= (m(g3" Durlm(g; Hur) = oa(g591).

Nous allons voir que tout sous-espace hilbertien 5 C () qui est irréductible est
égal a 'un des espaces J%,. Pour cela il suffit de montrer que la représentation de U
dans 7 est sphérique. Soit A le plus haut poids de cette représentation, et soit f un
vecteur de plus haut poids. La fonction f vérifie

dI'(H)f =AH)f  (H € tc),
dT(X)f=0 (X €ng).
Fixons zp = expH -0 € Q (H € w). Notons que zy est invariant par M. Pour

a € expac, n € expng voisins de I'élément neutre, z = na - zg € §2, et, pour m € M,
puisque M normalise nc,

fm-z) = f(mna-z0) = f(mnm™"a- 20) = f(a-z0) = f(2).

Ainsi f est invariante par M au voisinage de zg. La fonction f étant holomorphe et 2
étant connexe, f est invariante par M. D’apres le théoreme IV.4.2 la représentation
de U dans 7 est sphérique.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2003



158 J. FARAUT

V.3.1. Théoréme— Soit S un sous-espace hilbertien de O(Q) invariant par U.
(i) Soit A € PT. Sl existe wy € #> non nul tel que fu,, € H, alors A C H et
il existe une constante ¢ = c(\, 5€) > 0 telle que

1full%e = clwl*  (we#3).

(ii) Soient \, N € P% distincts tels que J4 et 3B, C H. Alors 4 et A sont
deux sous-espaces orthogonauz de .
(iii) Appelons spectre de S ’ensemble

M) = (N € PT | 4 C ).

Le noyau reproduisant de 7€ est égal a

H (21, 22) = Z (:(/\’170<P/\(9591) (s1=9g1-0, z2=92-0).
AEA(#)

Cet énoncé est essentiellement une reformulation des résultats présentés dans la
section 2 du chapitre III dans la situation particuliere que nous considérons dans
cette section.

Soit 2 un domaine de Z¢ invariant par U. Nous avons vu qu’il peut s’écrire

0 = Gexp(iw) - o.

Et soit p une fonction continue > 0 sur 2 qui est invariante par U. Notons %2({, p)
I’espace de Bergman pondéré des fonctions holomorphes f sur €2 telles que

172 = / F)Pp(z) dm(z) < oo,

olt m désigne une mesure sur 2¢ qui est invariante par Uc. Nous savons que %2(, p)
est un espace hilbertien de fonctions holomorphes. Nous allons donner une expression
de son noyau reproduisant. Rappelons la formule d’intégration suivante (théoréme
IV.2.4) : soit f une fonction définie sur Z¢ par rapport a la mesure m. Alors
fe am@) = [ [ flgexpt - opdg()a,
ZXco U Jia
oll
J(H) =[] sh2(a, H),
aceAT
et ¢ est une constante positive.

V.3.2. Théoreme— Le noyau reproduisant de l’espace de Bergman pondéré %2%(S),p)
est égal a

1 ,
K(21722) = Z dAWSOA@le) (Zl =4g1°0, 22 =02" 0)7
AepP+ p
ol

p(A) =c / p(exp H - 0)px(exp 2H).J(H)dH.
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Démonstration. — Il résulte de la formule de Gutzmer (Proposition V.2.4) que, pour
fe o),
[ @R me) = 3 dgIFIE,
AeP+

Par suite, avec les notations de la section V.3,
C()‘H%) = d)\ﬁ()‘%

ou A = $%(,p), et le résultat annoncé est une conséquence du théoréme V.3.1. 0O

V.4. Equation de la chaleur et transformation de Bargmann-Segal

Considérons d’abord le cas du groupe SO(2) ~ R/27Z. L’équation de la chaleur
s’écrit
ou 0%u
otz
Le probléme de Cauchy pour I’équation de la chaleur est le suivant : étant donnée une
fonction f continue sur R, périodique de période 27, le probléeme est de déterminer
une fonction u continue sur [0, 00[ x R, périodique de période 27 en x, de classe €2

sur ]0, oo x R, vérifiant

?9_1: _ 271; ((t.2) €10, 00[ x R),
u(0,2) = f(z).

Ce probleme de Cauchy admet une solution unique qui est donnée par un produit de
convolution :

u(t,2) = o- / "o — ) )y,

ol ;¢ est le noyau de Gauss du cercle R/27Z,

o0

Ye(w) = Z —n’t mm—1+2Ze "*t cosna.

n=—oo

Le noyau de Gauss ; vérifie les propriétés suivantes :

(1) Ye(z) > 0,
1 27
2 — de =1
@) 57 | =1,
(3) Vn >0, lim [ ~(z)dz=0.
t—0 n
La solution u s’écrit aussi
u(t,x) = Z an(f)e_”zteim,
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ol les nombres a, (f) sont les coefficients de Fourier de f,

27
an(f) =5 [ F)e

Pour ¢t > 0 la fonction 7; admet une extension holomorphe a C. En effet la série

o0
Z eanteinz
n=—oo
converge pour tout z € C, et y; est une fonction holomorphe sur C/27Z. De méme,
pour ¢t > 0, la fonction x — u(t, ) admet une extension holomorphe & C/27Z.
Pout ¢ > 0 fixé, la transformation de Bargmann-Segal B; est l'application qui a
une fonction f € L?(R/27Z) associe la fonction holomorphe

F(z) = (Bif)(2) = ult, z)

1 2
= [ H@utz — oz
— Z an(f)e—nzteinz'

Soit v} (y) le noyau de Gauss de R,

Y (y) = mewmﬁ
et posons, pour z = x + iy,
pe(2) = 272,(2y)-
Soit .%; l'espace de Bergman pondéré des fonctions holomorphes F' sur C/27Z pour

27
Ht = / / F(z +iy))*pe(y)dady < oo.

V.4.1. Proposition — La transformation de Bargmann-Segal est un isomorphisme uni-
taire de L2(R/277Z) sur F.

lesquelles

Démonstration. — Avec les notations précédentes
2 00
L e i Par = 3 a() e e
271_ I y €T = an € e .
n=—oo

7 . 7’ N — 2
La transformée de Fourier de v} est égale & e #¢ :

/ Wy Mdy = e H 't (LER),

—o00
et cette formule est valable pour p € C. Par suite, pour p = —in,
o0 o0
/ pe(y)e >"Vdy = / 273 (2y)e 2"V dy = 2t
o o
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Finalement

1 [ o
a7 Jo /,m fu(t,@ + iy) Ppu(y)dady = Y lan(HP = [1f]l2-

n=—oo

Le résultat annoncé s’en déduit. O

Revenons maintenant a la situation générale. Pour pouvoir écrire I’équation de la
chaleur sur un espace symétrique compact 2 = U/K, nous allons d’abord définir
lopérateur de Laplace. Considérons sur u un produit scalaire euclidien invariant par
la représentation adjointe :

(Ad(9)X[Ad(9)Y) = (X]Y).
Ceci revient & dire que les opérateurs ad X (X € u) sont antisymétriques, ou aussi
que, pour X,Y, 7 € u,
((X.Y]|2) = (X][Y, Z]).

On suppose de plus que df est une isométrie pour ce produit scalaire. Par exemple,
si u=u(n), le produit scalaire défini par

(X|Y) =tr(XY") = —tr(XY)
possede ces propriétés. Ce produit scalaire permet d’identifier u et son dual u*. Si
{T;} est une base de u on pose

gii = (T,  (g7) = (i)
Si (m, #) est une représentation de U on pose

Q= g7dn(T) 0 dr(Tj).
4,3

L’opérateur 2, ne dépend pas de la base choisie, et 2, commute & la représentation ,
Qr om(g) = 7(g) © Q.

Si (m,#') est une représentation C-linéaire, de dimension finie et irréductible, il ré-
sulte du lemme de Schur que €2, est un multiple de l'identité : il existe un nombre
complexe Kk, tel que

O =r1d.
Si (mx, #)) est une représentation irréductible sphérique de plus haut poids res-
treint A, on notera
Kry = K(A).
Rappelons que p désigne la demi-somme des racines positives,
p= % Z meQ.
aceAt

V.4.2. Proposition —  k(A) = —(||A[|2 + 2(p|N)).
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Démonstration
(a) La décomposition de u,

u=moaldadq

est orthogonale. Rappelons que [ est ’orthogonal de m dans &, et q celui de a dans p.
On peut prolonger le produit scalaire euclidien (:|-) en un produit scalaire hermitien
sur uc. Pour H € ia, les opérateurs ad H sont autoadjoints. Il en résulte que les sous-
espaces radiciels u¢ sont deux a deux orthogonaux. On construit une base orthonormée
de u en choisissant comme dans la démonstration du théoreme IV.1.1 des vecteurs
X € u? tels que

— les vecteurs

(XL —X7,)

—Qx

Y] =1
constituent une base orthonormée de [,
— les vecteurs ]
2} = 5:(X} + X))
constituent une base orthonormée de q.
On choisit de plus une base orthonormée Hy, ..., H, de a, et une base orthonormée
{Wj} de m.
On peut prolonger le produit scalaire en une forme C-bilinéaire symétrique (3 sur uc.
Avec la choix qui a été fait des vecteurs X7 on montre que
De plus, pour H € q,
6([ng Xia]v H) = 6(Xgu [Xiow H])
= —a(H)B(XL, X’ ,) = 2a(H).

(b) Soit (7, #") une représentation de dimension finie de U. Si {T;} est une base

orthonormée de u, alors
Q= > (dn(T3))".

Si la représentation est irréductible, pour tout vecteur v € #,
Qv = Z(dﬂ'(Ti))QU = K.

1
Nous supposons que (7, #') soit irréductible et sphérique. Soit A son plus haut poids
restreint, et soit v un vecteur de plus haut poids. Pour H € agc,
dr(H)v = A(H)v,
et, pour X € m¢ + ng,
dr(X)v =0.
Pour H € a,
AH) = —i(iAH).
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Par suite
T

Z(dﬁ(ﬂj))% = —|\|20.
D’autre part "
(dr (YD) + (dn(22))? = =3 (dm(XD)dr (X)) + dm(X_o)dm(X1))
= —dr(X7,)dn(XL) - Ldr((XI, X7 ).

De ces relations il résulte que, puisque M([X7, X7 1) = 2(A|a),

3 i((dﬁ(yg)f + (dﬁ(zg;))Q)v == Y maMaw = —2(Ap)o.

acAt j=1 aeAt
Finalement
Qr = — (N2 + 20p) 1. O

Au produit scalaire que nous avons considéré sur u on associe un opérateur de
Laplace D sur £". Soit 7 la représentation de U dans ¢°°(.2") définie par

(7(9)f) (@) = flg~" ).
On pose
D =Q,.
C’est un opérateur différentiel du second ordre elliptique qui est invariant par U.
Considérons le probleme de Cauchy pour ’équation de la chaleur

ou
E = D’LL7
u(z,0) = f(x).

La donnée initiale f est une fonction continue sur 2, et la fonction inconnue u est
continue sur [0, 0o x 27, de classe €2 sur ]0,00[ x 2. Sa solution est unique et est
fournie par une convolution avec le noyau de Gauss 7; de I'espace symétrique 2~ qui
est défini pour ¢t > 0 par

n(g) = Y dae"™ Mo (g).
Aep+

La fonction ~; est de classe €°° et méme analytique. Elle est bi-invariante par K et
vérifie les propriétés suivantes :

(1) 7t(g) >0,

) [ taras =1,

(3) Vs ¥Vt = Vst

(4) pour tout voisinage V' de e, }gr(l) " Y(g)dg = 0.
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La solution du probleme de Cauchy est donnée par la convolution suivante

ult, z) = /U F(@)ve(g x)dg.

(La fonction f est considérée comme une fonction sur U invariante a droite par K.)
Si
D da(malg AN un)
AepPt
est la série de Fourier de f (qui peut ne pas converger), alors, pour ¢ > 0,

u(t,x) = Z dre!r ™ (ma(g™ ) AN |un)-

AepP+t
D’apres la proposition V.2.3, pour t > 0 la fonction 7; admet une extension ho-
lomorphe & Z¢. De méme pour ¢ > 0 la fonction x — wu(t,z) admet une extension
holomorphe & Z¢.
La transformation de Bargmann-Segal B; (t > 0) associe & une fonction f € L?(2")
la fonction By f € 0(Z¢) définie par

Btf(x) = U(t,{l})
Dans [Ste99] il est montré que % est un espace de Bergman pondéré. Nous allons
en donner une démonstration qui differe sensiblement de 1’originale.

Considérons le noyau de Gauss ~y} de I'espace riemannien symétrique non compact
% = G/K. 1l admet la représentation de Fourier suivante

2 2 d
10\ — —t(llull+1p1?) _ar
’Yt (g) [ae w#(g)|c(u)|27

oll 9, est la fonction sphérique de la paire (G, K) définie par

%L(g):/ elin—p, 7 (9k)) g1
K
Notons que
/ VL @) () dima () = e~ 111
(28

ol my est une mesure sur % invariante par GG. La formule d’intégration suivante se
démontre comme celle que nous avons établie pour la mesure m sur 2 invariante
par G :
/ f(x)dmq(z) = cl/ f(kexp H - 0)dkJ,(H)dH,

22 K Jia

ou
Ji(H) = ][] sh(e, H)dH,
aceAt

et c¢; est une constante positive. Nous supposerons que les mesures m et m; sont
normalisées de telle sorte que ¢ = ¢q. Ainsi

/ Y (exp H)v_u(exp H)Jy (H)AH = el +1el)

a
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Pour z =gexpH -0 € Z¢ (g € U, H € ia), posons
pi(2) = 273, (gexp 2H - 0) (9 €U, H €ia).

V.4.3. Théoréme— La transformation de Bargmann-Segal By est un isomorphisme
unitaire de L*(2") sur lespace de Bergman pondéré B2(2c, p:).

Démonstration. — Notons .%; 'image par By de L?(.2"), et munissons .%; de la norme
définie par
[Fl=fll2 st F' = Bf.

C’est 'espace des fonctions holomorphes sur Z¢ de la forme
F) = [ 1@pute g
= > dae™ M (ma(go AN ua),

xep+
ot z = go-0 (go € Ug), et f € L2(2¢). Cest un espace hilbertien invariant de
fonctions holomorphes sur Z¢ dont le noyau reproduisant est donné par

Ki(z,w) = /U%(g_l “2)(g~t - w)dg

> dae Vo (gig1)
Aep+

=vt(9591) (2=g1 0, w=g20).

Déterminons maintenant le noyau reproduisant de Z(Z¢, p) en utilisant les théo-
remes V.3.1 et V.3.2. Calculons pour cela p:(A) :

pr(N\) = c/ pi(exp H - o)px(expiH)J(H)dH

a
=c2" / Yar(exp 2H )y (exp 2H)J(H)dH.
ia

Puisque J(H) = Ji(2H),

BN = / dy(exp H)x (exp H) J, (H)dH.

a

Pour H € ia,
pa(exp H) = _j(x4p) (exp H),
par suite
(N = e~ 2t(=1IA+pl+lpl1*)

— 2tUNIP+2(Alp)

_ e—QtK,()\) )
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Par conséquent le noyau reproduisant de %2%(.2¢c, p;) est égal &

Hi(z,w) = Z d/\]ﬁ%\(g;gl)

AepP+

= > dre®MNox(gig)
AepPt

=y2:(9591) = Ki(2,w)  (2=g1-0,w=ga-0).

Les espaces hilbertiens de fonctions holomorphes .#; et %?(Z2c,p:), ayant le méme

noyau reproduisant, sont égaux. O
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