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ESPACES HILBERTIENS INVARIANTS
DE FONCTIONS HOLOMORPHES

par

Jacques Faraut

Résumé. — Lorsqu’un espace hilbertien de fonctions holomorphes est invariant par
un groupe d’automorphismes, la théorie des représentations permet de l’analyser et,
dans certains cas, de déterminer son noyau reproduisant. La méthode d’analyse que
nous présentons utilise la théorie de Choquet sur la représentation intégrale dans
les cônes convexes. Nous considérons en particulier le cas des espaces hilbertiens de
fonctions holomorphes sur un domaine invariant dans la complexification d’un espace
symétrique compact.

Abstract (Spaces of holomorphic functions). — When a Hilbert space of holomorphic
functions is invariant under a group of automorphisms, representation theory can be
used for analyzing it, and, in some cases, for computing its reproducing kernel. The
method we are presenting uses Choquet theory of integral representation in convex
cones. We consider in particular Hilbert spaces of holomorphic functions on the
complexification of a compact symmetric space.

Un espace hilbertien de fonctions holomorphes sur une variété complexe Z est un
sous-espace H de l’espace O(Z) des fonctions holomorphes sur Z muni d’une struc-
ture hilbertienne telle que l’injection de H dans O(Z) soit continue, l’espace O(Z)
étant muni de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts. On consi-
dère un groupe G d’automorphismes holomorphes de Z. Si l’espace hilbertien H est
invariant par G, l’action de G dans H définit une représentation unitaire de G. La
théorie des représentations permet d’analyser un tel espace et, dans certains cas, de
déterminer son noyau reproduisant. La méthode d’analyse que nous présentons uti-
lise la théorie de Choquet sur la représentation intégrale dans les cônes convexes, plus
précisément une version récente due à E. Thomas. En effet l’ensemble des sous-espaces
hilbertiens de O(Z) qui sont invariants par G peut être muni d’une structure de cône
convexe, et les génératrices extrémales de ce cône correspondent aux sous-espaces
hilbertiens invariants irréductibles. Cette structure de cône s’explique facilement en
associant à tout sous-espace hilbertien son noyau reproduisant. On peut formuler une
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102 J. FARAUT

condition géométrique simple qui assure que tout sous-espace hilbertien invariant se
décompose sans multiplicité. Il suffit pour cela qu’il existe une involution antiholo-
morphe τ de Z telle que, pour tout z de Z, z et τ(z) soient sur la même orbite
de G.

Dans les deux derniers chapitres nous considérons le cas d’un domaine Ω dans la
complexification d’un espace symétrique compact U/K, qui est invariant par U . Après
avoir rappelé quelques résultats de base concernant la géométrie des espaces symé-
triques compacts et les représentations irréductibles sphériques, nous présentons les
résultats de Lassalle sur les séries de Laurent généralisées. Nous verrons que, si H est
un sous-espace hilbertien de O(Z) qui est invariant par U , la représentation de U dans
H se décompose sans multiplicité en somme directe de représentations irréductibles
sphériques. Comme application nous montrons pour finir comment l’analyse de Fou-
rier sphérique permet de donner une démonstration simple d’un résultat de Stenzel,
généralisant un résultat antérieur de Hall. Il s’agit de montrer que l’image de L2(U/K)
par la transformation de Bargmann-Segal est un espace de Bergman pondéré. Pour
cela il suffit de montrer que ces deux sous-espaces hilbertiens de O(UC/KC) ont le
même noyau reproduisant.

CHAPITRE I

FONCTIONS HOLOMORPHES SUR UN DOMAINE DE Cn

Ce chapitre est un bref rappel des propriétés élémentaires des fonctions holo-
morphes de plusieurs variables, et de l’espace vectoriel topologique O(Ω) des fonctions
holomorphes sur un domaine Ω de Cn. Dans la dernière section nous considérons les
séries de Laurent de plusieurs variables. Les résultats qui y sont présentés seront gé-
néralisés dans le chapitre V où l’espace (C∗)n sera remplacé par la complexification
d’un espace symétrique compact.

I.1. Fonctions holomorphes sur un domaine de Cn

Soient Ω un domaine de Cn, w ∈ Cn, et f une fonction de classe C 1 dans Ω à
valeurs complexes. On définit

Dwf(z) =
d

dt
f(z + tw)

∣∣
t=0
.

À l’aide des coordonnées cela s’écrit, si zj = xj + iyj, wj = uj + ivj ,

Dw =
n∑

j=1

(
uj

∂

∂xj
+ vj

∂

∂yj

)
.
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Introduisons les notations
∂

∂zj
=

1
2

( ∂

∂xj
− i ∂
∂yj

)
,

∂

∂zj
=

1
2

( ∂

∂xj
+ i

∂

∂yj

)
,

et, pour w ∈ C
n,

∂w =
n∑

j=1

wj
∂

∂zj
, ∂w =

n∑
j=1

wj
∂

∂zj
.

Alors Dw s’écrit
Dw = ∂w + ∂w.

C’est la décomposition de Dw en sa partie C-linéaire et sa partie C-antilinéaire,

Diw = i∂w − i∂w.
La fonction f est dite holomorphe si

Diwf = iDwf (w ∈ C
n),

ce qui équivaut à dire que sa différentielle est C-linéaire. Cela se traduit par ∂wf = 0,
pour tout w ∈ Cn, et aussi par

∂f

∂zj
= 0, j = 1, . . . , n.

Ce sont les équations de Cauchy-Riemann. La fonction f est dite antiholomorphe si

Diwf = −iDwf,

ou bien ∂wf = 0, et aussi
∂f

∂zj
= 0, j = 1, . . . , n.

L’espace des fonction holomorphes dans un domaine Ω est noté O(Ω). C’est une
algèbre sur C.

Une fonction f est dite analytique dans Ω si elle est développable en série entière
au voisinage de chaque point z0 de Ω,

f(z) =
∑
α∈Nn

aα(z − z0)α,

où
zα = zα1

1 · · · zαn
n .

Une fonction analytique dans Ω est holomorphe dans Ω et

aα =
1
α!
∂αf(z0),

où

∂αf =
∂|α|f

∂zα1
1 · · ·∂zαn

n
, α! = α1! · · ·αn!.

La formule de Cauchy permet d’établir la réciproque. Soit f une fonction holomorphe
dans Ω, et soit Dr(z0) un polydisque de centre z0 et de rayon r,

Dr(z0) = {w ∈ C
n | |wj − z0j | < r}
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104 J. FARAUT

tel que Dr(z0) ⊂ Ω. On note ∂0D la frontière distinguée de D = Dr(z0),

∂0D = {w ∈ C
n | |wj − z0j | = r}.

Alors, pour z ∈ D,

f(z) =
1

(2iπ)n

∫
∂0D

f(w1, . . . , wn)
n∏

j=1

1
wj − zj

dw1 · · · dwn.

C’est la formule de Cauchy pour un polydisque. Par dérivation sous le signe intégrale
on en déduit que

∂αf(z) =
α!

(2iπ)n

∫
∂0D

f(w1, . . . , wn)
n∏

j=1

1
(wj − zj)αj+1

dw1 · · · dwn.

I.1.1. Théorème. — Une fonction holomorphe dans Ω est analytique dans Ω.

Démonstration. — Pour z ∈ D = Dr(z0), w ∈ ∂0D,
n∏

j=1

1
wj − z0j

=
∑
α∈Nn

n∏
j=1

(zj − z0j )αj

(wj − z0j )αj+1
,

la convergence étant uniforme en w. En multipliant par f(w1, . . . , wn) et en intégrant
terme à terme la série nous obtenons :

f(z) =
∑
α∈Nn

(z − z0)α 1
(2iπ)n

∫
∂0D

f(w)
n∏

j=1

1
(wj − z0j )αj+1

dw1 · · ·dwn

=
∑
α∈Nn

1
α!
∂αf(z0)(z − z0)α.

De la formule de Cauchy on déduit également les inégalités de Cauchy. Soit f une
fonction holomorphe dans un domaine Ω et soit Dr(z0) ⊂ Ω. Si |f(z)| � M dans
Dr(z0), alors, pour tout α ∈ Nn,

|∂αf(z0)| � M α!
r|α|

.

Une fonction holomorphe possède la propriété de moyenne : soit f une fonction
holomorphe dans un domaine Ω, et soit Dr(z) ⊂ Ω, alors

f(z) =
1

(πr2)n

∫
Dr(z)

f(w) dλ(w),

où λ désigne la mesure de Lebesgue. Plus généralement

∂αf(z) =

∏n
j=1(αj + 1)!

r2|α|
1

(πr2)n

∫
Dr(z)

f(w)(w − z)α dλ(w).
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Par suite

|f(z)| � 1
(πr2)n

∫
Dr(z)

|f(w)| dλ(w),

|∂αf(z)| �
∏n

j=1(αj + 1)!

r|α|
1

(πr2)n

∫
Dr(z)

|f(w)| dλ(w).

Une conséquence de la propriété de moyenne est la suivante : soient Ω un domaine,
Q un compact contenu dans Ω, et ω un voisinage ouvert relativement compact de Q
d’adhérence ω contenue dans Ω. Il existe des constantes Cα (α ∈ Nn) telles que, pour
toute fonction f holomorphe dans Ω,

sup
Q

|∂αf | � Cα

∫
ω

|f | dλ.

Il existe en effet r > 0 tel que, pour tout z de Q, le polydisque Dr(z) soit contenu
dans ω. D’après ce qui précède, si f est holomorphe dans Ω, z ∈ Q,

|∂αf(z)| � Cα

∫
Dr(z)

|f(w)| dλ(w) � Cα

∫
ω

|f(w)| dλ(w),

où

Cα =

∏n
j=1(αj + 1)!

r|α|
1

(πr2)n
.

Le principe du prolongement analytique s’énonce : si deux fonctions holomorphes
dans un domaine Ω cöıncident au voisinage d’un point, elles sont égales dans Ω.

Si une fonction f est holomorphe dans un domaine Ω de C (n = 1), et si l’ensemble
des zéros de f possède un point d’accumulation z0 ∈ Ω, alors f est identiquement
nulle. Ce n’est plus vrai dans le cas des fonctions holomorphes de plusieurs variables
(n � 2). Mais alors nous disposons de l’énoncé suivant qui nous sera utile pour
démontrer des égalités de fonctions holomorphes.

I.1.2. Théorème. — SoitM une variété réelle contenue dans un domaine Ω de Cn. On
suppose qu’en tout point z de M le sous-espace complexe de Cn engendré par l’espace
tangent Tz(M) de M est égal à Cn. Alors une fonction holomorphe f dans Ω qui
s’annule sur M est identiquement nulle.

Démonstration. — Soit z ∈M . Pour tout w ∈ Tz(M),

Dwf(z) = 0,

et, puisque f est holomorphe, cela implique que

Diwf(z) = 0.

Donc les dérivées du premier ordre de f sont nulles surM . Par suite toutes les dérivées
de f sont nulles surM . Puisque f est analytique, f est nulle au voisinage deM , donc f
est identiquement nulle d’après le principe du prolongement analytique.

Indiquons deux exemples où ce théorème s’applique.
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106 J. FARAUT

(a) Ω = (C∗)n, M = Tn = {z ∈ (C∗)n | |zj| = 1}.
(b) Ω = GL(n,C) ⊂ M(n,C) � CN , (N = n2), M = U(n), le groupe unitaire.

Références. — [Hör79].

I.2. Topologie de l’espace O(Ω)

L’espace vectoriel O(Ω) des fonctions holomorphes sur un domaine Ω de Cn est
muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact. Dire que la suite
fn converge vers f signifie que, pour tout compact Q ⊂ Ω, et tout ε > 0 il existe N
tel que, si n � N ,

|fn(z) − f(z)| � ε (z ∈ Q).

Les ensembles
VQ,ε = {f ∈ O(Ω) | ∀ z ∈ Q, |f(z)| � ε}

(Q compact ⊂ Ω, ε > 0) constituent un système fondamental de voisinages de 0.
Nous allons voir que l’espace vectoriel topologique O(Ω) est métrisable. Soit Qn une
suite exhaustive de compacts de Ω, c’est-à-dire que Qn ⊂ Qn+1, et que tout compact
de Ω est contenu dans l’un des Qn. (On montre qu’une telle suite Qn existe pour tout
domaine Ω de Cn). On pose, pour f, g ∈ O(Ω),

Mn(f) = sup
z∈Qn

|f(z)|, δ(f) =
∞∑
n=1

1
2n

inf
(
Mn(f), 1

)
, d(f, g) = δ(f − g).

Alors d est une distance sur O(Ω) et la topologie définie par cette distance est la
topologie de la convergence uniforme sur tout compact.

I.2.1. Théorème de Weierstrass. — Soit Ω un domaine. Si fk est une suite de fonctions
holomorphes dans Ω qui converge uniformément sur tout compact, sa limite f est
holomorphe. De plus, pour tout α, ∂αfk converge vers ∂αf uniformément sur tout
compact.

Démonstration. — Soit Dr(a) ⊂ Ω. Pour tout k, et pour z ∈ Dr(a),

fk(z) =
1

(2iπ)n

∫
∂0Dr(a)

fk(w1, . . . , wn)
n∏

j=1

1
wj − zj

dw1 · · ·dwn,

et, quand k tend vers l’infini,

f(z) =
1

(2iπ)n

∫
∂0Dr(a)

f(w1, . . . , wn)
n∏

j=1

1
wj − zj

dw1 · · ·dwn,

ce qui montre que f est holomorphe. De plus

∂αfk(z) =
α!

(2iπ)n

∫
∂0Dr(a)

fk(w1, . . . , wn)
n∏

j=1

1
(wj − zj)αj+1

dw1 · · · dwn,
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et par suite
lim
k→∞

∂αfk = ∂αf

uniformément sur tout compact.

Ce théorème a les conséquences suivantes :

– O(Ω) est fermé dans C (Ω), espace des fonctions continues muni de la convergence
uniforme sur les compacts.

– O(Ω) est complet, c’est donc un espace de Fréchet. Rappelons qu’un espace de
Fréchet est un espace vectoriel topologique qui est localement convexe, métrisable et
complet.

– Pour α ∈ Nn, l’application ∂α : f 
→ ∂αf est continue.

Dans un espace vectoriel topologique un ensemble B est dit borné si, pour tout
voisinage V de 0, il existe λ > 0 tel que B ⊂ λV . Une partie B de O(Ω) est bornée
si, pour tout compact Q ⊂ Ω, il existe une constante MQ telle que

|f(z)| � MQ (f ∈ B, z ∈ Q).

I.2.2. Théorème de Montel. — Les ensembles compacts de O(Ω) sont les ensembles fer-
més bornés.

(Un espace vectoriel topologique qui possède cette propriété est appelé espace de
Montel.)

Démonstration. — Il est clair qu’un ensemble compact est fermé et borné. Pour mon-
trer qu’un ensemble fermé borné est compact on utilise le théorème de Ascoli-Arzéla :

Soit X un espace métrique compact. Soit B un ensemble de fonctions continues
sur X vérifiant

– B est borné : il existe M > 0 tel que

|f(x)| � M (f ∈ B, x ∈ X),

– B est équicontinu : pour tout x0 ∈ X , et pour tout ε > 0 il existe δ > 0 tel que,
si d(x, x0) � δ, alors

|f(x) − f(x0)| � ε (f ∈ B, x ∈ X).

Alors B est relativement compact dans l’espace C (X) muni de la norme uniforme.

Soit donc B un ensemble fermé borné de O(Ω). Soit Q ⊂ Ω un compact convexe.
Il existe une constante M telle que

|f(z)| � M,
∣∣∣ ∂f
∂zj

∣∣∣ �M (f ∈ B, z ∈ Q).

Du théorème des accroissements finis on déduit que les restrictions à Q des fonctions
de B sont équicontinues. Puisque tout compact Q ⊂ Ω peut être recouvert par un
nombre fini de compacts convexes contenus dans Ω, la propriété est vraie pour tout
compact Q ⊂ Ω. Ainsi, d’après le théorème d’Ascoli-Arzéla, pour tout compactQ ⊂ Ω
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108 J. FARAUT

les restrictions à Q des fonctions de B constituent un ensemble relativement compact
de C (Q).

On va montrer que de toute suite fn de fonctions de B on peut extraire une sous-
suite qui converge uniformément sur tout compact. On considère une suite exhaustive
de compacts Qk. On extrait de la suite fn une sous-suite f (1)n qui converge unifor-
mément sur Q1, puis de la suite f (1)n une sous-suite f (2)n qui converge uniformément
sur Q2, et ainsi de suite. La suite diagonale f (n)n est une sous-suite de la suite fn qui
converge uniformément sur tout compact.

I.3. Développements de Taylor et Laurent

Un domaine Ω de Cn est appelé domaine de Reinhardt si

(z1, . . . , zn) ∈ Ω, (θ1, . . . , θn) ∈ R
n =⇒ (eiθ1z1, . . . , eiθnzn) ∈ Ω.

Autrement dit un domaine de Reinhardt est un domaine invariant sous l’action du
groupe Tn.

I.3.1. Théorème. — Soit Ω un domaine de Reinhardt contenant l’origine, et soit f une
fonction holomorphe dans Ω. Alors f est développable en série de Taylor,

f(z) =
∑
α∈Nn

aαz
α (z ∈ Ω),

la convergence étant uniforme sur tout compact de Ω. Les coefficients aα sont uniques.

Démonstration
(a) L’unicité résulte immédiatement de ce que

aα =
1
α!
∂αf(0).

(b) Établissons l’existence du développement. Pour r > 1 posons Ωr = 1
rΩ, et soit

Ω′
r la composante connexe de Ω ∩ Ωr contenant 0. Notons que

Ω =
⋃
r>1

Ω′
r.

Pour z ∈ Ω′
r posons

h(z) =
1

(2iπ)n

∫
∂0Dr(0)

f(ζ1z1, . . . , ζnzn)
n∏

j=1

1
ζj − 1

dζ1 · · · dζn.

La fonction h est holomorphe dans Ω′
r. Soit U un voisinage de 0 contenu dans Ω tel

que

z ∈ U, ζ ∈ Dr(0) =⇒ (ζ1z1, . . . , ζnzn) ∈ Ω.
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ESPACES HILBERTIENS INVARIANTS DE FONCTIONS HOLOMORPHES 109

D’après la formule de Cauchy, f(z) = h(z) pour z ∈ U , et puisque Ω′
r est connexe,

f = h dans Ω′
r. Le développement en série

n∏
j=1

1
ζj − 1

=
∑
α∈Nn

ζ−α1−1
1 · · · ζ−αn−1

n

converge uniformément sur ∂0Dr(0). En intégrant terme à terme on obtient

f(z) =
∑
α∈Nn

fα(z),

avec

fα(z) =
1

(2iπ)n

∫
∂0Dr(0)

f(ζ1z1, . . . , ζnzn)
n∏

j=1

ζ
−αj−1
j dζ1 · · · dζn,

la convergence étant uniforme sur tout compact de Ω′
r. Pour z ∈ U ,

fα(z) =
1
α!
∂αf(0)zα,

donc pour z ∈ Ω′
r.

Considérons maintenant le cas où le domaine de Reinhardt Ω est contenu dans
(C∗)n. Il peut s’écrire

Ω = {z ∈ C
n | (|z1|, . . . , |zn|) ∈ expω},

où ω est un domaine de Rn et

expω = {(eξ1 , . . . , eξn) | (ξ1, . . . , ξn) ∈ ω}.

Le domaine Ω est dit logarithmiquement convexe si ω est convexe. En général notons ω̂
l’enveloppe convexe de ω. Le plus petit domaine logarithmiquement convexe contenant
Ω s’écrit

Ω̃ = {z ∈ (C∗)n | (|z1|, . . . , |zn|) ∈ exp ω̂}.

I.3.2. Théorème. — Soit Ω un domaine de Reinhardt contenu dans (C∗)n, et soit f
une fonction holomorphe dans Ω.

(i) Alors f est développable en série de Laurent,

f(z) =
∑
α∈Zn

aαz
α,

la convergence étant uniforme sur tout compact de Ω. Les coefficients aα sont uniques.
(ii) La série de Laurent de f converge en tout point de Ω̃, et sa somme définit un

prolongement holomorphe de f à Ω̃.

La méthode que nous allons utiliser sera reprise et généralisée au chapitre V lorsque
nous étudierons la série de Laurent d’une fonction holomorphe sur un domaine d’un
espace symétrique complexe réductif.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2003



110 J. FARAUT

Au cours de la démonstration nous aurons besoin de la notion de fonction d’appui.
Soit E un espace euclidien. La fonction d’appui d’un ensemble borné Q ⊂ E est la
fonction hQ définie sur E par

hQ(ξ) = sup
η∈Q

(ξ|η).

C’est une fonction continue et positivement homogène,

hQ(tξ) = thQ(ξ) (t > 0).

Si Q1 et Q2 sont deux parties bornées

hQ1+Q2 = hQ1 + hQ2 ,

hQ1∪Q2 = sup(hQ1 , hQ2).

Si Q̂ désigne l’enveloppe convexe de Q,

hQ̂ = hQ.

Si Q est la boule de centre 0 et de rayon R,

hQ(ξ) = R‖ξ‖.

Démonstration. — Soit f une fonction holomorphe sur le domaine Ω, et posons, pour
α ∈ Zn, z ∈ Ω,

fα(z) =
1

(2π)n

∫ 2π

0

· · ·
∫ 2π

0

f(eiθ1z1, . . . , eiθnzn)e−i(α1θ1+···+αnθn)dθ1 · · · dθn.

La fonction fα est holomorphe et vérifie

fα(eiθ1z1, . . . , eiθnzn) = ei(α1θ1+···+αnθn)fα(z1, . . . , zn).

Il en résulte qu’il existe un nombre aα ∈ C tel que

fα(z) = aαzα.

En effet la fonction z 
→ z−αfα(z) est holomorphe et, pour z0 fixé, est constante sur
la variété

{(eiθ1z01 , . . . , e
iθnz0n) | (θ1, . . . , θn) ∈ R

n},
donc constante sur Ω d’après le théorème I.1.2.

Pour z fixé, le nombre fα(z) = aαz
α est le coefficient de Fourier d’indice α de la

fonction définie sur le tore T =
(
R/2πZ

)n par

(θ1, . . . , θn) 
−→ f(eiθ1z1, . . . , eiθnzn).

Cette fonction étant de classe C ∞ (puisque f est holomorphe), elle est égale à la
somme de sa série de Fourier

f(eiθ1z1, . . . , eiθnzn) =
∑
α∈Zn

fα(z)ei(α1θ1+···+αnθn),
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et, pour θ1 = · · · = θn = 0,

f(z) =
∑
α∈Zn

fα(z) =
∑
α∈Zn

aαz
α.

I.3.3. Lemme(Inégalités de Cauchy). — Soit Q ⊂ ω un compact, et f ∈ O(Ω). On
pose

M(f,Q) = sup
(|z1|,...,|zn|)∈expQ

|f(z)|.

Alors
|aα| � M(f,Q)e−hQ(α).

Démonstration. — Pour (|z1|, . . . , |zn|) ∈ expQ,

|aαzα| = |fα(z)| � M(f,Q),

et, en considérant la borne supérieure du premier membre, on obtient

|aα|ehQ(α) � M(f,Q).

Nous allons maintenant montrer que la série de Laurent de f converge uniformé-
ment sur tout compact de Ω̃. Soit Q ⊂ ω un compact. Son enveloppe convexe Q̂ est
contenue dans ω̂. Soit ε > 0 tel que, si Bε désigne la boule fermée de centre 0 et de
rayon ε de R

n, le compact Qε = Q+ Bε soit contenu dans ω. Pour (|z1|, . . . , |zn|) ∈
exp Q̂,

|zα| � ehQ̂(α).

Puisque
hQε(ξ) = hQ(ξ) + ε‖ξ‖,
hQ̂(ξ) = hQ(ξ),

on en déduit que
|aαzα| �M(f,Qε)e−ε‖α‖.

Par suite la série converge uniformément sur le compact K ⊂ Ω̃ défini par

K = {z | (|z1|, . . . , |zn|) ∈ exp Q̂}.

Lorsque Ω est un domaine de Reinhardt de Cn contenant l’origine il y a un énoncé
analogue. Dans ce cas ω est l’ouvert contenu dans ([−∞,∞[)n défini par

ω = {(ξ1, . . . , ξn) | (exp ξ1, . . . , exp ξn) ∈ Ω},

en posant exp(−∞) = 0, et ω̂ n’est pas l’enveloppe convexe de ω, mais l’ensemble
défini par

ω̂ = {ξ | ∀ η ∈ (R+)n, (ξ|η) � hω(η)}.
On peut alors énoncer :

Soit Ω un domaine de Reinhardt contenu dans Cn contenant l’origine, et soit f
une fonction holomorphe dans Ω.
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(i) Alors f est développable en série de Taylor,

f(z) =
∑
α∈Nn

aαz
α,

la convergence étant uniforme sur tout compact de Ω. Les coefficients aα sont uniques.
(ii) La série de Taylor de f converge en tout point de Ω̃, et sa somme définit un

prolongement holomorphe de f à Ω̃.

La démonstration est tout à fait semblable.

Nous généraliserons au chapitre V la formule classique de Gutzmer. Pour une fonc-
tion f ∈ O(Ω) elle s’écrit

1
(2π)n

∫ 2π

0

· · ·
∫ 2π

0

|f(r1eiθ1 , . . . , rneiθn)|2dθ1 · · · dθn =
∑
α∈Zn

|aα|2r2α,

où (r1, . . . , rn) ∈ Rn ∩ Ω.

CHAPITRE II

ESPACES HILBERTIENS DE FONCTIONS HOLOMORPHES

Soit Ω un domaine de Cn. L’espace O(Ω) des fonctions holomorphes sur Ω est
muni de la topologie de convergence uniforme sur les compacts. Un espace hilbertien
de fonctions holomorphes sur Ω est un sous-espace H de O(Ω) qui est muni d’une
structure d’espace de Hilbert telle que l’injection

H ↪−→ O(Ω)

soit continue, ce qui se traduit par la propriété suivante : pour tout compact Q ⊂ Ω
il existe une constante M = M(Q) telle que

∀ f ∈ H , ∀ z ∈ Q, |f(z)| � M‖f‖.

Un tel espace possède un noyau reproduisant. L’espace de Bergman en est un exemple
de base. Dans la deuxième section nous arrivons au sujet principal de ce cours : l’étude
des espaces hilbertiens de fonctions holomorphes qui sont invariants par un groupe
d’automorphismes holomorphes.

II.1. Noyau reproduisant d’un espace hilbertien de fonctions
holomorphes

Soit H un espace hilbertien de fonctions holomorphes sur Ω. Pour w ∈ Ω, l’appli-
cation

f 
−→ f(w), H −→ C,
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est continue. Donc, d’après le théorème de représentation de Riesz, il existe une unique
fonction Kw ∈ H telle que

f(w) = (f |Kw) (f ∈ H ).

Le noyau K , K (z, w) = Kw(z), est appelé le noyau reproduisant de H .

II.1.1. Proposition. — Le noyau reproduisant K est hermitien et de type positif. En
particulier K (z, z) � 0 pour tout z, et K (z, z) = 0 si et seulement si f(z) = 0 pour
toute fonction f ∈ H .

Rappelons qu’un noyau K est dit hermitien si

K (z, w) = K (w, z),

et de type positif si

∀ z1, . . . , zN ∈ Ω, ∀α1, . . . , αN ∈ C,

N∑
j,k=1

K (zk, zj)αjαk � 0.

Démonstration. — Il résulte de la définition que

K (z, w) = (Kw|Kz) = (Kz |Kw) = K (w, z),

K (z, z) = ‖Kz‖2 � 0,

et aussi que

N∑
j,k=1

K (zk, zj)αjαk =
N∑

j,k=1

(Kzj |Kzk
)αjαk =

∥∥∥ N∑
j=1

αjKzj

∥∥∥2 � 0.

Le noyau reproduisant K (z, w) est holomorphe en z, antiholomorphe en w. Du
théorème de Hartogs on déduit que K (z, w) est holomorphe sur Ω×Ω. Le noyau K

est en particulier continu sur Ω×Ω. (En fait la partie difficile de la démonstration du
théorème de Hartogs est d’établir la continuité.) Mais on peut démontrer la continuité
de K sur Ω × Ω assez simplement sans utiliser le théorème d’Hartogs comme on le
verra quelques lignes plus loin.

La norme de la forme linéaire f 
→ f(z) (z ∈ Ω) est égale à ‖Kz‖. On en déduit
que

K (z, z) = max
f∈H ,‖f‖�1

|f(z)|2 (z ∈ Q),

et que K (z, z) est une fonction bornée sur tout compact : K (z, z) � M(Q)2.
De cette propriété on peut déduire que le noyau reproduisant est continu de la

façon suivante. Soit Q un compact convexe contenu dans Ω. En utilisant la propriété
de moyenne on montre qu’il existe une constante M1 = M1(Q) telle que, pour toute
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fonction f ∈ H ,

∀ z ∈ Q,
∣∣∣ ∂f
∂zj

(z)
∣∣∣ � M1‖f‖,

∀ z1, z2 ∈ Q, |f(z1) − f(z2)| � nM1‖f‖ ‖z1 − z2‖.
On en déduit que

‖Kz1 − Kz2‖ � nM1 ‖z1 − z2‖.
En écrivant

K (z1, w1) − K (z2, w2) = (Kw1 |Kz1) − (Kw2 |Kz2)

= (Kw1 − Kw2 |Kz1) + (Kw2 |Kz1 − Kz2),

on obtient

|K (z1, w1) − K (z2, w2)| � ‖Kz1‖ ‖Kw1 − Kw2‖ + ‖Kw2‖ ‖Kz1 − Kz2‖.

En utilisant ce qui précède on en déduit que K est continu.

II.1.2. Proposition. — L’espace de Hilbert H est séparable, et, pour toute base hilber-
tienne {ψm} de H ,

K (z, w) =
∑
m

ψm(z)ψm(w),

la convergence étant absolue et uniforme sur tout compact de Ω × Ω.

Démonstration. — Si {zi} est une suite dense dans Ω, alors {Kzi} est un ensemble
total dans H , donc H est séparable. De la propriété de noyau reproduisant on déduit
que

(ψm|Kw) = ψm(w),

et de la formule de Parseval∑
m

|ψm(w)|2 = ‖Kw‖2 = K (w,w).

Il résulte du lemme de Dini que la convergence est uniforme sur tout compact. De
plus

Kw =
∑
m

(Kw|ψm)ψm =
∑
m

ψm(w)ψm,

la convergence ayant lieu pour la topologie de H , donc pour la topologie de O(Ω) :
pour tous z, w ∈ Ω,

K (z, w) =
∑
m

ψm(z)ψm(w).

De l’inégalité ( q∑
m=p

|ψm(z)||ψm(w)|
)2

�
q∑

m=p

|ψm(z)|2
q∑

m=p

|ψm(w)|2

il résulte que la convergence est absolue et uniforme sur tout compact de Ω × Ω.
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ESPACES HILBERTIENS INVARIANTS DE FONCTIONS HOLOMORPHES 115

Soit Ω un domaine de Cn. L’espace de Bergman B2(Ω) est l’espace des fonctions
holomorphes sur Ω qui sont de carré intégrable par rapport à la mesure de Lebesgue λ,

B2(Ω) = O(Ω) ∩ L 2(Ω, λ),

muni du produit scalaire

(f |g) =
∫
Ω

f(z)g(z)dλ(z).

II.1.3. Proposition. — L’espace de Bergman B2(Ω) est un espace hilbertien de fonc-
tions holomorphes.

Démonstration. — Si f est holomorphe dans un domaine Ω de Cn, et si le polydisque
fermé

Dr(z) = {w ∈ C
n | |wj − zj| � r, 1 � j � n}

est contenu dans Ω,

f(z) =
1

(πr2)n

∫
Dr(z)

f(w) dλ(w).

C’est la propriété de moyenne (voir la section 1 du chapitre I). À l’aide de l’inégalité
de Schwarz on en déduit que

|f(z)|2 � 1
(πr2)n

∫
Dr(z)

|f(w)|2 dλ(w).

Soit Q un compact contenu dans Ω. Il existe r > 0 tel que, pour tout z ∈ Q, le
polydisque Dr(z) soit contenu dans Ω. Soit f ∈ B2(Ω). Pour z ∈ Q,

|f(z)|2 � 1
(πr2)n

∫
Dr(z)

|f(w)|2 dλ(w) � 1
(πr2)n

∫
Ω

|f(w)|2 dλ(w),

ou

|f(z)| �M(Q)‖f‖,
avec

M(Q) =
1

(πr2)n/2
.

Il en résulte qu’une suite de Cauchy dans B2(Ω) converge uniformément sur tout
compact de Ω. Sa limite est une fonction holomorphe de carré intégrable. Ainsi B2(Ω)
est un espace de Hilbert, et l’inégalité précédente montre que c’est un espace hilbertien
de fonctions holomorphes.

Le noyau reproduisant K de l’espace de Bergman B2(Ω) s’appelle le noyau de
Bergman de Ω. Pour toute fonction f ∈ B2(Ω),

f(z) =
∫
Ω

K (z, w)f(w) dλ(w).
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Exemple. — Le noyau de Bergman du disque unité de C,

Ω = {z ∈ C | |z| < 1},

est égal à

K (z, w) =
1
π

(1 − zw)−2.

En effet les fonctions

ψm(z) =

√
m+ 1
π

zm (m ∈ N)

constituent une base hilbertienne de B2(Ω) et

K (z, w) =
1
π

∞∑
m=0

(m+ 1)zmwm

=
1

π(1 − zw)2
.

Notons
|z| = max

1�j�n
|zj|, et δ(z) = inf

w∈∂D
|z − w|,

où ∂Ω désigne le bord de Ω. De la démonstration de la proposition II.1.3 on déduit
que, pour toute fonction f ∈ B2(Ω),

|f(z)| � π−n/2

δ(z)n
‖f‖,

et que

K (z, z) � π−n

δ(z)2n
.

Plus généralement on considère les espaces de Bergman pondérés. Soit p une fonc-
tion mesurable positive sur Ω, et soit H l’espace des fonctions holomorphes f sur Ω
telles que

‖f‖2 =
∫
Ω

|f(z)|2p(z) dλ(z) <∞.

Supposons que pour tout compact Q de Ω il existe une constante c > 0 telle que
p(z) � c pour tout z de Q. Pour tout compact Q ⊂ Ω et pour toute fonction f ∈ H ,∫

Q

|f | dλ �
(∫

Q

1
p(z)

dλ(z)
)1/2(∫

Q

|f(z)|2p(z) dλ(z)
)1/2

� M(Q)‖f‖.
On en déduit que H est un espace de Hilbert et que c’est un espace hilbertien de
fonctions holomorphes.

Soient Ω et Ω′ deux domaines de Cn, et soit ϕ un isomorphisme holomorphe de Ω
sur Ω′, c’est-à-dire une bijection holomorphe ainsi que son inverse. On note Jϕ(z) la
matrice jacobienne de ϕ en z ∈ Ω.
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II.1.4. Proposition. — L’application

Tϕ : f 
−→ (f ◦ ϕ)DetCJϕ

est un isomorphisme unitaire de B2(Ω′) sur B2(Ω). Les noyaux de Bergman K et
K ′ de Ω et Ω′ sont reliés par

K (z, w) = K ′(ϕ(z), ϕ(w)
)
DetCJϕ(z)DetCJϕ(w).

Démonstration. — Une matrice complexe carrée M ∈ M(n,C) définit un endomor-
phisme R-linéaire de R2n. Si M = A + iB (A,B ∈ M(n,R)), la matrice de cet endo-
morphisme est, dans la base de R2n constituée des vecteurs ej et iej, où {ej} est la
base canonique de C

n, (
A −B
B A

)
,

et

DetR

(
A −B
B A

)
= |DetC(A+ iB)|2.

Ainsi
DetRJϕ(z) = |DetCJϕ(z)|2

et la formule du changement de variable s’écrit comme suit : si F est une fonction
intégrable sur Ω′,∫

Ω′
F (z′) dλ(z′) =

∫
Ω

F ◦ ϕ(z)|DetCJϕ(z)|2 dλ(z).

Par suite, si f, g ∈ B2(Ω′),∫
Ω′
f(z′)g(z′) dλ(z′) =

∫
Ω

f
(
ϕ(z)

)
g
(
ϕ(z)

)
|DetCJϕ(z)|2 dλ(z).

La première partie de l’énoncé s’en déduit.
En effectuant le changement de variable dans l’intégrale

f(z′) =
∫
Ω′

K ′(z′, w′)f(w′) dλ(w′), f ∈ B2(Ω′),

on obtient

f
(
ϕ(z)

)
DetCJϕ(z)

=
∫
Ω

K ′(ϕ(z), ϕ(w)
)
DetCJϕ(z)DetCJϕ(w)f

(
ϕ(w)

)
DetCJϕ(w) dλ(w),

et la deuxième partie de l’énoncé s’en déduit.

Exemple. — Le noyau de Bergman du demi-plan de Poincaré

Ω = {z = x+ iy | y > 0}
est égal à

K (z, w) =
1

4π

(z − w
2i

)−2
.
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En effet la transformation de Cayley ϕ,

ϕ(z) =
z − i
z + i

,

est un isomorphisme holomorphe de Ω sur le disque unité Ω′. Puisque

DetCJϕ(z) = ϕ′(z) =
2i

(z + i)2
,

le noyau de Bergman est donné par

K (z, w) =
1
π

(
1 −

(z − i
z + i

)(w − i
w + i

))−2( 2i
(z + i)2

)( 2i
(w + i)2

)
=

1
4π

(z − w
2i

)−2
.

II.1.5. Proposition. — Soit K un noyau hermitien de type positif sur un domaine Ω,
qui est holomorphe en la première variable. Alors K est le noyau reproduisant d’un
unique espace hilbertien de fonctions holomorphes.

Démonstration. — Soit H0 l’espace des fonctions f de la forme

f(z) =
N∑
j=1

αjK (z, zj) (z1, . . . , zN ∈ Ω, α1, . . . , αN ∈ C).

On munit H0 de la forme hermitienne

(f |g) =
N∑
j=1

P∑
k=1

K (wk, zj)αjβk, si g(z) =
P∑

k=1

βkK (z, wk).

Cela en fait un espace préhilbertien. En effet, pour w ∈ Ω,

f(w) = (f |Kw),

et

|f(w)|2 � K (w,w)(f |f).

Par suite, si (f |f) = 0, alors f ≡ 0.
Soit H l’espace de Hilbert obtenu par complétion de H0 pour la norme ‖f‖ =√
(f |f) . Les éléments de H sont des fonctions holomorphes sur Ω. En effet, si {fm}

est une suite de Cauchy de fonctions de H0,

|fp(z) − fq(z)| �
√

K (z, z) ‖fp − fq‖,

et la suite converge uniformément sur les compacts. Par continuité l’égalité

f(w) = (f |Kw)

reste vraie pour f ∈ H , donc K est le noyau reproduisant de H .
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II.2. Espaces hilbertiens invariants de fonctions holomorphes

Soit G un groupe d’automorphismes holomorphes du domaine Ω ⊂ Cn. Le groupe
G opère dans l’espace O(Ω),(

π(g)f
)
(z) = f(g−1 · z) (f ∈ O(D), z ∈ D),

et
π(g1 ◦ g2) = π(g1) ◦ π(g2).

Un espace hilbertien H de fonctions holomorphes est dit invariant par G s’il est
invariant par les opérateurs π(g) pour tout g ∈ G, et si la restriction de π(g) à H est
un opérateur unitaire. Le noyau reproduisant est alors invariant par G dans le sens
suivant

K (g · z, g · w) = K (z, w) (g ∈ G).

Plus généralement l’action de G dans O(Ω) peut faire intervenir un facteur d’auto-
morphie α. C’est une fonction sur G × Ω, holomorphe en z, vérifiant la propriété de
cocycle

α(g1g2, z) = α(g1, g2 · z)α(g2, z) (g1, g2 ∈ G, z ∈ Ω).

Le groupe G opère dans O(Ω) comme suit(
π(g)f

)
(z) = α(g−1, z) f(g−1 · z).

Si H est un espace hilbertien de fonctions holomorphes invariant son noyau repro-
duisant vérifie la relation

K (z, w) = K (g · z, g · w)α(g, z)α(g, w).

Par exemple si H est l’espace de Bergman B2(Ω), et si G = Aut(Ω) est le groupe
des automorphismes holomorphes de Ω, on considère le facteur d’automorphie

α(g, z) = DetCJg(z).

Il résulte de la proposition II.1.5 que l’espace B2(Ω) est invariant par G = Aut(Ω).

II.2.1. Proposition. — Soit G un sous-groupe de Aut(Ω), et soit α un facteur d’au-
tomorphie. Soient H ⊂ O(Ω) un sous-espace hilbertien de fonctions holomorphes,
et K son noyau reproduisant. Alors H est invariant par G si et seulement si

K (z, w) = K (g · z, g · w)α(g, z)α(g, w) (z, w ∈ Ω, g ∈ G).

Démonstration. — Pour g ∈ G considérons le sous-espace H ′ = π(g)(H ) muni de
la norme définie par

‖f ′‖1 = ‖f‖ si f ′ = π(g)f.

Le noyau reproduisant K ′ de H ′ est donné par

K ′(z, w) = K (g−1 · z, g−1 · w)α(g−1, z)α(g−1, w).

Ainsi l’énoncé est une conséquence de la proposition II.1.6.

Deux problèmes se posent naturellement.
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(1) Analyser l’action de G dans l’espace hilbertien H , c’est-à-dire décomposer H

en somme de sous-espaces irréductibles.
(2) Déterminer le noyau reproduisant de H .

Pour finir cette section nous allons étudier l’exemple de base suivant. Soit Ω la
couronne

Ω = {z ∈ C | r1 < |z| < r2} (0 � r1 < r2 � ∞),

et soit µm (m ∈ Z) une suite de nombres � 0 telle que, pour r1 < r < r2,

c(r) =
∑
m∈Z

r2mµm <∞.

Soit H l’espace des fonctions holomorphes dans Ω dont la série de Laurent s’écrit

f(z) =
∑
m∈Z

amz
mµm,

où am est une suite de nombres complexes vérifiant

‖f‖2 =
∑
m∈Z

|am|2µm <∞.

D’après l’inégalité de Schwarz(∑
m∈Z

|am||z|mµm
)2

�
(∑
m∈Z

|am|2µm
)(∑

m∈Z

|z|2mµm
)
.

La série de Laurent de f converge donc dans Ω et

|f(z)| �
√
c(r) ‖f‖.

On en déduit que H est un espace de fonctions holomorphes. Posons

Λ = {m ∈ Z | µm > 0}.

Les fonctions ψm (m ∈ Λ),
ψm(z) =

√
µm z

m,

constituent une base hilbertienne de H , et son noyau reproduisant est donné par

K (z, w) =
∑
m∈Λ

ψm(z)ψm(w)

=
∑
m∈Λ

µmz
mwm.

Le groupe G des rotations de centre 0,

gθ · z = eiθz (θ ∈ R/2πZ),

opère dans H , (
π(gθ)f

)
(z) = f(e−iθz),

et l’espace hilbertien H est invariant par G.
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L’espace de Bergman H = B2(Ω) en est un exemple. En particulier si Ω est le
disque unité pointé, c’est-à-dire si r1 = 0, r2 = 1, alors Λ = N, et, pour m � 0,

µm =
m+ 1
π

.

Ainsi toute fonction f de l’espace de Bergman du disque unité pointé Ω se prolonge
en une fonction holomorphe sur le disque unité, et l’espace de Bergman du disque
unité pointé est identique à l’espace de Bergman du disque unité.

Nous allons montrer que tout espace hilbertien de fonctions holomorphes sur Ω
qui est invariant par G est du type précédent. Soit donc H un tel espace. Notons
fm(z) = zm. Nous appellerons spectre de H l’ensemble

Λ = {m ∈ Z | fm ∈ H }.

Pour m, p ∈ Λ,m �= p, les fonctions fm et fp sont orthogonales, en effet

(π(gθ)fm|fp) = e−imθ(fm|fp)

= e−ipθ(fm|fp),

donc (fm|fp) = 0 si m �= p. Posons

µm =




1
‖fm‖2 si m ∈ Λ,

0 si m /∈ Λ.

Le développement de Laurent d’une fonction f de H s’écrit

f(z) =
∑
m∈Z

αmz
m,

et
1

2π

∫ 2π

0

f(e−iθz)eimθdθ = αmzm,

ce qui peut s’écrire

1
2π

∫ 2π

0

π(gθ)f eimθdθ = αmfm.

On en déduit que αmfm ∈ H , donc αm = 0 si m /∈ Λ. Les fonctions ψm,

ψm(z) =
√
µm z

m (m ∈ Λ),

constituent une base hilbertienne de H , et

K (z, z) =
∑
m∈Λ

|z|2mµm <∞

pour tout z ∈ Ω.
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II.3. Espaces hilbertiens de fonctions holomorphes
sur un domaine de Reinhardt

Soit Ω ⊂ (C∗)n un domaine de Reinhardt et soit G � Tn le groupe des transfor-
mations

gθ · z = (eiθ1z1, . . . , eiθnzn).

Le groupe G opère également dans O(Ω). Nous allons généraliser l’exemple de base
étudié à la fin de la section précédente. Soit µα (α ∈ Zn) une suite de nombres � 0
tels que, pour z ∈ Ω,

c(z) =
∑
α∈Zn

|z1|2α1 · · · |zn|2αnµα <∞,

et soit H l’espace des fonctions holomorphes dans Ω dont la série de Laurent s’écrit

f(z) =
∑
α∈Zn

aαz
αµα,

où aα est une suite de nombres complexes vérifiant

‖f‖2 =
∑
α∈Zn

|aα|2µα <∞.

On montre comme précédemment que la série de Laurent de f converge dans Ω, et
que

|f(z)| �
√
c(z) ‖f‖.

Ainsi H est un espace hilbertien de fonctions holomorphes, H ⊂ O(Ω). Le spectre Λ
de H est défini par

Λ = {α ∈ Z
n | µα > 0}.

Les fonctions
ψα(z) =

√
µα z

α (α ∈ Λ)

constituent une base hilbertienne de H et le noyau reproduisant de H est donné par

K (z, w) =
∑
α∈Zn

zαwαµα.

De plus l’espace hilbertien H est invariant par G. On montre comme dans la section
précédente que tout sous-espace hilbertien de O(Ω) invariant par G est de cette forme.

L’espace de Bergman B2(Ω) en est un exemple. Dans ce cas

Λ =
{
α ∈ Z

n
∣∣∣ ∫

Ω

|zα|2 dλ(z) <∞
}
,

1
µα

=
∫
Ω

|zα|2 dλ(z).

Pour calculer ces intégrales on peut utiliser la formule d’intégration suivante∫
Ω

f(z) dλ(z) =
∫
Ω0

r1dr1 · · · rndrn
∫ 2π

0

· · ·
∫ 2π

0

dθ1 · · · dθnf(r1eiθ1 , . . . , rneiθn),

où Ω0 = Ω ∩ Rn
+.

SÉMINAIRES & CONGRÈS 7
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Si Ω est un domaine de Reinhardt contenant 0, les développements de Laurent
sont remplacés par des développements de Taylor, et le spectre Λ d’un sous-espace
hilbertien de O(Ω) invariant par Tn est contenu dans Nn.

En particulier si Ω est la boule unité de Cn,∫
Ω

|zα|2 dλ(z) = (2π)n
∫
Ω0

r2α1+1
1 · · · r2αn+1

n dr1 · · ·drn

= πn
∫
{tj>0,t1+···+tn<1}

tα1
1 · · · tαn

n dt1 · · ·dtn

= πn
α!

(|α| + n)!
.

Le noyau de Bergman est donné par

K (z, w) =
1
πn

∑
α∈Nn

(|α| + n)!
α!

zαwα

=
1
πn

∞∑
m=0

(
(m+ n)!

∑
|α|=m

1
α!
zαwα

)

=
1
πn

∞∑
m=0

(m+ n)!
m!

(z|w)m

=
n!
πn

(
1 − (z|w)

)−(n+1)
.

L’espace de Hardy H 2(Ω) de la boule unité Ω de Cn est l’espace des fonctions
holomorphes sur Ω telles que

‖f‖2 = sup
0�r<1

∫
Σ

|f(ru)|2dσ(u) <∞,

où Σ est la sphère unité et σ est la mesure uniforme sur Σ normalisée. Nous allons
voir que H 2(Ω) est un espace hilbertien de fonctions holomorphes et déterminer son
noyau reproduisant. Soit f ∈ O(Ω). D’après le théorème I.3.1,

f(z) =
∑
α∈Nn

aαz
α,

la convergence étant uniforme sur tout compact de Ω. Pour α �= β,∫
Σ

uαuβdσ(u) = 0,

donc ∫
Σ

|f(ru)|2dσ(u) =
∑
α∈Nn

r2|α||aα|2
∫
Σ

|uα|2dσ(u).

On en déduit que f appartient à H 2(Ω) si et seulement si∑
α∈Nn

|aα|2
∫
Σ

|uα|2dσ(u) <∞,
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et qu’alors

‖f‖2 =
∑
α∈Nn

|aα|2
∫
Σ

|uα|2dσ(u).

Dans ce cas Λ = Nn, et
1
µα

=
∫
Σ

|uα|2dσ(u).

Pour le calcul de ces intégrales on utilise la formule d’intégration suivante :∫
Ω

f(z) dλ(z) = 2
πn

(n− 1)!

∫ 1

0

r2n−1dr

∫
Σ

dσ(u)f(ru).

Pour f(z) = |zα|2 nous obtenons∫
Ω

|zα|2 dλ(z) = 2
πn

(n− 1)!

∫ 1

0

r2|α|+2n−1dr

∫
Σ

|uα|2dσ(u),

et, en utilisant les résultats précédents,∫
Σ

|uα|2dσ(u) =
(n− 1)!α!

(|α| + n− 1)!
.

Le noyau reproduisant de l’espace de Hardy s’appelle le noyau de Cauchy-Szegö. Il
est égal à

S(z, w) =
1

(n− 1)!

∑
α∈Nn

(|α| + n− 1)!
α!

zαwα

=
1

(n− 1)!

∞∑
m=0

(m+ n− 1)!
m!

(z|w)m

=
(
1 − (z|w)

)−n
.

On en déduit la formule de type Cauchy suivante : si f ∈ A(Ω) (l’espace des
fonctions continues sur Ω, holomorphes dans Ω), alors, pour z ∈ Ω,

f(z) =
∫
Σ

(
(1 − (z|u)

)−n
f(u)dσ(u).

CHAPITRE III

APPLICATION DE LA THÉORIE DE CHOQUET À L’ANALYSE
DES ESPACES HILBERTIENS DE FONCTIONS HOLOMORPHES

Soit Z une variété complexe et soit O(Z) l’espace des fonctions holomorphes sur Z
muni de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts. Soit G un groupe
d’automorphismes holomorphes de Z. L’action de G dans O(Z) est donnée par(

π(g)f
)
(z) = f(g−1 · z).
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Nous avons vu au chapitre II qu’un sous-espace hilbertien invariant H ⊂ O(Z)
possède un noyau reproduisant K (z, w) qui est une fonction holomorphe en z et
antiholomorphe en w. De plus H est invariant par G si et seulement si son noyau
reproduisant K est invariant,

K (g · z, g · w) = K (z, w).

Dans ce chapitre nous allons montrer que la théorie de la représentation intégrale de
Choquet peut être utilisée pour analyser un tel sous-espace hilbertien. Plus précisé-
ment nous allons considérer les questions suivantes :

(1) Déterminer les sous-espaces hilbertiens invariants irréductibles.
(2) Décomposer un tel sous-espace hilbertien en somme directe (ou intégrale di-

recte) de sous-espaces hilbertiens irréductibles.
(3) Donner une condition géométrique qui implique que cette décomposition soit

sans multiplicité.
(4) Déterminer le noyau reproduisant d’un tel sous-espace hilbertien.

Au chapitre V nous étudierons un exemple d’une telle situation : la variété Z sera
un domaine dans la complexification d’un espace symétrique compact U/K qui est
invariant par le groupe U .

III.1. La théorie de Choquet

Soit Γ un cône convexe fermé dans un espace vectoriel topologique E localement
convexe. Un élément γ ∈ Γ est dit extrémal s’il n’admet pas de décomposition non
triviale comme somme de deux éléments de Γ : si γ = γ1 + γ2 (γ1, γ2 ∈ Γ), alors
γ1 = λ1γ, γ2 = λ2γ (λ1, λ1 � 0). Cette propriété s’exprime aussi comme suit : γ ∈ Γ
est extrémal si et seulement si l’inégalité 0 � γ′ � γ (γ′ ∈ Γ) pour l’ordre défini par
le cône Γ, c’est-à-dire si γ − γ′ ∈ Γ, implique que γ′ = λγ (0 � λ � 1). Les éléments
extrémaux de Γ constituent un sous-cône noté ext(Γ) (non convexe).

Un chapeau de Γ est une partie compacte convexe C de Γ telle Γ �C soit convexe.
Un élément extrémal d’un chapeau C de Γ est un élément extrémal de Γ. Le cône Γ
est dit bien coiffé s’il est réunion de ses chapeaux. Un sous-cône fermé d’un cône bien
coiffé est bien coiffé.

Exemple. — Soit E = O(Ω) l’espace des fonctions holomorphes dans

Ω = {z ∈ C | |z| < R}, (R � ∞),

muni de la convergence uniforme sur les compacts. Une fonction f ∈ E s’écrit

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n.
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Soit Γ le cône des fonctions f pour lesquelles an � 0. Si a est une fonction continue > 0
sur [0, R[, posons

Ca =
{
f ∈ Γ

∣∣∣ ∫ R

0

f(r)a(r)rdr � 1
}
.

Nous allons montrer que Ca est un chapeau. Il est clair que Ca et Γ�Ca sont convexes,
et Ca est fermé d’après le lemme de Fatou. Montrons que Ca est borné. Si f ∈ Ca,
pour 0 � r < R, ∫

D(0,r)

|f(z)| dλ(z) =
∫ r

0

∫ 2π

0

|f(ρeiθ)|ρdρdθ

� 2π
A

∫ R

0

f(ρ)a(ρ)ρdρ,

où A = min0�ρ�r a(ρ). Ceci montre que Ca est borné. Étant fermé et borné, Ca est
compact d’après le théorème de Montel (théorème I.2.2).

Dans les énoncés qui suivent nous supposons que E est un espace de Fréchet. Il
s’agit d’une version simplifiée de résultats plus généraux établis par E. Thomas, qu’on
peut trouver dans [Tho79, Tho83, Tho94].

III.1.1. Théorème. — Soit Γ un cône convexe fermé dans un espace de Fréchet. Si Γ
est bien coiffé alors Γ est égal à l’enveloppe convexe fermée de ext(Γ).

Une application λ 
→ eλ d’un espace topologique séparé Λ dans ext(Γ) est appelée
une paramétrisation de ext(Γ) si tout élément γ ∈ ext(Γ) est proportionnel à un
unique élément eλ. Elle est dite admissible si elle est continue et si l’application inverse
ext(Γ) → Λ est universellement mesurable.

III.1.2. Théorème. — Soit Γ un cône convexe fermé bien coiffé dans un espace de
Fréchet, et soit λ 
→ eλ, Λ → ext(Γ) une paramétrisation admissible de ext(Γ). Pour
tout γ ∈ Γ il existe une mesure de Radon positive µ sur Λ telle que

γ =
∫
Λ

eλdµ(λ).

Cela signifie que, pour toute forme linéaire continue C sur E,∫
Λ

|C(eλ)|dµ(λ) <∞, et C(γ) =
∫
Λ

C(eλ)dµ(λ).

Le cône Γ est dit réticulé si, pour deux éléments γ1, γ2 ∈ Γ, il existe un plus petit
majorant γ1 ∨ γ2 de γ1 et γ2 (pour l’ordre défini par le cône). Pour a ∈ Γ on note Γa

la face du cône Γ définie par :

Γa = {γ ∈ Γ | ∃λ � 0, γ � λa} =
⋃
λ�0

(
Γ ∩ (λa− Γ)

)
.

L’ordre propre de Γa cöıncide avec l’ordre induit par Γ. Le cône Γ est réticulé si et
seulement si, pour tout a, le cône Γa est réticulé.
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III.1.3. Théorème. — Pour que la mesure µ qui représente γ soit unique il faut et
suffit que la face Γγ soit réticulée. En particulier, pour que la mesure µ soit unique
quel que soit γ ∈ Γ, il faut et suffit que le cône Γ soit réticulé.

Références. — [Phe66], [Tho79, Tho83, Tho94].

III.2. Application de la théorie de Choquet

Soit Γ(Z) le cône des noyaux hermitiens K (z, w) de type positif sur Z, holomorphes
en z, antiholomorphes en w. On notera ΓG(Z) le cône des noyaux de Γ(Z) qui sont
invariants. Un tel noyau est une fonction holomorphe sur Z×Z, où Z est la variété Z
munie de la structure complexe opposée. On peut donc considérer les cônes Γ(Z) et
ΓG(Z) comme plongés dans l’espace vectoriel topologique O(Z × Z),

ΓG(Z) ⊂ Γ(Z) ⊂ O(Z × Z).

On peut étendre les résultats établis aux chapitres I et II : l’espace O(Z×Z), muni de
la topologie de la convergence uniforme sur les compacts, est un espace de Fréchet qui
possède la propriété de Montel : tout fermé borné est compact. L’application qui à un
sous-espace hilbertien invariant H associe son noyau reproduisant K est une bijec-
tion de l’ensemble Hilb

(
O(Z)

)
des sous-espaces hilbertiens de O(Z) sur Γ(Z), et de

l’ensemble HilbG
(
O(Z)

)
des sous-espaces hilbertiens invariants sur ΓG(Z). L’ensemble

Hilb
(
O(Z)

)
possède une structure naturelle de cône convexe : la somme H = H1+H2

de deux sous-espaces hilbertiens est définie comme la somme vectorielle habituelle,
muni de la norme quotient de H1×H2/(H1 ∩H2). En particulier si H1 ∩H2 = {0},
la somme est directe et est notée H = H1 ⊕ H2, et les espaces H1 et H2 sont des
sous-espaces orthogonaux fermés de H . Pour λ � 0 on définit l’espace λH comme
étant {0} si λ = 0, et sinon égal à H muni du produit scalaire de H divisé par λ. On
vérifie alors facilement que l’application qui à un sous-espace hilbertien H associe
son noyau reproduisant K respecte les structures de cône de Hilb

(
O(Z)

)
et de Γ(Z) :

si K1 est le noyau reproduisant de H1, et K2 celui de H2, alors le noyau reproduisant
de H1 + H2 est égal à K1 + K2. Si K est le noyau reproduisant de H , alors celui
de λH est égal à λK .

III.2.1. Proposition. — Le sous-espace hilbertien invariant H est irréductible si et
seulement si son noyau reproduisant est un élément extrémal du cône ΓG(Z).

Démonstration. — Soient H1 et H2 deux sous-espaces hilbertiens invariants et K1,
K2 leurs noyaux reproduisants. Supposons que K1 � K2, c’est-à-dire que K2−K1 ∈
ΓG(Z). Alors H1 est un sous-espace de H2 et l’injection i : H1 ↪→ H2 est continue,
de norme � 1, et G-équivariante. Notons i∗ : H2 → H1 son adjoint. L’opérateur
i ◦ i∗ : H2 → H2 est aussi G-équivariant.

Supposons que H2 soit irréductible. D’après le lemme de Schur i◦i∗ est un multiple
de l’identité, et, si H2 �= {0}, alors H 1 est égal à H2 comme espace vectoriel, et son
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produit scalaire est proportionnel à celui de H2, donc K1 est proportionnel à K2,
c’est-à-dire que K2 est extrémal. (Pour une démonstration du lemme de Schur utilisé
ici, voir par exemple [Sug90], Theorem 2.1, p. 11.)

Réciproquement supposons que le noyau reproduisant K d’un sous-espace hilber-
tien H soit extrémal. Si H = H1 ⊕ H2 est une décomposition de H en somme
de deux sous-espaces invariants fermés orthogonaux, alors K est égal à la somme de
leurs noyaux reproduisants, K = K1 + K2. Le noyau K étant extrémal, Ki = λiK

(λi � 0, i = 1, 2), donc Hi est soit égal à H , soit réduit à {0}, c’est-à-dire que H

est irréductible.

Soit ρ une mesure positive sur Z qui, dans chaque carte, a une densité strictement
positive par rapport à la mesure de Lebesgue. La topologie de O(Z) est identique à
celle qui est induite par celle de L2loc(Z, ρ). En effet pour tout compact Q ⊂ Z et pour
tout voisinage ouvert ω de Q relativement compact il existe une constante M > 0
telle que

sup
z∈Q

|f(z)| � M
(∫

ω

|f(z)|2dρ(z)
)1/2 (

f ∈ O(Z)
)
.

Il suffit de le montrer lorsque ω est contenu dans une carte, et alors cela résulte de ce
qui a été dit dans la section 1 du chapitre I.

III.2.2. Proposition. — Le cône Γ(Z) est bien coiffé.

Démonstration. — Soit a une fonction continue strictement positive sur Z. L’en-
semble

Ca =
{

K ∈ Γ(Z)
∣∣∣ ∫

Z

K (z, z)a(z)dρ(z) � 1
}

est un chapeau. En effet Ca est fermé d’après le lemme de Fatou. Si ω ⊂ Z est un
ouvert relativement compact, il existe une constante A > 0 telle que a(z) � A sur ω.
Si le noyau K appartient à Ca, alors, de l’inégalité |K (z, w)|2 � K (z, z)K (w,w)
on déduit que∫

ω

∫
ω

|K (z, w)|2dρ(z)dρ(w) �
∫
ω

K (z, z)dρ(z)
∫
ω

K (w,w)dρ(w) � 1
A2
.

Cette inégalité montre que Ca est borné dans l’espace vectoriel topologique O(Z×Z).
Étant fermé et borné l’ensemble Ca est compact (propriété de Montel, Théorème
I.2.2). Puisque Ca et Γ(Z) � Ca sont convexes, Ca est un chapeau de Γ(Z).

Il reste à montrer que tout noyau K de Γ(Z) appartient à un tel chapeau. Soit h
une fonction continue strictement positive sur Z telle que∫

Z

h(z)dρ(z) = 1,

et posons

a(z) =
h(z)

K (z, z) + 1
.

Alors le noyau K appartient au chapeau Ca.
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ESPACES HILBERTIENS INVARIANTS DE FONCTIONS HOLOMORPHES 129

Le cône ΓG(Z) est également bien coiffé. En effet les ensembles Ca ∩Γ(Z) sont des
chapeaux de ΓG(Z). Nous pouvons donc appliquer le théorème III.1.2.

III.2.3. Théorème. — Soit λ 
→ Kλ, Λ → ext
(
ΓG(Z)

)
, une paramétrisation admissible

de ext
(
ΓG(Z)

)
. Pour tout noyau K ∈ ΓG(Z) il existe une mesure de Radon µ sur Λ

telle que

K (z, w) =
∫
Λ

Kλ(z, w)dµ(λ).

La mesure µ définit un noyau K ∈ ΓG(Z) si et seulement si, pour tout compact
Q ⊂ Z, il existe une constante M > 0 telle que∫

Λ

Kλ(z, z)dµ(λ) � M (z ∈ Q).

Si H est un sous-espace hilbertien invariant la restriction de π à H est une
représentation unitaire qu’on notera πH . Le commutant de πH dans B(H ) sera
noté {πH }′. C’est l’algèbre définie par

{πH }′ = {T ∈ B(H ) | ∀ g ∈ G, TπH (g) = πH (g)T }.

III.2.4. Théorème. — Le cône ΓG(Z) est réticulé si et seulement si, pour tout H ∈
HilbG

(
O(Z)

)
, le commutant {πH }′ est commutatif.

Démonstration. — Pour un noyau K ∈ ΓG(Z) on note

ΓK = ΓG(Z)K = {K ′ ∈ ΓG(Z) | ∃λ � 0, K ′ � λK }

=
⋃
λ�0

(
ΓG(Z) ∩

(
λK − ΓG(Z)

))
.

Le cône ΓG(Z) est réticulé si et seulement si, pour tout K , le cône ΓG(Z)K est
réticulé.

Soient H un sous-espace hilbertien invariant et K son noyau reproduisant. Notons
A = {πH }′.

(a) Le cône ΓK est linéairement isomorphe au cône

A + = {T ∈ A | ∀ f ∈ H (Tf |f) � 0 }.

À tout opérateur T ∈ A + on associe le noyau reproduisant KT défini par

KT (z, w) = (TKw)(z).

On montre que KT appartient à ΓK et que l’application T 
→ KT est un isomor-
phisme linéaire de cônes.

(b) Le cône A + est réticulé si et seulement si l’algèbre A est commutative
Supposons A commutative. Alors A est une C∗-algèbre commutative, donc iso-

morphe à l’espace des fonctions continues sur son spectre S qui est compact, A �
C (S), et le cône A + est linéairement isomorphe au cône des fonctions � 0 de C (S)
qui est réticulé, donc A + est réticulé.
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Réciproquement supposons que le cône A + soit réticulé. Pour montrer que l’algèbre
A est commutative il suffit de montrer que deux projecteurs orthogonaux P et Q de A

commutent. Posons T = P ∧ Q (relativement à l’ordre défini par A +), et soit R le
projecteur orthogonal sur T (H ). Alors R appartient à A +, et, puisque (T (H ))⊥ =
ker(T ), T � R. De plusR � P etR � Q, donc T = R. Posons P1 = P−R,Q1 = Q−R,
alors P1 ∧ Q1 = 0 et P1 + Q1 = P1 ∨ Q1 � I, et donc P1 � I − Q1. Ceci montre
que P1 et Q1 sont des projecteurs orthogonaux sur des sous-espaces orthogonaux. En
particulier P1Q1 = Q1P1, c’est-à-dire que (P − R)(Q − R) = (Q − R)(P − R). En
développant et en tenant compte de ce que PR = RP , et de ce que QR = RQ, on en
déduit que PQ = QP .

En conséquence des théorèmes III.1.3 et III.2.4 nous pouvons énoncer

III.2.5. Théorème. — Les propriétés suivantes sont équivalentes.
(a) Pour tout noyau K ∈ ΓG(Z) la mesure µ est unique.
(b) Le cône ΓG(Z) est réticulé.
(c) Pour tout sous-espace hilbertien invariant H ⊂ O(Z), le commutant {πH }′

est commutatif.

On peut ajouter deux propriétés équivalentes à (a), (b), (c) :
(d) Tout sous-espace hilbertien invariant H admet une décomposition unique en

une intégrale hilbertienne directe,

H =
∫ ⊕

Λ

Hλdµ(λ),

où Hλ est le sous-espace hilbertien irréductible associé au noyau reproduisant extré-
mal Kλ.

(e) Deux sous-espaces hilbertiens invariants irréductibles H1 et H2 de O(Z) soit
cöıncident comme espaces vectoriels et ont alors des produits scalaires proportionnels,
soit les représentations πH1 et πH2 sont inéquivalentes.

De plus, sous ces conditions, pour tout sous-espace hilbertien invariant H , l’algèbre
A = {πH }′ est égale à l’algèbre des opérateurs diagonaux relativement à l’intégrale
hilbertienne directe de (d).

Si ces conditions sont satisfaites, nous dirons que l’action de G dans O(Z) est sans
multiplicité.

Nous allons donner une condition géométrique simple qui implique que l’action
de G dans O(Z) est sans multiplicité :

(H) Il existe un automorphisme involutif antiholomorphe

τ : Z −→ Z,

tel que, pour tout z ∈ Z, il existe g ∈ G pour lequel

τ(z) = g · z.
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III.2.6. Théorème. — Sous l’hypothèse (H) l’action de G dans O(Z) est sans multipli-
cité.

Démonstration. — Nous allons montrer que la propriété (c) a lieu. Pour f ∈ O(Z)
posons

Jf(z) = f
(
τ(z)

)
.

Remarquons que la fonction Jf est holomorphe, donc que J est un automorphisme
antilinéaire de O(Z). Considérons un sous-espace hilbertien invariant H de noyau
reproduisant K , et soit A = {πH }′. Le noyau reproduisant K̃ du sous-espace
H̃ = J(H ) est

K̃ (z, w) = K
(
τ(w), τ(z)

)
.

Nous allons montrer que, si H est invariant, alors K̃ = K . Soit z ∈ Z. Sous
l’hypothèse (H) il existe g ∈ G tel que τ(z) = g · z. Donc

K̃ (z, z) = K
(
τ(z), τ(z)

)
= K (g · z, g · z) = K (z, z),

puisque K est invariant. Il en résulte que, pour tous z, w ∈ Z, K̃ (z, w) = K (z, w),
c’est en effet une conséquence du théorème I.1.2, et la restriction de J à H est un
automorphisme isométrique antilinéaire.

Si A est un opérateur autoadjoint positif appartenant à A , alors le produit scalaire

(f1|f2)A = (Af1|f2)

définit un sous-espace hilbertien HA contenant H qui est invariant, et J(HA) = HA.
Ceci se traduit par JAJ−1 = A. Un opérateur B ∈ A se décompose en B = A1+ iA2,
où A1 et A2 sont deux opérateurs autoadjoints de A . De ce qui précède et du fait que
J est antilinéaire il résulte que

JBJ−1 = A1 − iA2 = B∗.

Finalement, si B,C ∈ A ,

BC = J−1(BC)∗J = J−1C∗B∗J = J−1C∗JJ−1B∗J = CB.

Exemples
a) Z = D est le disque de Siegel

D = {z ∈ Sym(m,C) | I − zz � 0},

et G = U(n) agissant sur Z par

g · z = gzgT .

L’action de G dans O(D) est sans multiplicité. Pour le voir on peut appliquer le
théorème VI.2.6 en considérant la conjugaison τ suivante

τ(z) = z,

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2003



132 J. FARAUT

et en utilisant le fait que toute matrice symétrique complexe z s’écrit

z = gdgT ,

où g ∈ U(n), et d est une matrice diagonale ayant des coefficients diagonaux � 0.
b) Z = TΩ est le demi-espace de Siegel,

TΩ = {z ∈ Sym(m,C) | �z � 0},

et G = GL(n,R) agissant par
g · z = gzgT .

L’action de G dans O(TΩ) est sans multiplicité. On peut le voir en considérant la
conjugaison définie par

τ(z) = z−1.

Références. — [Tho79, Tho83, Tho94], [FT99], [Kob97].

CHAPITRE IV

ESPACES SYMÉTRIQUES COMPACTS

Nous présentons dans ce chapitre les propriétés de base des espaces symétriques
compacts, et de leur complexification, en vue d’étudier au chapitre suivant des espaces
de fonctions holomorphes sur un domaine d’une telle complexification. Il s’agit de
résultats classiques pour la plupart, que l’on peut trouver dans [Hel84] ou dans
[Tak94].

IV.1. Paire symétrique compacte

Soient G un groupe de Lie et H un sous-groupe fermé de G. On dit que (G,H) est
une paire symétrique s’il existe un automorphisme involutif θ de G tel que

(Gθ)0 ⊂ H ⊂ Gθ,

où
Gθ = {g ∈ G | θ(g) = g},

et (Gθ)0 est la composante connexe neutre de Gθ. Nous considérons dans ce cha-
pitre une paire symétrique compacte (U,K). On suppose que U est un groupe de Lie
compact et connexe. On note u et k les algèbres de Lie de U et K,

k = {X ∈ u | dθ(X) = X}.

L’espace symétrique compact associé à la paire symétrique (U,K) est l’espace quotient
X = U/K. On notera o le point de base : o = eK ∈ X .
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Le groupe U , étant compact, admet une représentation fidèle de dimension finie.
Ainsi, si N est la dimension de cette représentation, on peut supposer que U est un
sous-groupe fermé du groupe unitaire U(N). On montre que l’ensemble

UC = {g = u exp iX | g ∈ U, X ∈ u}
est un sous-groupe fermé de GL(N,C). Notons que, pour g ∈ UC, il existe u ∈ U et
X ∈ u uniques tels que

g = u exp iX.

L’algèbre de Lie uC de UC est la complexifiée de l’algèbre de Lie u,

uC = u + iu,

et UC est une sous-variété complexe de GL(N,C), c’est la complexification du groupe
de Lie compact U . L’algèbre de Lie uC ⊂ M(N,C) sera munie du produit scalaire
hermitien

(X |Y ) = tr(XY ∗).

(M(N,C) désigne l’espace des matrices complexes N ×N .) L’involution θ se prolonge
en une involution holomorphe de UC, que nous noterons aussi θ. Si g = u exp iX
(u ∈ U , X ∈ u), alors

θ(g) = θ(u) exp idθ(X).

Posons
p = {X ∈ u | dθ(X) = −X},

alors
u = k ⊕ p,

et tout élément u ∈ U s’écrit

u = k expX (k ∈ K, X ∈ p).

Cette écriture n’est en général pas unique. Un sous-espace de Cartan a pour la paire
symétrique (U,K) est un sous-espace abélien maximal de p. L’ensemble A = exp a est
un sous-groupe abélien connexe fermé de U . Notons que K ∩ A est un sous-groupe
fini et que K ∩A = exp Γ, où Γ est le réseau contenu dans a défini par

Γ = {H ∈ a | expH ∈ K}.
On montre que

K = K0 exp Γ.

(K0 désigne la composante connexe neutre de K.) Si K = Uθ alors

Γ = { 12 H | H ∈ a, expH = e}.
Le tore maximal A0 de l’espace symétrique X = U/K est défini par

A0 = {expH · o | H ∈ a} � a/Γ.

Soient M le centralisateur de A dans K, et M ′ son normalisateur. Le quotient W =
M ′/M est un sous-groupe fini appelé groupe de Weyl de la paire symétrique (U,K).
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On montre que l’ensemble G = K exp ip est un sous-groupe fermé de UC. Son
algèbre de Lie g est égale à

g = k ⊕ ip,
et la composante connexe neutre de G est

G0 = K0 exp ip.

Pour g ∈ G,
θ(g) = g∗−1,

et (G,K) est une paire symétrique relativement à la restriction de l’involution θ à G.
Le groupe G ⊂ GL(N,C) est un groupe de Lie linéaire réel réductif, c’est-à-dire que

(i) G est fermé,
(ii) Si g ∈ G, alors g∗ appartient à G aussi,
(iii) Si X ∈ M(N,C) est une matrice hermitienne, et si expX ∈ G, alors X ∈ g.
L’ensemble ia est un sous-espace de Cartan pour la paire symétrique (G,K). On

notera A = exp ia ⊂ G le sous-groupe de Cartan correspondant.
Si α est une forme linéaire sur ia, on pose

g
α = {X ∈ g | ∀H ∈ ia, [H,X ] = α(H)X}, mα = dim g

α.

Si gα �= {0}, la forme α est appelée racine restreinte. On notera ∆ = ∆(g, ia) =
∆(uC, aC) le système des racines restreintes. Soit t une sous-algèbre de Cartan de u

contenant a. Le système ∆ est l’ensemble des restrictions à aC des racines du système
∆(uC, tC) dont la restriction à aC n’est pas nulle, et mα est le nombre de racines
de ∆(uC, tC) dont α est la restriction à aC.

Si U est simplement connexe on montre que Uθ est connexe et que

Γ = {H ∈ a | ∀α ∈ ∆, α(H) ∈ 2iπZ}.

On choisit un système positif ∆+ et on pose

n =
∑

α∈∆+

g
α, N = exp n.

On notera (ia)+ la chambre de Weyl positive associée,

(ia)+ = {H ∈ ia | ∀α ∈ ∆+, α(H) > 0}.

Le groupe réductif G et son algèbre de Lie g admettent les décompositions d’Iwasawa
suivantes

g = k + ia + n, G = KAN.

Nous utiliserons la forme faible suivante de la décomposition de Bruhat. L’algèbre de
Lie g se décompose en

g = n + m + ia + n (n =
∑

α∈∆+ g−α),

et l’ensemble NMAN est un ouvert dense de G (N = exp n).
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Rappelons que X désigne l’espace symétrique qui est l’espace quotient U/K. Nous
noterons π la projection canonique π : U → U/K. On note dπ sa différentielle en e,
que nous identifierons à la projection de u sur p. Tout X ∈ p s’écrit

X = Ad(k)H (k ∈ K, H ∈ a),

et tout x ∈ X

x = k · a0,
où k ∈ K et a0 ∈ A0. Notons que cette écriture n’est pas unique. À cette décom-
position correspond la formule d’intégration suivante. Soit m0 une mesure sur X

invariante par U .

IV.1.1. Théorème. — Soit f une fonction intégrable sur X .∫
X

f(x) dm0(x) = c0

∫
K

∫
a/Γ

f(k expH · o) dk J0(H) dH,

où
J0(H) =

∣∣∣ ∏
α∈∆+

(
sin〈α, iH〉

)mα

∣∣∣,
et c0 est une constante positive.

Nous supposerons dans la suite que la mesure m0 est normalisée, c’est-à-dire de
masse totale égale à un.

Démonstration
(a) Pour k ∈ K, a ∈ A, le point ϕ(k, a) = ka · o ne dépend que de la classe kM :

ϕ(km, a) = ϕ(k, a) (m ∈M),

et nous pouvons considérer ϕ comme application

ϕ : K/M ×A −→ X .

Nous allons calculer la différentielle de ϕ. Soit l l’orthogonal de m dans k,

k = m ⊕ l,

et soit q l’orthogonal de a dans p,

p = a ⊕ q.

On peut identifier l’espace tangent à K/M en eM à l’espace l, et en kM à kl. Fixons
kM et a. Pour X ∈ l,

(Dϕ)(kM,a)(kX, 0) =
d

dt

∣∣∣
t=0
ϕ(k exp tX, a)

=
d

dt

∣∣∣
t=0
k exp tXa · o

= ka
d

dt

∣∣∣
t=0

exp
(
tAd(a−1)X

)
· o

= kaAd(a−1)X · o.
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Par suite

(Dϕ)(kM,a)(kX, 0) = ka dπ ◦Ad(a−1)X · o.

D’autre part

(Dϕ)(kM,a)(0, aH) = kaH · o.

Finalement

(Dϕ)(kM,a)(kX, aH) = ka
(
dπ ◦ Ad(a−1)X +H

)
· o.

(b) Soit ω une forme différentielle sur X de degré n = dim X invariante par U .
Soient X1, . . . , X- ∈ l, H1, . . . , Hr ∈ a, alors

(ϕ∗ω)(kM,a)(kX1, . . . , kX-, aH1, . . . , aHr)

= ωka·a
(
(Dϕ)(kM,a)(kX1), . . . , (Dϕ)(kM,a)(kX-),

(Dϕ)(kM,a)(aH1), . . . , (Dϕ)(kM,a)(aHr)
)

= ωka·o
(
ka dπ ◦ Ad(a−1)X1, . . . , ka dπ ◦ Ad(a−1)X-, kaH1, . . . , kaHr

)
,

et, la forme ω étant invariante par U ,

= ωo
(
dπ ◦ Ad(a−1)X1, . . . , dπ ◦ Ad(a−1)X-, H1, . . . , Hr

)
.

(c) Soit α ∈ ∆(uC, aC), et γ1, . . . , γmα ∈ ∆(uC, tC) les racines dont la restriction à
aC est égale à α. On peut choisir Xj

α ∈ u
γj

C
tels que les vecteurs

Y j
α = 1

2 (Xj
α −Xj

−α) (α ∈ ∆+, j = 1, . . . ,mα)

constituent une base de l, et que les vecteurs

Zj
α =

1
2i

(Xj
α +Xj

−α)

constituent une base de q. Si a = expH ∈ A, alors

dπ ◦ Ad(a)Y j
α = sin〈α, iH〉Zj

α.

De ces relations il résulte que

ϕ∗ω = J0(H)ω1 ⊗ ω2,

où ω1 est une forme différentielle de degré C sur K/M invariante par K, et ω2 une
forme différentielle de degré r sur A invariante par A.

On en déduit que, si f est une fonction intégrable sur X ,∫
X

f(x) dm0(x) = c0

∫
K

∫
a/Γ

f(k expH · o) dk J0(H) dH,

où c0 est une constante positive.

Références. — [Hel84], [Tak94].
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IV.2. L’espace symétrique complexifié XC = UC/KC

La complexification KC du groupe compact K est un sous-groupe fermé de UC,
et (UC,KC) est une paire symétrique relativement à l’involution θ. L’espace quotient
XC = UC/KC est une variété complexe, c’est la complexification de l’espace symé-
trique X = U/K.

IV.2.1. Théorème. — Tout z ∈ XC s’écrit

z = g expH · o,

où g ∈ U , H ∈ a. Si g1 expH1 · o = g2 expH2 · o, alors il existe w ∈ W tel que
H2 = w ·H1. On peut choisir H ∈ (ia)+, et alors H est unique.

Pour démontrer ce théorème nous aurons besoin du lemme et de la proposition qui
suivent.

IV.2.2. Lemme. — Soit (G,K) une paire symétrique, et soit

g = k + p

la décomposition de Cartan de l’algèbre de Lie g de G. On suppose que G ⊂ GL(N,R)
est un groupe de Lie linéaire réel réductif, et que K = G ∩ O(N). On note g = k ⊕ p

la décomposition de Cartan de G. Soient X,Y ∈ p. Il existe un élément unique T ∈ p

tel que

expX = expT exp 2Y expT.

Démonstration. — Soit Z ∈ p défini par

exp 2Z = expY expX expY.

On vérifie que l’élément T ∈ p défini par

expT = exp−Y expZ exp−Y

convient.
Supposons que

expT1 exp 2Y expT1 = expT2 exp 2Y expT2.

On en déduit que

(expY expT1 expY )2 = (expY expT2 expY )2.

Or, si A et B sont deux matrices symétriques définies positives telles que A2 = B2,
alors A = B. Donc

expY expT1 expY = expY expT2 expY,

et par suite T1 = T2.
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IV.2.3. Proposition. — Soit (U,K) une paire symétrique compacte. L’application

U × p × k −→ UC,

(g, Y,X) 
−→ g expY exp iX,

est une bijection.

C’est même un difféomorphisme analytique.

Démonstration. — Tout élément γ ∈ UC admet une décomposition polaire unique

γ = g exp iZ (g ∈ U, Z ∈ u).

Il suffit donc de montrer qu’il existe Y ∈ p et X ∈ k uniques tels que

exp iZ = expY exp iX.

Puisque
exp iZ = (exp iZ)∗ = exp iX expY,

nous en déduisons que

exp 2iZ = exp iX exp 2Y exp iX.

L’involution de Cartan θ étant étendue en une involution holomorphe de UC,

exp
(
2idθ(Z)

)
= exp iX exp−2Y exp iX,

ou

(∗) exp 2Y = exp iX exp−
(
2idθ(Z)

)
exp iX,

ce qui permet d’éliminer Y :

exp 2iZ = exp 2iX exp−
(
2idθ(Z)

)
exp 2iX.

D’après le lemme IV.2.2 appliqué à la paire symétrique (UC, U), cette équation admet
une solution unique X , et Y est défini par (∗).

Démontrons maintenant le théorème IV.2.1. Soit z = γ · o. D’après la proposition
IV.2.3 il existe g0 ∈ U , X ∈ k, Y ∈ p uniques tels que

γ = g0 expY exp iX,

et, puisque exp iX ∈ KC,
z = g0 expY · o.

Il existe k ∈ K et H ∈ a+ tels que

Y = Ad(k)H.

Par suite
γ = g expH · o,

avec g = g0k ∈ U .
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Supposons que

g1 expH1 · o = g2 expH2 · o (g1, g2 ∈ U, H1, H2 ∈ a).

Cela implique qu’il existe g ∈ U , k ∈ K, X ∈ k tels que

expH1 = g expH2k exp iX

= (gk)
(
exp Ad(k−1)H2

)
exp iX.

D’après la propriété d’unicité de la proposition IV.2.3,

H2 = Ad(k)H1.

Si H1 est régulier, cela implique que k ∈M , et qu’il existe w ∈W tel que

H2 = w ·H1.

Par suite un domaine Ω ⊂ XC invariant par U est de la forme

Ω = U expω · o,

où ω est un ouvert de ia invariant par W .
À cette décomposition correspond une formule d’intégration que nous utiliserons

dans le chapitre V. Nous notons m une mesure sur XC invariante par UC.

IV.2.4. Théorème. — Soit f une fonction intégrable sur XC.∫
XC

f(z) dm(z) = c

∫
U

∫
(ia)+

f(g expH · o) dg J(H) dH,

où
J(H) =

∏
α∈∆+

sh 2〈α,H〉,

et c est une constante positive.

Démonstration. — La démonstration est analogue à celle du théorème IV.1.1. Pour
g ∈ U , a ∈ A, le point ψ(g, a) = ga · o ∈ XC ne dépend que de la classe gM ,

ψ(gm, a) = ψ(g, a) (m ∈M),

et nous pouvons considérer ψ comme application

ψ : U/M ×A −→ XC.

On peut identifier l’espace tangent à U/M en eM à l’espace l ⊕ p. Pour X ∈ l ⊕ p,
H ∈ ia,

(Dψ)(gM,a)(gX, aH) = ga
(
dπ ◦ Ad(a−1)X +H

)
· o,

où π est la projection π : UC → UC/KC. Avec les mêmes notations que celles que nous
avons utilisées dans la démonstration du théorème IV.1.1, si a = expH ,

dπ ◦ Ad(a)Y j
α = i sh〈α,H〉Zj

α,

dπ ◦ Ad(a)Zj
α = ch〈α,H〉Zj

α.
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On en déduit que, si ω est une forme différentielle de degré 2n su XC qui est
invariante par UC,

ψ∗ω = c1
∏

α∈∆+

sh〈α,H〉
∏

α∈∆+

ch〈α,H〉 ω1 ⊗ ω2

= cJ(H)ω1 ⊗ ω2,
où ω1 est une forme différentielle de degré C + n sur U/M invariante par U , et ω2
une forme différentielle de degré r sur A invariante par A. Le résultat annoncé s’en
déduit.

Soit f une fonction de classe C 1 dans un domaine Ω ⊂ XC. Pour Z ∈ uC on pose

∂Zf(z) =
∂

∂w
f(expwZ · z)

∣∣
w=0

(w ∈ C).

La fonction f est holomorphe dans Ω si, pour tout Z ∈ uC, ∂Zf(z) = 0 (z ∈ Ω).
Supposons que Ω soit un domaine qui rencontre X :

Ω ∩ X �= ∅.

Du théorème I.1.2 on déduit que si f est holomorphe dans Ω et nulle sur X , alors f
est identiquement nulle dans Ω.

Références. — [Las78a].

IV.3. Exemples

(1) U = SO(n + 1), K = SO(n). L’espace symétrique X = U/K s’identifie à la
sphère unité Sn de Rn+1,

X = {x ∈ R
n+1 | x20 + x21 + · · · + x2n = 1},

le point de base étant o = (1, 0, . . . , 0). L’espace p est l’ensemble des matrices

X =




0 −x1 . . . −xn
x1
... 0
xn


 (x1, . . . , xn) ∈ R

n.

Nous pouvons choisir pour a le sous-espace de dimension un a = RH0, avec

H0 =




0 . . . −1
... 0

...
1 . . . 0


 .

Si H = θH0,

expH =


cos θ − sin θ

In−1
sin θ cos θ


 .
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On vérifie que expH ∈ K si et seulement si θ = 2kπ (k ∈ Z), donc Γ0 = 2πZH0, et
le tore A0 est le cercle

A0 = {(cos θ, 0, . . . , 0, sin θ) | θ ∈ R}.

Le système des racines restreintes est ∆ = {α,−α} (α(iH0) = 1), et W = {±1}. On
choisira (ia)+ = {t(iH0) | t > 0}.

L’espace symétrique complexifié XC = UC/KC s’identifie à la quadrique complexe

XC = {z ∈ C
n+1 | z20 + z21 + · · · + z2n = 1}.

Les orbites de U dans XC sont les ensembles

Or = {z ∈ XC | ‖z‖2 = |z0|2 + · · · + |zn|2 = r} (r � 1).

Pour r > 1, Or est une sous-variété réelle de dimension 2n− 1. Les domaines de XC

qui sont invariants par U sont de la forme

Ω = {z ∈ XC | ‖z‖2 < ch 2t0} (t0 > 0),

et alors ω = {itH0 | −t0 < t < t0}, ou

Ω = {z ∈ XC | ch 2t1 < ‖z‖2 < ch 2t2} (0 < t1 < t2),

et alors ω = {itH0 | t1 < |t| < t2}.
(2) U = U(n), K = O(n). L’espace symétrique X = U/K peut être identifié à

l’ensemble des matrices unitaires symétriques

X = U(n) ∩ Sym(n,C),

le groupe U agissant comme suit

g · x = gxgT .

(Il peut aussi être identifié à la sous-variété des sous-espaces lagrangiens de R2n,
cf. [MT86], section 5.9.)

L’espace p est l’ensemble i Sym(n,R), et nous pouvons choisir pour a l’espace des
matrices unitaires diagonales. Avec ce choix

Γ =
{
iθ1

. . .
iθn


 ∣∣∣ θj ∈ πZ

}
,

A0 =
{
eiθ1

. . .
eiθn


 ∣∣∣ θj ∈ R

}
.

Le système des racines restreintes est ∆ = {αjk}, où αjk(H) = tj − tk si H =
diag(t1, . . . , tn). On choisira

(ia)+ = {diag(t1, . . . , tn) | t1 < · · · < tn}.
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L’espace symétrique complexifié XC = UC/KC s’identifie à l’ensemble des matrices
symétriques complexes inversibles

XC = {z ∈ Sym(n,C) | det(z) �= 0}.

Toute matrice symétrique complexe peut s’écrire

z = uduT ,

où u ∈ U(n), et d est une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont � 0.
Il en résulte qu’une orbite de U dans XC est un ensemble de matrices z ∈ XC telles
que le spectre de la matrice hermitienne z∗z soit fixé.

(3) Un groupe de Lie compact K peut être considéré comme un espace symé-
trique, K � X = U/K où U = K × K, et K est identifié au sous-groupe diagonal
{(k, k) | k ∈ K}. Le groupe U agit sur K comme suit, si u = (k1, k2),

u · x = k1xk−12 .

L’involution θ est donnée par

θ(k1, k2) = (k2, k1),

et
p = {(X,−X) | X ∈ k}.

Si t est une sous-algèbre de Cartan de k, alors

a = {(H,−H) | H ∈ t}

est un sous-espace de Cartan. Notons que

Γ = {(H,−H) | exp 2H = e},

et
A0 = {expH | H ∈ t}.

De plus ∆(uC, aC) � ∆(kC, tC).
L’espace symétrique complexifié XC est égal à KC. Tout élément g ∈ KC s’écrit

g = k1 exp iHk2,

où k1, k2 ∈ K et H ∈ t. Cette décomposition n’est autre que la décomposition de
Cartan pour la paire symétrique (KC,K).

IV.4. Représentations sphériques

Soit π une représentation irréductible de U dans un espace vectoriel complexe W .
L’espace W est de dimension finie. Il existe sur W un produit scalaire pour lequel π
est unitaire. La représentation se prolonge en une représentation holomorphe de UC,
qu’on notera aussi π, telle que

π(g)∗ = π(g∗).
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Rappelons que la représentation dérivée dπ est définie par

dπ(X) =
d

dt
π(exp tX)

∣∣
t=0

(X ∈ uC).

C’est une représentation de l’algèbre de Lie uC. Soit t une sous-algèbre de Cartan de u

contenant a, et notons Σ(uC, tC) le système de racines de la paire (uC, tC). Soit Σ+ un
système positif tel qu’une racine α ∈ ∆+ soit la restriction à aC d’une racine de Σ+.
Pour γ ∈ Σ notons u

γ
C

l’espace radiciel correspondant,

u
γ
C

= {X ∈ uC | ∀H ∈ tC, [H,X ] = γ(H)X}.

Un vecteur de plus haut poids de la représentation π est un vecteur v �= 0 de W tel
que, pour H ∈ tC,

dπ(H)v = λ(H)v,

où λ est une forme linéaire sur tC, et si X ∈ u
+
C

,

u
+
C

=
⊕
γ∈Σ+

u
γ
C
,

alors
dπ(X)v = 0.

La forme linéaire λ est le plus haut poids de la représentation π. Le sous-espace

W λ = {v ∈ W | ∀H ∈ tC, dπ(H)v = λ(H)v}

est de dimension un. Posons

W K = {v ∈ W | ∀ k ∈ K, π(k)v = v}.

IV.4.1. Proposition. — Soit (π,W ) une représentation irréductible de U .

dim W K = 0 ou 1.

Démonstration. — Supposons que dim W K � 1. Soient u ∈ W K (u �= 0), v ∈ W λ

(v �= 0). Si g = k expHn (k ∈ K, H ∈ a, n ∈ N),

(π(g)v|u) = eλ(H)(v|u),

et par suite (v|u) �= 0, car la restriction de π à G est irréductible. Ainsi la forme
linéaire u 
→ (u|v) (pour v fixé dans W λ) ne s’annule pas sur W K en dehors de 0,
donc dim W K = 1.

Une représentation irréductible (π,W ) est dite sphérique si dim W K = 1.

IV.4.2. Théorème. — Soit (π,W ) une représentation irréductible de plus haut poids λ.
Soit v un vecteur de plus haut poids. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La représentation π est sphérique.
(ii) Le vecteur de plus haut poids v est invariant par M .
(iii) Pour H ∈ b = t ∩ k, λ(H) = 0, et, pour H ∈ Γ, λ(H) ∈ 2iπZ.
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Démonstration
(a) Montrons que (i) implique (ii). Supposons que (π,W ) est sphérique. Soit

u ∈ W K (u �= 0) et m ∈ M . Si g = nak (n ∈ N , a ∈ A, k ∈ K), alors, puisque M
normalise N

(π(m)v|π(g)u) = (π(n)∗π(m)v|π(a)u)

= (v|π(a)u)

= (v|π(g)u).

Il en résulte que π(m)v = v.
(b) Montrons que (ii) implique (i). Supposons que v soit invariant par M . Si

g = nm expHn (n ∈ N , m ∈M , H ∈ ia, n ∈ N), alors

(π(g)v|v) = eλ(H)‖v‖2 > 0.

De la décomposition de Bruhat on déduit que, pour tout g ∈ G, (π(g)v|v) � 0. Posons

u =
∫
K

π(k)vdk,

où dk est une mesure de Haar de K. Le vecteur u est invariant par K. Montrons
qu’il n’est pas nul. La fonction k 
→ (π(k)v|v) est � 0 et est > 0 en k = e, donc son
intégrale, qui est égale à (u|v), n’est pas nulle.

(c) Montrons que (ii) implique (iii). Supposons que v soit invariant par M . Si
H ∈ b, pour tout t ∈ R, exp(tH) ∈M , donc

∀ t ∈ R, π(exp(tH))v = v, dπ(H)v = 0

et λ(H) = 0. Si H ∈ Γ, expH ∈M , donc

π(expH)v = v.

Par suite eλ(H) = 1 ou λ(H) ∈ 2iπZ.
(d) Montrons que (iii) implique (ii). Notons b l’orthogonal de a dans t, et Σ0

l’ensemble des racines γ ∈ Σ qui sont nulles sur aC.
L’algèbre mC se décompose en

mC = bC ⊕
⊕
γ∈Σ0

u
γ
C
.

Soient γ ∈ Σ0 ∩ Σ+, et X ∈ u
γ
C
. Puisque v est un vecteur de plus haut poids,

dπ(X)v = 0.

Si X ∈ u
−γ
C

, alors w = dπ(X)v vérifie

dπ(H)w =
(
λ(H) − γ(H)

)
w.

Montrons que λ− γ n’est pas un poids de la représentation π. Soit sα la réflexion par
rapport à l’hyperplan γ = 0. Puisque (λ|γ) = 0,

sα(λ− γ) = λ+ γ.
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Si λ − γ était un poids, λ + γ en serait un aussi, ce qui n’est pas le cas. Donc
w = dπ(X)v = 0. Puisque M = M0 exp Γ, pour tout m ∈M ,

π(m)v = v.

Le réseau P ⊂ ia des poids restreints est défini par

P = {µ ∈ a
∗ | µ(Γ) ⊂ 2iπZ}.

Pour π ∈ P la fonction H 
→ eµ(H) est invariante par Γ, donc définit un caractère χµ
du tore A0,

χµ(a) = eµ(H) (a = expH · o).
Un poids restreint µ ∈ P est dit dominant si

∀α ∈ ∆+, (µ|α) > 0.

On note P+ l’ensemble des poids restreints dominants.

IV.4.3. Théorème. — L’application qui à une représentation irréductible sphérique as-
socie son plus haut poids établit une bijection entre l’ensemble ÛK des classes d’équiva-
lence de représentations irréductibles sphériques et l’ensemble P+ des poids restreints
dominants.

C’est une conséquence du fait que l’application qui à une représentation irréductible
de U associe son plus haut poids est une bijection de Û sur l’ensemble des poids
dominants.

IV.5. Fonctions sphériques

Soit (π,W ) une représentation irréductible sphérique de plus haut poids restreint
λ ∈ P+. Soient u un vecteur K-invariant, unitaire : ‖u‖ = 1, et v un vecteur de plus
haut poids normalisé par la condition (v|u) = 1. Notons que∫

K

π(k)v dk = u,

∫
K

(π(k)v|v)dk = 1.

En effet le projecteur orthogonal P de W sur W K s’écrit

Pw =
∫
K

π(k)w dk.

Il existe une constante c �= 0 telle que

Pv = cu,

et
(Pv|v) = c(u|v) = c.

D’autre part P 2 = P , donc

(Pv|v) = ‖Pv‖2 = c2‖u‖2 = c2,

donc c = 1.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2003



146 J. FARAUT

La fonction sphérique ϕλ est la fonction définie sur U , et même sur UC, par

ϕλ(g) =
(
π(g−1)u|u

)
.

Elle peut être considérée comme une fonction sur XC invariant par KC. Des relations
d’orthogonalité de Schur il résulte que

‖ϕλ‖22 =
1
dλ
,

où dλ = dim W . (‖ϕλ‖2 est la norme de ϕλ dans L2(X ,m0), où m0 est la mesure sur
X qui est invariante par U et normalisée.)

Notons Hλ l’espace des fonctions holomorphes définies sur XC de la forme

fw(z) =
(
π(g−1)w|u

)
(w ∈ W , z = g · o, g ∈ UC).

En particulier fu = ϕλ. Notons ψλ la fonction définie sur XC par

ψλ(z) = fv(z) =
(
π(g−1)v|u

)
(z = g · o).

Cette fonction vérifie

ψλ(o) = 1,

ψλ(n expH · z) = e−λ(H)ψλ(z) (n ∈ NC, H ∈ aC).

La fonction sphérique ϕλ admet la représentation intégrale suivante

ϕλ(z) =
∫
K

ψλ(k · z)dk.

En effet la fonction f définie par

f(z) =
∫
K

ψλ(k · z)dk

appartient à Hλ, est invariante par K, et f(o) = 1. Ces propriétés caractérisent la
fonction sphérique ϕλ.

La décomposition d’Iwasawa d’un élément g ∈ G peut s’écrire

g = k expHn,

avec k ∈ K, H ∈ ia, n ∈ N . On note H = H (g). Ainsi, pour g ∈ G,

ψλ(g) = e〈λ,H (g−1)〉, ϕλ(g) =
∫
K

e〈λ,H (g−1k)〉dk.

Soit {vj} une base orthonormée de W constituée de vecteurs de poids restreints

π(expH)vj = eµj(H)vj (H ∈ a).

µj est un poids restreint de la représentation π, µj ∈ P (π) (j = 1, . . . , dλ). Décompo-
sons le vecteur u suivant la base {vj} :

u =
dλ∑
j=1

(u|vj)vj .
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Alors

π(expH)u =
dλ∑
j=1

eµj(H)(u|vj)vj ,

et

ϕλ(expH) =
dλ∑
j=1

e−µj(H)|(u|vj)|2.

Pour µ ∈ P (π) posons
aµ =

∑
µj=µ

|(u|vj)|2,

alors
ϕλ(expH) =

∑
µ∈P (π)

aµe
−µ(H).

C’est un polynôme de Laurent à coefficients positifs, qui est W -invariant, et

aµ � 0,
∑

µ∈P (π)
aµ = 1.

Puisque W λ est de dimension 1, et que (u|v) = 1,

aλ =
1

‖v‖2 .

On note ρ la demi-somme des racines restreintes positives,

ρ = 1
2

∑
α∈∆+

mαα.

IV.5.1. Proposition. — aλ = c(λ+ ρ), où c est la fonction d’Harish-Chandra.

Démonstration. — Rappelons la formule d’intégration suivante : si f est une fonction
intégrable sur K, invariante à droite par M ,∫

K

f(k)dk = c0
∫
N

f
(
k(n)

)
e−2ρ

(
H(n)

)
dn,

où dn est une mesure de Haar sur N , la constante c0 étant donnée par
1
c0

=
∫
N

e2ρ
(
H(n)

)
dn.

Appliquons cette formule à la fonction

f(k) =
(
π(k)v|v

)
.

Nous avons vu que son intégrale est égale à 1, et

f
(
k(n)

)
= ‖v‖2e−λ

(
H(n)

)
.

Finalement
aλ = c0

∫
N

e−(λ+2ρ)
(
H(n)

)
dn = c(λ+ ρ).

On en déduit les estimations suivantes.
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IV.5.2. Proposition. — Pour −H ∈ (ia)+,

c(λ+ ρ0)eλ(H) � ϕλ
(
exp(H)

)
� eλ(H).

Exemples

(1) Dans le cas de la sphère Sn = O(n + 1)/O(n), les poids restreints dominants
λ sont indexés par N. Ce sont les formes linéaires définies sur a par

λ(θH0) = imθ (m ∈ N)

(avec les notations de la section IV.3). On montre que

ψλ(x) = (x0 + ixn)m,

et que

ϕλ(exp θH0) =
Γ
(
n
2

)
√
π Γ

(
n−1
2

) ∫ π

0

(cos θ + i sin θ cosϕ)m(sinϕ)n−2dϕ

= P ν
m(cos θ),

où P ν
m est un polynôme ultrasphérique (ν = 1

2 (n−1)). Les polynômes ultrasphériques
P ν
m (pour ν > − 1

2 ) sont définis par les conditions :

• P ν
m est de degré m,

•
∫ 1
−1 P

ν
- (t)P ν

m(t)(1 − t2)ν−
1
2 dt = 0 si C �= m,

• P ν
m(1) = 1.

(2) Dans le cas où U = U(n) et K = O(n), l’espace symétrique X = U/K est
identifié à l’ensemble des matrices n×n unitaires et symétriques. Les poids restreints
dominants sont indexés par les suites d’entiers m = (m1, . . . ,mn) (mj ∈ Z), telles
que m1 � · · · � mn. Le poids restreint dominant associé à m est défini par

λ(H) = −2(m1t1 + · · ·mntn),

si H = diag(t1, . . . , tn). Les restrictions des fonctions sphériques au tore A0 sont des
fonctions de Jack :

ϕλ
(
diag(eiθ, . . . , eiθn)

)
= Pm(eiθ1 , . . . , eiθn).

Les fonctions de Jack sont orthogonales relativement au produit scalaire

(P |Q) =
∫ 2π

0

· · ·
∫ 2π

0

P (eiθ1 , . . . , eiθn)Q(eiθ1 , . . . , eiθn)
∣∣∣∏
j<k

sin
θj − θk

2

∣∣∣ dθ1 · · · dθn.
(3) Dans le cas du groupe U = K ×K, X = (K ×K)/K � K, les représentations

sphériques sont les représentations π = τ ⊗ τ , où τ est une représentation irréductible
de K. Si V est l’espace de la représentation τ , on peut identifier l’espace W de la
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représentation π à l’espace des endomorphismes de V , muni de la norme de Hilbert-
Schmidt. Le vecteur

u =
1√
dτ

Id

(Id est l’application identique de V , et dτ est la dimension de V ) est un vecteur
unitaire de W qui est invariant par K. La fonction sphérique correspondante est
égale à

ϕλ(x) =
1
dτ
χτ (x−1),

où χτ est le caractère de la représentation τ .

Références. — [Hel84], [Tak94].

CHAPITRE V

ANALYSE SUR LA COMPLEXIFICATION D’UN ESPACE
SYMÉTRIQUE COMPACT

Nous commençons ce chapitre par un rappel des résultats de base de l’analyse
harmonique sur un espace symétrique compact, puis nous exposons les résultats de
Lassalle sur les séries de Laurent. Dans la troisième section nous appliquons les ré-
sultats des chapitres II et III aux espaces hilbertiens de fonctions holomorphes sur la
complexification d’un espace symétrique compact. Finalement nous présentons dans
la dernière section un résultat récent de Stenzel [Ste99] concernant la transformation
de Bargmann-Segal sur un espace symétrique compact.

V.1. Séries de Fourier sur un espace symétrique compact

Soit X = U/K un espace symétrique compact, et soit (π,W ) une représentation
unitaire irréductible de U . Pour une fonction f intégrable sur U on pose

f̂(π) =
∫
U

f(g)π(g)dg.

(dg est la mesure de Haar normalisée de U .) C’est un endomorphisme de W , et la
transformation de Fourier f 
→ f̂(π) possède les propriétés de covariance suivantes :

L̂gf(π) = π(g)f̂(π)
(
Lgf(x) = f(g−1x)

)
,

R̂gf(π) = f̂(π)π(g−1)
(
Rgf(x) = f(xg)

)
.

Si f est invariante à droite par K, alors

f̂(π)π(k) = f̂(π) (k ∈ K);
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donc, si w est orthogonal à W K , alors f̂(π)w = 0. Par suite, si f̂(π) �= 0, la représen-
tation (π,W ) est sphérique, et f̂(π) est un opérateur de rang un de la forme

f̂(π)w = (w|u)Aπ (w ∈ W ),

où u est un vecteur unitaire K-invariant, et Aπ = Aπ(f) est un vecteur de W ,

Aπ(f) = f̂(π)u.

Notons que
Aπ(Lgf) = π(g)Aπ(f),

Aπ(f) =
∫
U

f(x)π(x)udµ(x).

Remarque. — Rappelons que dans le cas du groupe U = K ×K,

X � (K ×K)/K � K,
les représentations sphériques de U sont les représentations π = τ ⊗ τ , où τ est une
représentation irréductible de K. Si V est l’espace de la représentation de τ , l’espace
W de la représentation π s’identifie à l’espace des endomorphismes de V , muni de la
norme de Hilbert-Schmidt. Le vecteur

u =
1√
dτ

Id

est un vecteur unitaire de W qui est invariant par K. Le coefficient de Fourier Aπ(f)
d’une fonction f intégrable sur X � K s’écrit avec la définition que nous avons
donnée

Aπ(f) =
1√
dτ

∫
K

f(k)τ(k)dk =
1√
dτ
f̂(τ).

(dk est la mesure de Haar normalisée de K.)

Nous allons énoncer le théorème de Plancherel pour l’espace symétrique X = U/K.
Nous noterons m0 la mesure normalisée sur X qui est invariante par U .

Pour tout poids restreint dominant λ ∈ P+ on fixe une représentation sphérique
(πλ,Wλ) de plus haut poids restreint λ, et un vecteur unitaire uλ de Wλ qui est
invariant par K. On note dλ la dimension de Wλ, et Hλ l’espace des fonctions définies
sur X de la forme

fw(x) =
(
πλ(g−1)w|uλ

)
(w ∈ Wλ, x = g · o).

Pour une fonction f intégrable sur X on notera Aλ = Aλ(f) au lieu de Aπλ
= Aπλ

(f).

V.1.1. Théorème de Plancherel
(i) L2(X ) =

⊕
λ∈P+Hλ.

(ii) Si f ∈ L2(X ), f(x) =
∑

λ∈P+ dλ
(
πλ(g−1)Aλ(f)|uλ

)
(x = g ·o), la convergence

ayant lieu en moyenne quadratique, c’est-à-dire au sens de L2.

(iii)
∫

X
|f(x)|2 dm0(x) =

∑
λ∈P+

dλ‖Aλ(f)‖2.
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Nous allons aussi énoncer un théorème de convergence ponctuelle

V.1.2. Théorème
(i) Soit f une fonction continue sur X telle que

(∗)
∑
λ∈P+

dλ‖Aλ(f)‖ <∞.

Alors
f(x) =

∑
λ∈P+

dλ
(
πλ(g−1)Aλ(f)|uλ

)
(x = g · o),

la convergence étant absolue et uniforme sur X .
(ii) La condition (∗) est satisfaite si f est de classe C k, avec k > 1

2 dim X .

Si la fonction f est invariante (à gauche) par K, alors Aλ(f) est un vecteur de Wλ

invariant par K, donc proportionnel à uλ puisque dim W K
λ = 1 :

Aλ(f) = aλ(f)uλ (aλ(f) ∈ C),

et
aλ(f) =

∫
X
f(x)ϕλ(x) dm0(x).

La série de Fourier de f s’écrit alors

f(x) =
∑
λ∈P+

dλaλ(f)ϕλ(x).

Références. — [Hel84], [Tak94].

V.2. Séries de Laurent

Soit Ω un domaine U -invariant de XC, et soit O(Ω) l’espace des fonctions holo-
morphes sur Ω. Le groupe U opère dans O(Ω) par(

T (g)f
)
(z) = f(g−1z).

Nous allons voir que la décomposition de la représentation T ne fait intervenir que les
représentations sphériques de la paire (G,K).

Soit (π,W ) une représentation irréductible de U , et, pour f ∈ O(Ω), posons

F (z) =
∫
U

f(gz)π(g)dg (z ∈ Ω).

La fonction F est holomorphe à valeurs dans End(W ), et vérifie, pour z fixé, et pour g
dans un voisinage de UC,

F (gz) = F (z)π(g−1).

L’égalité est en effet vérifiée pour g ∈ U , et les deux membres sont des fonctions holo-
morphes de g. D’après le théorème I.1.2, il en résulte que F admet un prolongement
holomorphe à XC, et

F (g · o) = F (o)π(g−1).
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En particulier, si k ∈ K,
F (o) = F (o)π(k−1).

Par suite F (o) est nul sur l’orthogonal de W K . Si la représentation π n’est pas sphé-
rique, F (o) = 0, et F ≡ 0. Si π est sphérique de plus haut poids restreint λ, on notera
F = Fλ. Dans ce cas Fλ(o) est un opérateur de rang un,

Fλ(o)w = (w|u)Aλ(f) (w ∈ W ),

avec
Aλ(f) = Fλ(o)u.

De la relation
Fλ(g · o) = Fλ(o)πλ(g−1),

on déduit que
Fλ(g · o)w =

(
πλ(g−1)w|u

)
Aλ(f).

Puisque f est holomorphe, donc de classe C∞,

f(z) =
∑
λ∈P+

0

dλ Tr
(
Fλ(z)

)
,

et comme
Tr

(
Fλ(g · o)

)
=

(
πλ(g−1)Aλ(f)|u

)
,

la série s’écrit aussi

f(z) =
∑
λ∈P+

0

dλ
(
πλ(g−1)Aλ(f)|u

)
(z = g · o ∈ Ω, g ∈ UC).

C’est la série de Laurent de f .
Nous allons établir pour les coefficients d’une telle série de Laurent l’analogue des

inégalités de Cauchy.
Le domaine Ω peut s’écrire Ω = U exp iω · o, où ω ⊂ a est un ouvert invariant par

W . Pour un compact Q ⊂ ω invariant par W on pose

M(f,Q) = sup{|f(g expH · o)| | g ∈ U, H ∈ Q}.

Rappelons la définition de la fonction d’appui hQ d’un ensemble borné Q ⊂ a. Pour
une forme linéaire µ ∈ a∗ on pose

hQ(µ) = sup
H∈Q

µ(H).

Et rappelons les propriétés que nous utiliserons dans la démonstration du théorème
suivant. Pour deux ensembles bornés Q1 et Q2,

hQ1+Q2 = hQ1 + hQ2 ;

si Q̂ est l’enveloppe convexe de Q,

hQ̂ = hQ;
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si Q est la boule de centre 0 et de rayon R,

hQ(µ) = R‖µ‖.

V.2.1. Théorème(Inégalités de Cauchy). — ‖Aλ(f)‖ � M(f,Q)√
c(λ+ ρ)

e−hQ(−λ).

Démonstration. — De la relation
Fλ(g)w =

(
πλ(g−1)w|uλ

)
Aλ (g ∈ UC, w ∈ Wλ)

=
(
w|πλ(g∗−1)uλ

)
Aλ,

il résulte que
‖Fλ(g)‖ = ‖πλ(g∗−1)uλ‖‖Aλ(f)‖.

D’autre part
‖πλ(g∗−1)uλ‖2 =

(
πλ(g∗−1)uλ|πλ(g∗−1)uλ

)
=

(
πλ((g∗g)−1)uλ|uλ

)
= ϕλ(g∗g).

Si g = γ expH (γ ∈ U , H ∈ ω), alors g∗g = exp 2H , et

‖Fλ(γ expH)‖ =
√
ϕλ(exp 2H) ‖Aλ(f)‖.

Si H ∈ Q, alors
‖Fλ(g)‖ � M(f,Q),

donc √
ϕλ(exp(2H) ‖Aλ‖ � M(f,Q).

Si −H ∈ a+, d’après la proposition IV.5.2,

ϕλ(expH) � c(λ+ ρ)e−λ(H),

donc, pour H ∈ Q′ := Q ∩ (−a+),

‖Aλ(f)‖ � M(f,Q)√
c(λ+ ρ)

eλ(H).

Prenant le minimum du second membre pour H ∈ Q′, nous obtenons

‖Aλ(f)‖ � M(f,Q)√
c(λ + ρ)

e−hQ′(−λ).

V.2.2. Lemme. — Si λ ∈ P+, hQ′(−λ) = hQ(−λ).

Démonstration. — Soit X = wH (H ∈ Q′, w ∈W ). Alors

λ(X) = λ(wH) = w−1λ(H),

et µ = w−1λ est un poids de la représentation πλ. Donc, si H ∈ −a+,

λ(−X) = µ(−H) � λ(−H),

et
hQ(−λ) � hQ′(−λ).

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2003



154 J. FARAUT

Ce lemme permet d’achever la démonstration du théorème :

‖Aλ(f)‖ � M(f,Q)√
c(λ+ ρ)

e−hQ(−λ).

V.2.3. Proposition. — Soit f une fonction continue sur X , et soient Aλ(f) ses coeffi-
cients de Fourier.

(i) Pour que f ait une extension holomorphe dans un voisinage de X dans XC il
faut et suffit qu’il existe α > 0 et C > 0 tels que

‖Aλ(f)‖ � Ce−α‖λ‖.

(ii) Pour que f ait une extension holomorphe à XC il faut et suffit que, pour tout
α > 0, il existe Cα > 0 tel que

‖Aλ(f)‖ � Cαe
−α‖λ‖.

Démonstration. — Il existe des constantes A,M,B,N telles que

dλ � A(1 + ‖λ‖)M ,
1

c(λ+ ρ)
� B(1 + ‖λ‖)N .

(a) Supposons que

‖Aλ(f)‖ � Ce−α‖λ‖.

Soit 0 < ε < α, et soit ωε ⊂ a la boule de centre 0 et de rayon ε. Si z = g · o ∈ ωε,

dλ|(πλ(g−1)Aλ(f)|uλ)| � A(1 + ‖λ‖)Meε‖λ‖Ce−α‖λ‖.

Posons

f̃(z) =
∑
λ∈P+

dλ
(
πλ(g−1)Aλ(f)|uλ

)
(z = g · o).

Cette série converge uniformément sur tout compact du domaine Ω = U exp iω · o,
où ω est la boule ouverte de centre 0 et de rayon α, donc f̃ est holomorphe sur Ω, et
sa restriction à X est égale à f .

(b) Réciproquement, supposons que f admette une extension holomorphe à un
domaine Ω contenant X . Ce domaine contient un ensemble compact de la forme
U exp iQ · o, où Q est une boule fermée de centre 0 de rayon positif ε. D’après les
inégalités de Cauchy,

‖Aλ(f)‖ � M(f̃ , Q)√
c(λ+ ρ)

e−ε‖λ‖

� M(f̃ , Q)
√
B (1 + ‖λ‖)N/2e−ε‖λ‖.

(c) La démonstration de (ii) est analogue.
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V.2.4. Proposition(Formule de Gutzmer). — Soient f ∈ O(Ω), z ∈ Ω, z = γ · o. Alors∫
U

|f(g · z)|2dg =
∑
λ∈P+

0

dλ‖Aλ(f)‖2ϕλ(γ∗γ).

(dg désigne la mesure de Haar normalisée de U .)

Démonstration. — C’est une conséquence des relations d’orthogonalité de Schur. En
effet la série de Laurent de f s’écrit

f(g · z) =
∑
λ∈P+

0

dλ
(
πλ((gγ−1)Aλ(f)|uλ

)

=
∑
λ∈P+

O

dλ
(
πλ(g−1)Aλ|πλ(γ∗−1)uλ.

C’est une somme de fonctions orthogonales dans L2(U), et∫
U

|
(
πλ(g−1)Aλ(f)|πλ(γ∗−1)uλ)|2dg =

1
dλ

‖Aλ‖2‖πλ(γ∗−1)uλ‖2.

Nous avons vu au cours de la démonstration de la proposition V.2.1 que

‖πλ(γ∗−1)uλ‖2 = ϕλ(γ∗γ).

La formule annoncée s’en déduit.

Soit ω̂ l’enveloppe convexe de ω, et posons

Ω̃ = U exp ω̂ · o.

V.2.5. Théorème. — Soit f une fonction holomorphe sur Ω. Alors

f(z) =
∑
λ∈P+

0

dλ
(
πλ(g−1)Aλ(f)|uλ

)
,

la convergence étant uniforme sur tout compact de Ω. De plus la série converge uni-
formément sur tout compact de Ω̃, et sa somme est un prolongement holomorphe de f
à Ω̃.

Démonstration. — Soit Q un ensemble compact invariant parW contenu dans ω. Son
enveloppe convexe Q̂ est contenue dans ω̂. Soit ε > 0 tel que, si Bε désigne la boule
fermée de centre 0 et de rayon ε dans a, le compact Qε = Q+Bε soit contenu dans ω.
Soit z ∈ U exp Q̂ · o,

z = g · o, g = γ expH (γ ∈ U, H ∈ Q̂).

Observons que

‖πλ(g−1)‖ � ehQ̂(−λ).
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De cette inégalité et des inégalités de Cauchy (théorème V.2.1), nous déduisons la
majoration suivante

|
(
πλ(g−1)Aλ(f)|uλ

)
| � ehQ̂(−λ) M(f,Qε)√

c(λ+ ρ)
e−hQε (−λ).

Puisque hQ̂ = hQ et que

hQε(−λ) = hQ(−λ) + ε‖λ‖,
nous obtenons

dλ|
(
πλ(g−1)Aλ(f)|uλ

)
| � dλ√

c(λ+ ρ)
M(f,Qε)e−ε‖λ‖.

Il existe des constantes A,B,M,N telles que

dλ � A(1 + ‖λ‖)M ,
1

c(λ+ ρ)
� B(1 + ‖λ‖)N .

Finalement, pour g ∈ U exp Q̂,

dλ|
(
πλ(g−1)Aλ(f)|uλ

)
� A

√
BM(f,Qε)(1 + ‖λ‖)(M+N

2 )e−ε‖λ‖.

Par suite la série converge uniformément sur U exp Q̂.

Références. — [Las78b, Las78a].

V.3. Espaces hilbertiens invariants de fonctions holomorphes

Soit Ω un domaine de XC qui est invariant par U . Nous allons étudier les sous-
espaces hilbertiens de O(Ω) qui sont invariants par U . Pour cela nous allons utiliser
les résultats du chapitre III. L’involution θ associée à la paire (U,K) peut être étendue
en une involution antiholomorphe de UC, que nous noterons θ̃, et θ̃(KC) = KC. On
en déduit une involution antiholomorphe τ de XC : pour z = g · o ∈ XC (g ∈ UC), on
pose

τ(z) = θ̃(g) · o.
Tout point z de Ω s’écrit

z = γ expH · o (γ ∈ U, H ∈ ω),

et alors
τ(z) = θ(γ) expH · o.

Par suite τ(Ω) = Ω, et pour tout z ∈ Ω il existe g ∈ U tel que

τ(z) = g · z.
En effet g = θ̃(γ)γ−1 convient. Ainsi la condition (H) (cf. section 2 du chapitre III)
est vérifiée et, d’après le théorème III.2.6, l’action de U dans O(Ω), qui est définie par(

T (g)f
)
(z) = f(g−1 · z) (g ∈ U),

est sans multiplicité.
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Soit (πλ,Wλ) une représentation sphérique de la paire (U,K) de plus haut poids
restreint λ. Pour w ∈ Wλ posons

fw(z) =
(
πλ(g−1)w|uλ

)
(z = g · o, g ∈ UC).

La fonction fw est holomorphe sur XC et

|fw(z)| � ‖πλ(g−1)‖‖w‖.

Ainsi l’espace

Hλ = {fw | w ∈ Wλ},
muni de la norme ‖fw‖ = ‖w‖, est sous-espace hilbertien de O(XC). Il est invariant
par U et irréductible. Notons que

T (g)fw = fπλ(g)w (g ∈ U).

Le noyau reproduisant de Hλ est égal à

Kλ(z1, z2) = ϕλ(g∗2g1) (z1 = g1 · o, z2 = g2 · o).

Soit en effet {wj} une base orthonormée de Wλ. Les fonctions ψj = fwj constituent
une base orthonormée de Hλ, et

Kλ(z1, z2) =
dλ∑
j=1

ψj(z1)ψj(z2)

=
dλ∑
j=1

(
π(g−11 )wj |uλ

)(
π(g−12 )wj |uλ

)
=

(
π(g∗−12 )uλ|π(g∗−11 )uλ

)
= ϕλ(g∗2g1).

Nous allons voir que tout sous-espace hilbertien H ⊂ O(Ω) qui est irréductible est
égal à l’un des espaces Hλ. Pour cela il suffit de montrer que la représentation de U
dans H est sphérique. Soit λ le plus haut poids de cette représentation, et soit f un
vecteur de plus haut poids. La fonction f vérifie

dT (H)f = λ(H)f (H ∈ tC),

dT (X)f = 0 (X ∈ nC).

Fixons z0 = expH · o ∈ Ω (H ∈ ω). Notons que z0 est invariant par M . Pour
a ∈ exp aC, n ∈ exp nC voisins de l’élément neutre, z = na · z0 ∈ Ω, et, pour m ∈ M ,
puisque M normalise nC,

f(m · z) = f(mna · z0) = f(mnm−1a · z0) = f(a · z0) = f(z).

Ainsi f est invariante par M au voisinage de z0. La fonction f étant holomorphe et Ω
étant connexe, f est invariante par M . D’après le théorème IV.4.2 la représentation
de U dans H est sphérique.
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V.3.1. Théorème. — Soit H un sous-espace hilbertien de O(Ω) invariant par U .
(i) Soit λ ∈ P+. S’il existe w0 ∈ Wλ non nul tel que fw0 ∈ H , alors Hλ ⊂ H et

il existe une constante c = c(λ,H ) > 0 telle que

‖fw‖2H = c‖w‖2 (w ∈ Wλ).

(ii) Soient λ, λ′ ∈ P+ distincts tels que Hλ et Hλ′ ⊂ H . Alors Hλ et Hλ′ sont
deux sous-espaces orthogonaux de H .

(iii) Appelons spectre de H l’ensemble

Λ(H ) = {λ ∈ P+ | Hλ ⊂ H }.
Le noyau reproduisant de H est égal à

K (z1, z2) =
∑

λ∈Λ(H )

1
c(λ,H )

ϕλ(g∗2g1) (z1 = g1 · o, z2 = g2 · o).

Cet énoncé est essentiellement une reformulation des résultats présentés dans la
section 2 du chapitre III dans la situation particulière que nous considérons dans
cette section.

Soit Ω un domaine de XC invariant par U . Nous avons vu qu’il peut s’écrire

Ω = G exp(iω) · o.
Et soit p une fonction continue > 0 sur Ω qui est invariante par U . Notons B2(Ω, p)
l’espace de Bergman pondéré des fonctions holomorphes f sur Ω telles que

‖f‖2 =
∫
Ω

|f(z)|2p(z) dm(z) <∞,

où m désigne une mesure sur XC qui est invariante par UC. Nous savons que B2(Ω, p)
est un espace hilbertien de fonctions holomorphes. Nous allons donner une expression
de son noyau reproduisant. Rappelons la formule d’intégration suivante (théorème
IV.2.4) : soit f une fonction définie sur XC par rapport à la mesure m. Alors∫

XC

f(z) dm(z) = c

∫
U

∫
ia

f(g expH · o)dgJ(H)dH,

où
J(H) =

∏
α∈∆+

sh 2〈α,H〉,

et c est une constante positive.

V.3.2. Théorème. — Le noyau reproduisant de l’espace de Bergman pondéré B2(Ω, p)
est égal à

K(z1, z2) =
∑
λ∈P+

dλ
1
p̃(λ)

ϕλ(g∗2g1) (z1 = g1 · o, z2 = g2 · o),

où
p̃(λ) = c

∫
iω

p(expH · o)ϕλ(exp 2H)J(H)dH.
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Démonstration. — Il résulte de la formule de Gutzmer (Proposition V.2.4) que, pour
f ∈ O(Ω), ∫

Ω

|f(z)|2p(z) dm(z) =
∑
λ∈P+

dλp̃(λ)‖f̂(λ)‖2.

Par suite, avec les notations de la section V.3,

c(λ,H ) = dλp̃(λ),

où H = B2(Ω, p), et le résultat annoncé est une conséquence du théorème V.3.1.

V.4. Équation de la chaleur et transformation de Bargmann-Segal

Considérons d’abord le cas du groupe SO(2) � R/2πZ. L’équation de la chaleur
s’écrit

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
.

Le problème de Cauchy pour l’équation de la chaleur est le suivant : étant donnée une
fonction f continue sur R, périodique de période 2π, le problème est de déterminer
une fonction u continue sur [0,∞[ × R, périodique de période 2π en x, de classe C 2

sur ]0,∞[ × R, vérifiant

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
(
(t, x) ∈ ]0,∞[ × R

)
,

u(0, x) = f(x).

Ce problème de Cauchy admet une solution unique qui est donnée par un produit de
convolution :

u(t, x) =
1

2π

∫ 2π

0

γt(x− y)f(y)dy,

où γt est le noyau de Gauss du cercle R/2πZ,

γt(x) =
∞∑

n=−∞
e−n2teinx = 1 + 2

∞∑
n=1

e−n2t cosnx.

Le noyau de Gauss γt vérifie les propriétés suivantes :

γt(x) > 0,(1)

1
2π

∫ 2π

0

γt(x)dx = 1,(2)

∀ η > 0, lim
t→0

∫ π

η

γt(x)dx = 0.(3)

La solution u s’écrit aussi

u(t, x) =
∞∑

n=−∞
an(f)e−n2teinx,
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où les nombres an(f) sont les coefficients de Fourier de f ,

an(f) =
1

2π

∫ 2π

0

f(x)e−inxdx.

Pour t > 0 la fonction γt admet une extension holomorphe à C. En effet la série

γt(z) =
∞∑

n=−∞
e−n2teinz

converge pour tout z ∈ C, et γt est une fonction holomorphe sur C/2πZ. De même,
pour t > 0, la fonction x 
→ u(t, x) admet une extension holomorphe à C/2πZ.

Pout t > 0 fixé, la transformation de Bargmann-Segal Bt est l’application qui à
une fonction f ∈ L2(R/2πZ) associe la fonction holomorphe

F (z) = (Btf)(z) = u(t, z)

=
1

2π

∫ 2π

0

f(x)γt(z − x)dx

=
∞∑

n=−∞
an(f)e−n2teinz .

Soit γ1t (y) le noyau de Gauss de R,

γ1t (y) =
1

2
√
πt
e−y2/4t,

et posons, pour z = x+ iy,
pt(z) = 2γ12t(2y).

Soit Ft l’espace de Bergman pondéré des fonctions holomorphes F sur C/2πZ pour
lesquelles

‖F‖2t =
1

2π

∫ 2π

0

∫ ∞

−∞
|F (x+ iy)|2pt(y)dxdy <∞.

V.4.1. Proposition. — La transformation de Bargmann-Segal est un isomorphisme uni-
taire de L2(R/2πZ) sur Ft.

Démonstration. — Avec les notations précédentes

1
2π

∫ 2π

0

|u(t, x+ iy)|2dx =
∞∑

n=−∞
|an(f)|2e−2n2te−2ny.

La transformée de Fourier de γ1t est égale à e−µ2t :∫ ∞

−∞
γ1t (y)e−iµydy = e−µ2t (µ ∈ R),

et cette formule est valable pour µ ∈ C. Par suite, pour µ = −in,∫ ∞

−∞
pt(y)e−2nydy =

∫ ∞

−∞
2γ12t(2y)e

−2nydy = e2n
2t.
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Finalement

1
2π

∫ 2π

0

∫ ∞

−∞
|u(t, x+ iy)|2pt(y)dxdy =

∞∑
n=−∞

|an(f)|2 = ‖f‖2.

Le résultat annoncé s’en déduit.

Revenons maintenant à la situation générale. Pour pouvoir écrire l’équation de la
chaleur sur un espace symétrique compact X = U/K, nous allons d’abord définir
l’opérateur de Laplace. Considérons sur u un produit scalaire euclidien invariant par
la représentation adjointe : (

Ad(g)X |Ad(g)Y
)

= (X |Y ).

Ceci revient à dire que les opérateurs adX (X ∈ u) sont antisymétriques, ou aussi
que, pour X,Y, Z ∈ u,

([X,Y ]|Z) = (X |[Y, Z]).

On suppose de plus que dθ est une isométrie pour ce produit scalaire. Par exemple,
si u = u(n), le produit scalaire défini par

(X |Y ) = tr(XY ∗) = − tr(XY )

possède ces propriétés. Ce produit scalaire permet d’identifier u et son dual u∗. Si
{Ti} est une base de u on pose

gij = (Ti|Tj), (gij) = (gij)−1.

Si (π,W ) est une représentation de U on pose

Ωπ =
∑
i,j

gijdπ(Ti) ◦ dπ(Tj).

L’opérateur Ωπ ne dépend pas de la base choisie, et Ωπ commute à la représentation π,

Ωπ ◦ π(g) = π(g) ◦ Ωπ.

Si (π,W ) est une représentation C-linéaire, de dimension finie et irréductible, il ré-
sulte du lemme de Schur que Ωπ est un multiple de l’identité : il existe un nombre
complexe κπ tel que

Ωπ = κπ Id .

Si (πλ,Wλ) est une représentation irréductible sphérique de plus haut poids res-
treint λ, on notera

κπλ
= κ(λ).

Rappelons que ρ désigne la demi-somme des racines positives,

ρ = 1
2

∑
α∈∆+

mαα.

V.4.2. Proposition. — κ(λ) = −
(
‖λ‖2 + 2(ρ|λ)

)
.
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Démonstration
(a) La décomposition de u,

u = m ⊕ l ⊕ a ⊕ q

est orthogonale. Rappelons que l est l’orthogonal de m dans k, et q celui de a dans p.
On peut prolonger le produit scalaire euclidien (·|·) en un produit scalaire hermitien
sur uC. Pour H ∈ ia, les opérateurs adH sont autoadjoints. Il en résulte que les sous-
espaces radiciels uα

C
sont deux à deux orthogonaux. On construit une base orthonormée

de u en choisissant comme dans la démonstration du théorème IV.1.1 des vecteurs
Xj

α ∈ uα
C

tels que

– les vecteurs
Y j
α = 1

2 (Xj
α −Xj

−α)

constituent une base orthonormée de l,
– les vecteurs

Zj
α =

1
2i

(Xj
α +Xj

α)

constituent une base orthonormée de q.

On choisit de plus une base orthonorméeH1, . . . , Hr de a, et une base orthonormée
{Wj} de m.

On peut prolonger le produit scalaire en une forme C-bilinéaire symétrique β sur uC.
Avec la choix qui a été fait des vecteurs Xj

α on montre que

β(Xj
α, X

k
α) = 0, β(Xj

α, X
k
−α) = −2δjk.

De plus, pour H ∈ a,

β([Xj
α, X

j
−α], H) = β(Xj

α, [X
j
−α, H ])

= −α(H)β(Xj
α, X

j
−α) = 2α(H).

(b) Soit (π,W ) une représentation de dimension finie de U . Si {Ti} est une base
orthonormée de u, alors

Ωπ =
∑
i

(
dπ(Ti)

)2
.

Si la représentation est irréductible, pour tout vecteur v ∈ W ,

Ωπv =
∑
i

(
dπ(Ti)

)2
v = κπv.

Nous supposons que (π,W ) soit irréductible et sphérique. Soit λ son plus haut poids
restreint, et soit v un vecteur de plus haut poids. Pour H ∈ aC,

dπ(H)v = λ(H)v,

et, pour X ∈ mC + nC,
dπ(X)v = 0.

Pour H ∈ a,
λ(H) = −i(iλ|H).
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Par suite
r∑

j=1

(
dπ(Hj)

)2
v = −‖λ‖2v.

D’autre part(
dπ(Y j

α )
)2 +

(
dπ(Zj

α)
)2 = − 1

2

(
dπ(Xj

α)dπ(Xj
−α) + dπ(X−α)dπ(Xj

α)
)

= −dπ(Xj
−α)dπ(Xj

α) − 1
2 dπ([Xj

α, X
j
−α]).

De ces relations il résulte que, puisque λ([Xj
α, X

j
−α]) = 2(λ|α),

∑
α∈∆+

mα∑
j=1

((
dπ(Y j

α )
)2 +

(
dπ(Zj

α)
)2)
v = −

∑
α∈∆+

mα(λ|α)v = −2(λ|ρ)v.

Finalement
Ωπ = −

(
‖λ‖2 + 2(λ|ρ)

)
I.

Au produit scalaire que nous avons considéré sur u on associe un opérateur de
Laplace D sur X . Soit π la représentation de U dans C ∞(X ) définie par(

π(g)f
)
(x) = f(g−1 · x).

On pose
D = Ωπ.

C’est un opérateur différentiel du second ordre elliptique qui est invariant par U .
Considérons le problème de Cauchy pour l’équation de la chaleur

∂u

∂t
= Du,

u(x, 0) = f(x).

La donnée initiale f est une fonction continue sur X , et la fonction inconnue u est
continue sur [0,∞[ × X , de classe C 2 sur ]0,∞[ × X . Sa solution est unique et est
fournie par une convolution avec le noyau de Gauss γt de l’espace symétrique X qui
est défini pour t > 0 par

γt(g) =
∑
λ∈P+

dλe
tκ(λ)ϕλ(g).

La fonction γt est de classe C ∞ et même analytique. Elle est bi-invariante par K et
vérifie les propriétés suivantes :

γt(g) > 0,(1) ∫
U

γt(g)dg = 1,(2)

γs ∗ γt = γs+t,(3)

pour tout voisinage V de e, lim
t→0

∫
U�V

γt(g)dg = 0.(4)
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La solution du problème de Cauchy est donnée par la convolution suivante

u(t, x) =
∫
U

f(g)γt(g−1x)dg.

(La fonction f est considérée comme une fonction sur U invariante à droite par K.)
Si ∑

λ∈P+

dλ
(
πλ(g−1)Aλ(f)|uλ)

est la série de Fourier de f (qui peut ne pas converger), alors, pour t > 0,

u(t, x) =
∑
λ∈P+

dλe
tκ(λ)

(
πλ(g−1)Aλ(f)|uλ

)
.

D’après la proposition V.2.3, pour t > 0 la fonction γt admet une extension ho-
lomorphe à XC. De même pour t > 0 la fonction x 
→ u(t, x) admet une extension
holomorphe à XC.

La transformation de Bargmann-SegalBt (t > 0) associe à une fonction f ∈ L2(X )
la fonction Btf ∈ O(XC) définie par

Btf(x) = u(t, x).

Dans [Ste99] il est montré que Ft est un espace de Bergman pondéré. Nous allons
en donner une démonstration qui diffère sensiblement de l’originale.

Considérons le noyau de Gauss γ1t de l’espace riemannien symétrique non compact
Y = G/K. Il admet la représentation de Fourier suivante

γ1t (g) =
∫
ia

e−t(‖µ‖2+‖ρ‖2)ψµ(g)
dµ

|c(µ)|2 ,

où ψµ est la fonction sphérique de la paire (G,K) définie par

ψµ(g) =
∫
K

e〈iµ−ρ,H (gk)〉dk.

Notons que ∫
Y

γ1t (x)ψ−µ(x) dm1(x) = e−t(‖µ‖2−‖ρ‖2),

où m1 est une mesure sur Y invariante par G. La formule d’intégration suivante se
démontre comme celle que nous avons établie pour la mesure m sur X invariante
par G : ∫

Y
f(x) dm1(x) = c1

∫
K

∫
ia

f(k expH · o)dkJ1(H)dH,

où
J1(H) =

∏
α∈∆+

sh〈α,H〉dH,

et c1 est une constante positive. Nous supposerons que les mesures m et m1 sont
normalisées de telle sorte que c = c1. Ainsi

c

∫
ia

γ1t (expH)ψ−µ(expH)J1(H)dH = e−t(‖µ‖2+‖ρ‖2).
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Pour z = g expH · o ∈ XC (g ∈ U , H ∈ ia), posons

pt(z) = 2rγ12t(g exp 2H · o) (g ∈ U, H ∈ ia).

V.4.3. Théorème. — La transformation de Bargmann-Segal Bt est un isomorphisme
unitaire de L2(X ) sur l’espace de Bergman pondéré B2(XC, pt).

Démonstration. — Notons Ft l’image par Bt de L2(X ), et munissons Ft de la norme
définie par

‖F‖ = ‖f‖2 si F = Btf.

C’est l’espace des fonctions holomorphes sur XC de la forme

F (z) =
∫
U

f(g)γt(g−1z)dg

=
∑
λ∈P+

dλe
tκ(λ)

(
πλ(g−10 )Aλ(f)|uλ

)
,

où z = g0 · o (g0 ∈ UC), et f ∈ L2(XC). C’est un espace hilbertien invariant de
fonctions holomorphes sur XC dont le noyau reproduisant est donné par

Kt(z, w) =
∫
U

γt(g−1 · z)γt(g−1 · w)dg

=
∑
λ∈P+

dλe
2tκ(λ)ϕλ(g∗2g1)

= γ2t(g∗2g1) (z = g1 · o, w = g2 · o).

Déterminons maintenant le noyau reproduisant de B(XC, pt) en utilisant les théo-
rèmes V.3.1 et V.3.2. Calculons pour cela p̃t(λ) :

p̃t(λ) = c
∫
ia

pt(expH · o)ϕλ(exp iH)J(H)dH

= c2r
∫
ia

γ12t(exp 2H)ϕλ(exp 2H)J(H)dH.

Puisque J(H) = J1(2H),

p̃t(λ) = c
∫
ia

γ12t(expH)ϕλ(expH)J1(H)dH.

Pour H ∈ ia,

ϕλ(expH) = ψ−i(λ+ρ)(expH),

par suite

p̃t(λ) = e−2t(−‖λ+ρ‖2+‖ρ‖2)

= e2t(‖λ‖
2+2(λ|ρ)

= e−2tκ(λ).
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Par conséquent le noyau reproduisant de B2(XC, pt) est égal à

Kt(z, w) =
∑
λ∈P+

dλ
1

p̃t(λ)
ϕλ(g∗2g1)

=
∑
λ∈P+

dλe
2tκ(λ)ϕλ(g∗2g1)

= γ2t(g∗2g1) = Kt(z, w) (z = g1 · o, w = g2 · o).

Les espaces hilbertiens de fonctions holomorphes Ft et B2(XC, pt), ayant le même
noyau reproduisant, sont égaux.

Références. — [Hal94, Hal97a, Hal97b], [Ste99].
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