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Résumé — Dans ce cours, nous exposons les résultats de base sur le foncteur image
inverse en théorie des Z-modules. Aprés quelques généralités, nous donnons les pre-
miers résultats dans le cas d’un morphisme non caractéristique. Puis nous montrons
Pexistence d’équations fonctionnelles de Bernstein associées a une section d’un Z-
module holonome. Nous en déduisons que les foncteurs image inverse et cohomologie
locale préservent ’holonomie. Nous montrons ensuite que ces foncteurs commutent.
Enfin, nous étudions le morphisme canonique entre I'image inverse des solutions et
les solutions de I'image inverse. Ces résultats sont a la base de la notion d’irrégularité
d’un Z-module holonome.

Abstract (Inverse image in the theory of -Modules). — This course deals with basic
properties of the inverse image functor in Z-modules theory. After some generali-
ties, we give the first results in the case of a non-characteristic morphism. Then we
prove the existence of Bernstein functional equations associated with a section of an
holonomic Z-module. We deduce that the inverse image functor and the local coho-
mology functor preserve holonomicity. Moreover, we prove that these two functors
commute. Finally, we study the canonical morphism between the inverse image of
the solutions and the solutions of the inverse image. These results are at the origin
of the definition of the irregularity of a holonomic Z-module.
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2 PH. MAISONOBE & T. TORRELLI

Introduction

Le but de ce cours est de donner certains résultats de base sur I'image inverse de
systemes différentiels. Précisons le contenu de chacun des chapitres.

Chapitre I : Soit f : X — Y un morphisme entre deux variétés analytiques com-
plexes. Nous commencons par définir le foncteur image inverse f*, de la catégorie
des Zy-Modules a gauche vers la catégorie des Zx-Modules a gauche et Lf* son
foncteur dérivé. Comme (g o f)* = f* o g*, le calcul d’une image inverse se rameéne
aux calculs des images inverses de projections ou d’immersions par des sous-variétés.
Nous constatons que l'image inverse par une projection p est de nature triviale : p*
est un foncteur exact qui préserve la cohérence et ’holonomie. De plus, si M est un
2-Module a gauche cohérent, la variété caractéristique de p* M se déduit de celle de
M de fagon simple. L’image inverse par 'immersion ¢ d’une sous-variété contient donc
toute la difficulté.

Dans un systeme de coordonnées locales, Li* M est isomorphe & un complexe de
Koszul K*(M) associé & M. Nous constatons que lorsque M est algébriquement sup-
porté par l'image de i, K*(M) est le complexe de Koszul associé & une suite co-
réguliere. D’autre part, si M est un Module de type fini sur 'anneau des opérateurs
relatifs par rapport a l'image de i (voir le corollaire 1.3.3), K*(M) est le complexe de
Koszul associé a une suite réguliere. Dans ces deux cas, Li*M n’a donc de la coho-
mologie qu’en un seul degré. Nous terminons le chapitre en donnant le résultat tres
général suivant : si M et N sont des Zy-Modules a gauche :

Lf*M ®p Lf*N ~Lf*(M®p, N)

Chapitre II : Nous étudions ici 'image inverse d’'un Z-Module a gauche cohérent
par un morphisme non caractéristique, et ce d’'un point de vue algébrique. Si M est un
Px-Module a gauche cohérent et si ¢ : Y — X est 'immersion d’une sous-variété de
X, Y est non caractéristique pour M si I'intersection de la variété caractéristique de
M et du fibré conormal & Y est contenue dans la section nulle du fibré cotangent a X.
Par exemple, si Y est 'hypersurface d’équation ;1 = 0 dans C™, et si P est 'opéra-
teur (8/0z1)™ + A1(0/0x1)" "1 4.+ A, ol les A; sont des opérateurs différentiels
indépendants de (9/0x1), de degré inférieur ou égal & j, alors I'hypersurface Y est
non caractéristique pour le Zon-Module & gauche Pon /Pcn P. On montre alors que
I'image inverse par I'immersion ¢ d’une sous-variété non caractéristique est un fonc-
teur exact et préserve la cohérence. De plus, on obtient une majoration de la variété
caractéristique de i* M. Cette majoration est en fait une égalité. Nous donnons I’'idée
d’une preuve cohomologique de ce résultat. Le point clef de cette preuve est qu'un
P x-Module holonome admet une bonne filtration telle que les sous-modules de son
gradué soient tous de dimension dim X ; on en déduit alors une filtration de i* M telle
que gri* M ~i* gr M. Ces résultats s’étendent aux images inverses par un morphisme
non caractéristique. Comme application, nous donnons une condition nécessaire pour
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IMAGE INVERSE EN THEORIE DES 2-MODULES 3

qu’un produit tensoriel de Z-Modules a gauche cohérents (resp. holonomes) conserve
la cohérence (resp. 'holonomie). Pour cela, nous calculons la variété caractéristique
d’un produit externe, ce qui nécessite quelques techniques de divisions introduites
dans le cours de F. Castro et M. Granger. Nous définissons enfin les systemes de Cau-
chy généralisés relativement a l'hypersurface lisse de C™ d’équation x; = 0. Nous
montrons quun Zcn-Module a gauche cohérent est localement isomorphe a un sys-
teme de Cauchy généralisé s’il admet une bonne filtration dont le gradué soit un
C{x1,...,2n}[&, ..., & ]-module libre. Nous en déduisons que tout Pcn-Module a
gauche cohérent pour lequel I’hypersurface 1 = 0 est non caractéristique admet une
résolution locale de longueur 2n — 1 par des systémes de Cauchy généralisés.

Chapitre IIT : Soit X une variété analytique et f : X — C une fonction holo-
morphe. Dans ce paragraphe, nous montrons d’abord que toute section m d’un Mo-
dule holonome M admet localement une équation fonctionnelle non triviale du type
b(s)mf® € Dx|[slmfsT1 ol b est un polynéme d’une variable & coefficients complexes.
Nous en déduisons que si M est un Zx-Module a gauche cohérent, holonome en dehors
de 'hypersurface d’équation f = 0, il est holonome et de plus M[1/f] est un Module
holonome. Nous démontrons alors en toute généralité la conservation de 1’holonomie
par image inverse. En fin de chapitre, nous introduisons la notion de Z-Module spé-
cialisable le long d’une hypersurface lisse. Toute section m d’un tel Module vérifie
localement des équations du type b(x1(0/0z1))m € V_1(Z)m, ou b est un polyndme
non nul, 1 = 0 une équation locale de I'hypersurface et V_1(2) le terme de degré
—1 de la filtration croissante de & par le poids des opérateurs obtenue en donnant le
poids —1 & x4, le poids 1 & (9/dx1) et le poids 0 aux autres variables et dérivations
élémentaires. Si m est une section d’un Module holonome, nous obtenons une équation
de spécialisation directement & partir de ’équation fonctionnelle associée a maf{. En
particulier, tout Z-Module holonome est spécialisable le long de toute hypersurface
lisse.

Chapitre IV : Soit Y un sous-espace analytique d’une variété analytique X. Etant
donné un Zx-Module a gauche M, nous montrons que les &x-Modules I'jyjM et
M (xY') sont munis de structures naturelles de Zx-Modules & gauche. Nous définis-
sons ainsi deux foncteurs de la catégorie des Px-Modules a gauche : I'ly;—, fonc-
teur de cohomologie locale algébrique & support Y, et —(xY"). Nous en donnons les
premieres propriétés : itérations, comportement relatif au produit tensoriel, compo-
sition, triangle de Mayer-Vietoris. Lorsque Y est localement intersection complete,
nous représentons localement RI'[yjM par un complexe de Zx-Modules & gauche.
Nous calculons ensuite le triangle de cohomologie locale d’un systeme de Cauchy
généralisé. Nous montrons alors que la cohomologie locale conserve toujours ’holono-
mie et qu’elle préserve la cohérence si Y est une sous-variété non caractéristique. Nous
montrons ensuite que les foncteurs image inverse et cohomologie locale commutent :
Lf*RTy)M ~ RT[y-1y)Lf*M, pour tout morphisme f a valeurs dans X, pour tout
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4 PH. MAISONOBE & T. TORRELLI

sous-espace analytique Y et tout Zx-Module a gauche M. Le cas d’une projection est
simple. Pour une immersion, notre preuve utilise les structures de Z-Modules. Nous
terminons enfin le paragraphe en identifiant Li*M et RI'y )M pour tout Zx-Module
a gauche lorsque 7 : Y — X est 'immersion d’une sous-variété lisse.

Chapitre V : Soit f : X — Z un morphisme entre deux variétés analytiques.
En utilisant une résolution du bi-module Zx_,7, nous précisons une fleche natu-
relle pour tout couple (M, L) de Zz-Modules & gauche entre f~'R.#omg,(M,L)
et RAomag, (Lf*M,Lf*L). Si L = Oy, cette fleche, notée can(f, M), relie 'image
inverse des solutions holomorphes de M et les solutions holomorphes de 'image in-
verse. Nous montrons que si f est une projection, can(f, M) est un isomorphisme.
Sii:Y — X désigne l'inclusion d’une sous-variété lisse fermée et M un complexe
de Zx-Modules tel que RI'[yjM est a cohomologie Zx-cohérente, nous montrons
que le morphisme can(i, M) s’écrit can(i, M) = 6(M) o a(Y, M) ot a(Y, M) le mor-
phisme naturel R #omg, (M, Ox)y — RHomg, (R y|M,Ox)y et §(M) est un
isomorphisme naturel. Si de plus Y est non caractéristique pour M, nous montrons a
l'aide du théoreéme de Cauchy-Kovalevska classique que can(i, M) et a(Y, M) sont des
isomorphismes. Nous établissons ainsi que lorsque le morphisme f est non caractéris-
tique pour un Zz-Module & gauche cohérent M, les complexes f~1 R #omg, (M, Oyz)
et R omg, (Lf*M,Ox) sont isomorphes. Nous appliquons ce théoréeme pour mon-
trer que les groupes de cohomologie du complexe des solutions holomorphes d’un 2-
Module holonome vérifient des conditions de support. Ce résultat est utilisé dans le
cours de L. Narvaez-Macarro pour établir que le complexe des solutions holomorphes
d’'un Z-Module holonome est un faisceau pervers. Signalons que le morphisme «
garde un sens relativement a un sous-espace analytique et est utilisé dans le cours
de Z.Mebkhout pour définir les Modules holonomes réguliers. Apres avoir donné une
preuve du théoreme de Cauchy-Kovalevska, nous terminons ce paragraphe avec une
proposition utile pour comparer les solutions holomorphes relatives et absolues de
certains Z-Modules a gauche.

Nous remercions M. Granger pour ses remarques sur ce texte.

I. Définition et généralités

1. Définition. — Soit X une variété analytique complexe de dimension n. On dé-
signe par Ox le faisceau des fonctions analytiques sur X, Zx le faisceau des opérateurs
différentiels sur X, Zx(k), k € N, le terme d’ordre k de la filtration canonique de
Dx, et Mod(Zx) la catégorie des Zx-Modules & gauche.

Soit f : X — Y un morphisme entre deux variétés analytiques lisses. Le faisceau
Diff(f 10y, Ox) est le sous-faisceau filtré croissant du faisceau Homc(f 1Oy, Ox) :

Diff(f 'Oy, 0x) = | ] Dift*(f ' Oy, Ox)
keN
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IMAGE INVERSE EN THEORIE DES 2-MODULES 5

défini par les conditions suivantes :

. Diff’(f 1oy, Ox) = Homp-1p, (f~1Oy, Ox)

. un opérateur P appartient & Diffk(f’lﬁy, Ox), k € N*, si pour tout g € f~10y,
I’application :

[0y — Ox ; h— P(gh) — gP(h)

définit un opérateur de Diff* ! (f~10y, Ox).

Soit w un point de X. Plagons nous dans des systemes de coordonnées locales
centrés en w et f(w); le morphisme f est défini par :

f :C"— CP y L= (.’L‘17...,$n) — (yl = fl(‘r)v'-'?yp = fp(x))
Les opérateurs de Diffk(f_lﬁy7 Ox) se lisent :

Y ) (;’) (;)
ap) ol <k o Yr

a=(a1,...

avec an(r) € Ox. Comme Zx et Py sont par définition des sous-faisceaux de

Homc(Ox,0x) et Homc(Oy, Oy), on vérifie que Diff(f~10y, Ox) est naturel-

lement muni d’une structure de Zx-Module & gauche et de f~'%y-Module & droite.
D’autre part, posons :

Dx_y =Ox @p-1p, [ Dy
C’est un faisceau filtré croissant :

Ix—y =] Ox @10, 17 Dy (k)
keN

ou Py (k) est le terme d’ordre k de la filtration de 2y par le degré des opérateurs.

Constatons que I'injection canonique de Zx .y dans S#omc(f =10y, Ox) identifie
Dx_y et Diff(f‘lﬁ’y, Ox ) comme faisceaux filtrés. Le faisceau Px_,y est ainsi muni
d’une structure naturelle de Zx-Module & gauche et de f~*Zy-Module & droite. Dans
des systemes de coordonnées locales, la structure de Zx-Module & gauche est définie
par :
da "9 fj
ox;

d
oz, (a® P) =

8yj

ol a et P sont respectivement des sections de ﬁ x et f1Dy.

Définition 1.1 — Soient f : X — Y un morphisme de variétés analytiques lisses et M
un Yy-Module a gauche. On appelle image inverse de M, le Zx-Module a gauche :

'M = Dx_y Q¢-19, M

De plus, si ¢ : M — N est un morphisme de Zy-Modules a gauche, on définit
un morphisme naturel f*(¢): f*M — f*N. Ainsi f* est un foncteur additif exact a
droite de Mod(Zy) vers Mod(Zx).
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6 PH. MAISONOBE & T. TORRELLI

Remarquons que f*M est canoniquement isomorphe a Ox ®-14, f~'M comme
Ox-Module. L’image inverse d'un Zy-Module a gauche M peut donc étre définie
comme étant le Ox-Module Ox ®f-14, f ~1M muni de la structure de Zx-Module
a gauche définie en coordonnées locales par :

0

9 da "L of;

oll a et m sont respectivement des sections de Ox et f~1M.

D’autre part, si f est un isomorphisme, par transport des opérateurs différentiels, il
est facile de munir f~!M d’une structure de Zx-Module & gauche. De I'isomorphisme
entre Ox et f~!0y, on déduit un isomorphisme de Zx-Modules & gauche et de
[~ 19y-Modules a droite entre Zx_y et f~'%y. Dans ce cas, 'image inverse d’un
Py-Module & gauche M est naturellement isomorphe & f~1 M.

Soit g : Y — Z, un morphisme entre deux variétés analytiques complexes lisses.
Si M est un Zz-Module a gauche, alors f*g*M est isomorphe successivement a :

Ox @10y [T ' Dy @p-19y [0y @y-16, 9 ' Dz Rg-19, g~ M]
puis a :
Ox @p-19-10, [T 9 Dy @p-14-10, g™ M
On constate qu’il s’agit d’un isomorphisme de Zx-Modules a gauche. Ainsi le foncteur
(g o f)* est isomorphe au foncteur composé f* o g*.

Rappelons que la catégorie Mod(%y ) a assez d’objets plats. Les Zy-Modules plats
formant une famille acyclique pour le foncteur f*, cela assure ’existence du foncteur
dérivé :

Lf*: D™ (%) — D™ (Zx)
ou D™ (Zx) (resp. D~ (Py)) désigne la catégorie dérivée des complexes de Zx-
Modules (resp. Zy-Modules) bornés & droite. Comme %y est un Oy -Module locale-
ment libre (donc plat), pour tout Zy-Module plat M, le Module f~! %y Rf-1gy M
est f~10y plat. Ainsi, pour tout entier k et tout complexe M* de D~ (%y), nous
avons les isomorphismes :
LEf*M® ~ Tor’;_lﬁy (Ox, f~1M*)
De méme, si N est un Zz-Module & gauche plat, le (go f)~1Zz-Module (go f)~!N
est (go f)~10z plat. On en déduit alors que, pour k € N* :
Torl}?lﬁy(ﬁxa f_l(g*N)) = Tor?gof)*lﬁz(ﬁXv (go f)_lN) =0
Ainsi, si N est un Zz-Module a gauche plat, pour & > 0 :
L*f*(g*N) =0
et g* N est donc acyclique pour le foncteur f*. L’isomorphisme fonctoriel suivant s’en
déduit :
Lf*Lg" ~ L(go f)"

SEMINAIRES & CONGRES 8
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2. Image inverse par une projection. — Si Z est une variété analytique lisse,
nous noterons 7*Z son fibré cotangent et gr 7, le gradué de la filtration canonique
de Zz. Dans ce paragraphe, nous considérerons deux variétés analytiques complexes
lisses X et Y, et p: X XY — Y, le morphisme de projection.

Remarquons que, pour tout Zy-Module & gauche M, L¥p* M est nul pour k > 0,
puisque Ox xy est un p~ ' Oy-Module plat. Le foncteur :

P Mod(@y) — MOd(@XxY)

est donc exact.
Associons a p le diagramme commutatif naturel :
(SC, Y, 03 77) - (.’E, Y, 77) +—> (yv 77)

T(X x Y) ¢ L X x Y 5y TV L 7y

| L,

XXxY————X%xY ——Y

Proposition 2.1 — Le foncteur p* : Mod(%y) — Mod(Zx«y) est exact. De plus,
st M est un Py -Module a gauche cohérent de variété caractéristique car M, le Dx vy -
Module p* M est cohérent et sa variété caractéristique est Pp—*(car M).

Démonstration. — Soit (My)ren une bonne filtration de M. Du fait de la platitude
de Oxxy sur p~ 10y, pour tout k € N, 'application canonique :

ikt Oxxy @p-1gy P "My — Dxsy—y @p1g, p 'M;a@m—a®1e@m

est injective. Notons N son image. Il résulte de la définition de la structure de Zx xy-
Module de p*M que :

U Nk :p*M et QXXy(K)Nk CNk+z

keN
pour tout k, ¢ € N. La suite des Vi définit donc une filtration de p* M comme Px xy-
Module a gauche. Notons G le gradué de cette filtration. D’autre part, le faisceau
d’anneaux Ox vy @p-14, p~!gr Py s’identifie au quotient de gr Zx xy par JN, I’idéal
engendré par les symboles principaux des opérateurs nuls sur p~ !0y ; il est donc en
particulier gr Zx xy-cohérent. Par platitude, G est isomorphe a :

Oxxy @p-10, D gt M

ou gr M désigne le gradué de M. On constate que c’est un isomorphisme de gr Zx xy-
Modules. A l'aide d’une présentation de gr M, nous obtenons une suite exacte de
gr Px «y-Modules :

Oxxy @p-10y, D (gt Dy)* — Oxxy @p-10, p ' (gr Dy )"

— Oxxy Qp-16y pfl grM — 0
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8 PH. MAISONOBE & T. TORRELLI

On en déduit que G est un gr Zx «y-Module cohérent. Ainsi, (NV)ren est une bonne
filtration de p*M ; ce qui établit la cohérence de p* M (voir [Cimpal, th.1, p.119]).
On pourrait aussi établir cette cohérence plus directement a partir d’une présentation
de M.

Par ailleurs, 'anneau gr Zx xy se décompose en somme directe de C-espaces vec-
toriels :

gt Dxxy = I & (Oxxy @p-16y ™" gt Dy)

Ainsi I'a nnulateur dans gr Zx«y de G est engendré par 7 et par lannulateur
de G sur Oxyxy ®p-16, p~ ' grPy. Clest donc l'idéal de gr Zx.y engendré par
I et Oxxy ®p-16, p~ ' Anng, o, gr M. Pour voir ce dernier point, si A est un
anneau, on interprete ’annulateur d’'un A-module M comme le noyau du morphisme
naturel A — Hom (M, M) et on utilise la platitude de Ox xy sur p~10y et la cohé-
rence de p~! gr M. D’ou la proposition.

Si M est un Zy-Module a gauche, p*M se décrit en fait de fagon tres simple.
L’injection naturelle de p~' %y dans Zx«y permet de définir une injection :

Dxxy—y — Dxxy

dont I'image est isomorphe au quotient de Pxxy par 'idéal .# des opérateurs dif-
férentiels nuls sur p~ '@y . Ainsi, nous avons un isomorphisme de Zx xy-Modules &
gauche et de p~! Py -Modules a droite :

Dxxy—y = Dxxy /I
Le Zx «y-Module p* M est alors isomorphe & :
(Dxxy|F) @p-10y p ' M
En particulier, si M est le quotient de %y par un idéal J :
P (Dy/J) = Dxxy /(I + DxxyJ)

oll DxxyJ désigne I'idéal de Px xy engendré par p~'J.

3. Restriction & une sous-variété lisse. Calculs en coordonnées locales

Soient n et p deux entiers tels que 0 < p < n. Notons ¢ l'injection :
crr—C" ; (1‘1)-"—1’ cee 7'T'n) — (07 s ,071'p+1, cee ,Jﬁn)

On constate que :

@Cn
an— Ccrn = i_l—
! (1‘1,...,(Ep).@cn
Soit M un Ycn»-Module a gauche. Pour 1 < j < p, considérons les endomorphismes
C-linéaires de i~'M de multiplication & gauche par xj. Ces endomorphismes com-

mutent. Soit K*(M) leur complexe de Koszul. Son terme général est une somme
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IMAGE INVERSE EN THEORIE DES 2-MODULES 9

directe d’exemplaires de i "' M :

K (M) = D iTtMey, A Ney,
1< <SSP
pour 0 < k < p, et K (M) = 0 sinon. Les différentielles dj, : K—*(M) — K—*+1(M)
sont définies par :

k
dp(mes, Ao+ Nejy) = Z(fl)jmjmeil ARRRWA ezj A Aeg,
j=1
Dans le cas particulier ot M = Pgn, un calcul élémentaire établit que les endomor-
phismes de i 7' Z¢» de multiplication & gauche par les z; forment une suite réguliére
de i7'Pcn. Done K*(Zcn) est une résolution de i~ (%cn /(21 ..., 2,)Pcn) par des
i~! Pcn-Modules & droite libres. Il s’agit d'une résolution de i~ Zgn-Modules & droite
et de Dgn-p-Module a gauche. Nous en déduisons la proposition :

Proposition 3.1 — Si M est un Dcn-Module ¢ gauche, Li* M est quasi-isomorphe au
complexe de Koszul K*(M) des endomorphismes de i~ M de multiplication par Zj,

1<j<p

Ainsi, Li*Pcn s'identifie & Ygn-»_.cn, ou encore & i~ (Don/(z1, ..., 1) Pcn),
qui n’est pas un ZJgn-»-Module a gauche cohérent. L’image inverse d'un 2-Module
cohérent n’est donc pas toujours cohérente.

Ezemple 1 : Dcn-Modules supportés par {z1 = --- =z, = 0}. — Nous dirons qu’'un
Pcn-Module a gauche M est algébriquement supporté par 1 = - - - = x, = 0 si toutes
ses sections sont localement annulées par une puissance de l'idéal (z1,...,2,)0cn.

Corollaire 3.2 — Si M est un PDcn-Module o gauche algébriguement supporté par
x1=---=xp =0, les endomorphismes de i~'M de multiplication par 25, 1 <j<p,
forment une suite co-réguliere. Em particulier, Li* M est quasi-isomorphe au compleze
a un terme placé en degré —p :

{fuei™™M : zju=0 pour 1< j<p}[+p]

Démonstration. — Soit m une section locale de M. Par hypothese, il existe un entier
k tel que x¥m = 0. Comme l'opérateur (9/0x;)kzY — k! appartient & z1%cn, nous
en déduisons que m € x1 M. La multiplication a gauche par x; est donc surjective.
Le noyau de cette multiplication est un Zon-1-Module a gauche supporté par zo =

-+ =1, = 0. Une récurrence sur p permet donc de conclure.

Ezxemple 2 : Ycn-Modules relatifs a une sous-variété

Corollaire 3.3 — Soit M un Pcn-Module a gauche tel que pour toute section m de M
et pour tout entier k, 1 < k < p, il existe des opérateurs Py, annulant m de la forme :

a Tk 6 kal
P, = =— A —_— .
K (63%) + Ak <8xk) + + Ary ok
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10 PH. MAISONOBE & T. TORRELLI

ot les Aj sont des opérateurs différentiels indépendants de 0/0x1,...,0/0xy,. Les
endomorphismes de i~ M de multiplication par x5, 1 < j < p, forment alors une suite
réguliere. En particulier, Li* M est quasi-isomorphe au compleze a un seul terme placé

en degré O :
iTIM
¥y . '_1M
=1 Tt
Démonstration. — Soit m une section de M. Par hypothese, m est annulée par un

opérateur P; unitaire de degré r1 en (0/0x1). Constatons que si zym = 0, le crochet
[P, 21] = P21 —21 P; annule aussi la section m. Une récurrence sur r; établit alors que
m est nulle. La multiplication & gauche par 1 sur i ' M est donc injective. Comme le
quotient i 1M /x1i " M est un Pon-1-Module & gauche vérifiant la méme hypothese
que M pour tout entier k, 2 < k < p, le corollaire s’en déduit par récurrence.

Un résultat global. — Soient X une variété analytique complexe lisse et Z C X une
sous-variété (lisse) de codimension p. Nous noterons i : Z — X, linclusion de Z
dans X, et 77 C Ox, le faisceau d’idéaux des fonctions nulles sur Z.

Soit M un Zx-Module a gauche. On dit que M est algébriquement supporté par Z
si toute section de M est localement annulée par une puissance de l'idéal #z. Si M
est un Zx-Module a gauche cohérent, cette condition équivaut a ce que le support
de M soit contenu dans Z. Associons a notre situation le diagramme commutatif :

Tzel zueT X —Larex

N T

Proposition 3.4 — Soit M un Zx-Module a gauche, algébriquement supporté par Z,
une sous-variété (lisse) de codimension p. Alors le compleze Li*M n’a de la coho-
mologie qu’en degré —p. De plus, si M est Px-cohérent, de variété caractéristique
car M, le seul groupe de cohomologie non nul de Li*M est Dz-cohérent. Sa variété
caractéristique est ITl(car M).

Démonstration. — Cette proposition est de nature locale. 11 résulte du corollaire 3.2
que dans un systeme de coordonnées locales ot Z est définie par z; =--- =z, =0,
le complexe Li* M est isomorphe a :

{uei™*M : zju=0pour1<j<p}[pl

Notre proposition se déduit alors de [Cimpal, prop.18, p.129], en procédant par
récurrence sur l'entier p.

4. Produit tensoriel de Z-Modules et image inverse. — Soit X une variété
analytique lisse. Soient M et N deux Zx-Modules a gauche. Le produit tensoriel :
M Ko N

SEMINAIRES & CONGRES 8
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est naturellement muni d’une structure de Zx-Module a gauche. En coordonnées
locales, cette structure est définie par :

0 3}
8m(m®u):(axim)®u+m® !

aSCZ‘

pour toute section m (resp. u) de M (resp. N). On obtient ainsi un bi-foncteur :
Mod(Zx) x Mod(Zx) — Mod(Zx) ; (M,N)+— M ®g, N

Ce bi-foncteur donne naissance a un bi-foncteur dérivé :

D™ (2x)x D™ (Zx) — D~ (Zx) ; (M,N)+— M @5 N

Proposition 4.1 — Soient M et N des éléments de D~ (Mod(Zx)). Soit f: X — X
un morphisme de wvariétés analytiques. Il y a un isomorphisme naturel dans
D~ (Mod(2%)) :

Lf*M ®g_Lf*N ~ Lf*(M ®g, N)
Démonstration. — Soit P* (resp. S*) un complexe de Zx-Modules & gauche plats
isomorphe & M (resp. N). Ainsi :

Lf*(M @, N) = Lf*(P*®0,5°)°
ol (P*®g,S*)® désigne le complexe simple associé au complexe double P*®g, S°.
Chaque terme de ce complexe étant Ox-plat, il vient :

LI (P ®0,5%) = [*(P'®0,5")"
~ (O @f-10x [P )®04 (0% @105 [715°))°

Comme P* (resp. S*) est en particulier un complexe de &'x-Modules plats, le complexe
O Qp-10y [T1P* (vesp. O @p-16, f71S") est un complexe de &x-Modules plats.
On obtient donc :

Lf*(M ®g, N) = (03 @10y [T1P) Q4 (O @10y [71S7)
~ Lf*M @3}? Lf*N

II. Images inverses non caractéristiques

1. Restrictions non caractéristiques. Définition et exemples. — Soit X une
variété analytique complexe lisse et Y une sous-variété lisse de X. On désigne par
Ty X le fibré conormal a Y. C’est la sous-variété du fibré cotangent & X définie par :

Ty X ={(z,) €Ty X ; x €Y et ¢ nulle sur T,,Y'}

ou T, Y désigne I'espace tangent a Y en x. Remarquons que Ty X s’identifie & I'image
de la section canonique X — T*X.
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12 PH. MAISONOBE & T. TORRELLI

Définition 1.1 — Soit M un Zx-Module & gauche cohérent. La sous-variété Y de X
est dite non caractéristique pour M si :

car M NTy X C Tx X

ou car M désigne la variété caractéristique de M. Dans le cas contraire, nous dirons
que Y est caractéristique pour M.

Proposition 1.2 — Soit 0 — M’ — M — M"” — 0 une suite exacte de Dx-Modules
a gauche cohérents, et Y C X wune sous-variété lisse. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(1) Y est non caractéristique pour M
(2) Y est non caractéristique pour M’ et M"

Démonstration. — Cela résulte de I’égalité entre variétés caractéristiques :
car M = car M’ U car M"
Voir [Cimpal, prop. 14, p. 120].

Proposition 1.3 — Soit M un Px-Module & gauche cohérent et Y une sous-variété

lisse non caractéristique pour M. Notons i le morphisme d’inclusion de Y dans X.
Alors L¥i* M = 0 pour k # 0.

Démonstration. — Plagons-nous dans un systéme de coordonnées locales dans lequel :
Y={(z1,...,2,) €C"; 21 =+ =12, =0}
Soit 7w : (z,§) € T*C" — (2,&p+1,-..,&n). La restriction de m & car M est un mor-

phisme fini. Compte-tenu du caractere conique de car M, nous en déduisons qu’elle
admet des équations de la forme :

(gj)r +a1(m7£p+17'~'v£n)(§j)ril + - +ar(1’7£p+17~~,£n)7 1 g] <p7

ou les a¢(x,&pt1,-..,&,) sont des fonctions analytiques en x,&pt1,...,&,, polyno-
miales et homogenes de degré £ — ou nulles — par rapport aux variables &,41,. .., &,.
Il en résulte que, pour 1 < j < p, toute section m de M est localement annulée par
un opérateur de la forme :

9 T 9 ri—1
ni=(5) talag)

ol les A; ; sont des opérateurs différentiels indépendants de (0/0x;), de degré inférieur
ou égal a i et de symbole principal indépendant de &i,...,&,. Par un théoreme de
division, on en déduit que M est localement de type fini sur le sous-faisceau d’anneaux
de P dont les sections sont les opérateurs indépendants de 0/0z1,...,0/0x,. Les
germes de ce sous-faisceau d’anneaux sont des anneaux noethériens. Nous en déduisons
que nous sommes sous les hypotheéses du corollaire 1.3.3 et le résultat s’en déduit.
Une autre preuve consiste a traiter le cas d’'une hypersurface avec le corollaire 1.3.3

SEMINAIRES & CONGRES 8
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et d’utiliser la proposition I.1.6 pour procéder par récurrence. De plus, le corollaire
1.3.3 précise que (z1,...,x,) est une suite réguliere de i~*M et que i* M s’identifie &
i_lM/Zé’:l zji~ M.

A titre d’exemple, donnons maintenant un procédé simple pour construire des Zx-
Modules cohérents admettant une hypersurface lisse donnée comme hypersurface non
caractéristique.

Définition 1.4 — Un opérateur différentiel :

o T 9 r—1
P=(— A [ =— e+ A
<5$1> * 1(3171) e

ol les A; sont des opérateurs différentiels indépendants de (0/0z1), de degré inférieur
ou égal & j, est appelé opérateur de Cauchy le long de {z1 = 0} de degré r.

Proposition 1.5 — Soit P un opérateur de Cauchy le long de {x1 = 0} de degré r.
Alors Uhyperplan {x1 = 0} est non caractéristique pour le Pon-Module & gauche
cohérent M = Dcn [PDen P. De plus, sii désigne Uinclusion de {x1 = 0} dans C™,
alors Uimage inverse de M par i est canoniquement isomorphe ¢ (Pon-1)".

Démonstration. — Désignons par (z,£) = (z1,...,%n,&1,.-.,&n), les coordonnées
canoniques de T*C". L’opérateur P s’écrit :

o T 9 r—1

olt Aj = 374 ¢; Cal®1,. ., 20)(0/022)*? -+ (0/0xy)*" pour 1 < j < r. Alnsi, le
symbole principal o(P)(z,£) est un polynéme homogene en ¢ de degré r, unitaire
en &;. Remarquons que la variété caractéristique de M est :

{(z,6) e T"C" ; o(P)(x,¢) =0}

On en déduit facilement que I’hyperplan {z; = 0} est non caractéristique pour M.
D’apres le corollaire 1.3.3, 'image inverse de M est donc isomorphe & i~ M /xyi~ ' M.
Pour 1 < j < r, posons :

g,,zc@x x)iaz...i%
T R N oxy,
o <
On obtient facilement I’isomorphisme canonique :
Den-1[0/011]

i M JzyiT M - _
Don—1 ((8/81’1)7 + A (8/81‘1)7‘—1 4+t AT)

D’ou le résultat, ce dernier Ycn-1-Module étant clairement canoniquement isomorphe

A (Dgn)"
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14 PH. MAISONOBE & T. TORRELLI

Cohérence et variété caractéristique. — Notons i : Y — X linclusion de Y dans X.
Considérons le diagramme naturel entre fibrés cotangents suivant :

Ty el v w T x — ey

N

Proposition 1.6 — Soit M un Px-Module & gauche cohérent, de variété caractéris-
tique car M. Si 'Y est non caractéristique pour M, l'image inverse i*M est un Dy -
Module a gauche cohérent et sa variété caractéristique vérifie linclusion :

cari*M C Ii ' (car M)

Démonstration. — La question est locale. En utilisant la fonctorialité de l'image
inverse, on vérifie qu'il suffit d’établir cette proposition dans le cas ou Y est ’hyperplan
d’équation {z; = 0} dans X = C™. Dans ce cas, toute section m de M est alors annulée
localement par un opérateur de Cauchy le long de {1 = 0}. Sur un voisinage U d’un
point de {x; = 0}, & partir d’un systéme de générateurs de M|y, nous pouvons donc
construire une suite exacte de Zyy-Modules a gauche :

~ 9y
—>M‘U—>0
2 7P,

ou les P; sont des opérateurs de Cauchy le long de {1 = 0}. L’hypersurface d’équa-
tion {x; = 0} étant encore non caractéristique pour ker ¢ (proposition 1.2 et propo-
sition 1.5), & diminuer 'ouvert U, on obtient une suite exacte :

r

. 9y Dy
— — M|y — 0
kZ::l Dy Qr Z Dy Pj lv

ou les Q, sont des opérateurs de Cauchy le long de {1 = 0}. Par exactitude (a droite)

Jj=1

du foncteur image inverse et compte-tenu de la proposition 1.5, nous en déduisons
Iexactitude de la suite de Zyny-Modules a gauche :

(Dyov)=i=1 T — (Dyay)=i=tP — (i*M)|yoy — 0

ou p; (resp. gx) est le degré en (0/0z1) de l'opérateur P; (resp. Q). D’ou la cohérence
de i* M.

Munissons 2y /Py P; de la filtration quotient naturelle. Notons (M|y(k)), la fil-
tration de M|y induite par ¢. On consideére la filtration de (i*M)|yny dont le terme
d’ordre k est l'image de i*(M|y(k)) dans (i*M)|yny par le morphisme naturel.
C’est celle induite par la filtration de i*(Zy /%y P;) dont le terme d’ordre k est
*((Pv/%v P;)(k)). Comme c’est une bonne filtration de Zyny-Module, la filtration
de i*M|yny est également bonne. D’autre part, il résulte de I’hypotheése sur M que
i*(gr M|y) est un gr Z|yny-Module cohérent. Un calcul de géométrie analytique nous
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apprend alors que la variété des zéros de lannulateur dans gr Z|yny de i* gr M|y
est exactement [ Tl(car M). L’inclusion cherchée résulte alors du morphisme naturel
surjectif de (gr 2)|ynu-Modules :

i"grM|yny — gri*M|yny — 0

Théoréme 1.([K3], [K4]). — Soit M un Px-Module & gauche cohérent, de variété
caractéristique car M. Si 'Y est non caractéristique pour M, le Dy -Module i* M est
cohérent, de variété caractéristique :

cari*M = Ii ' (car M)

Démonstration. — Donnons 'idée d’'une démonstration cohomologique de ce résultat
(inspirée de celle donnée par J.E.Bjork dans [Bj]). La proposition est de nature locale
et, toujours par fonctorialité, il suffit de montrer la proposition dans le cas ou Y est
Ihyperplan d’équation {z; = 0} dans X = C".

Commengons par montrer le résultat sous I’hypothese A : le Zx-Module M admet
une bonne filtration telle que la multiplication par x; : gr M — gr M est injective.
Reprenons les filtrations de M et i* M définies a la fin de la preuve de la proposition
précédente. Sous I'’hypothese A, on vérifie facilement que le morphisme naturel :

ifgrM — gri*M

est un isomorphisme, d’ou la proposition.

Prouvons ensuite le théoréme sous I’hypotheése B : le Zx-Module M admet une
bonne filtration telle que les sous-modules du gradué gr M ont la méme dimension. Si
la multiplication par z1 : gr M — gr M n’était pas injective, car M aurait d’apres 1’hy-
pothese d’équidimensionalité une composante irréductible A supportée par {1 = 0}.
Cette composante étant involutive par rapport a la 2-forme canonique de 7% C", 'idéal
des fonctions nulles sur A serait invariant par dérivation par rapport & &;. La com-
posante A serait définie par un idéal engendré par x; et des fonctions indépendantes
de &1, et 'hyperplan {z; = 0} serait caractéristique pour M. L’hypothése B entraine
donc I'hypothese A et la proposition.

Prouvons maintenant le théoréme sous ’hypothese C : tous les sous-Modules de M
ont la méme codimension k. On rappelle [Cimpal, p.151] que la codimension de M
est le plus petit des entiers i tels que, localement, é"aﬁti@(M , 2) soit différent de zéro.
En utilisant la suite spectrale de bidualité [Cimpal, p. 151], on en déduit que M est
un sous-Module de

ERE = guth (&xth (M, 2), D)
Utilisons une bonne filtration de &xth, (M, 2). Le Module E** admet alors [Cimpal,
p.146] une bonne filtration dont le gradué est un quotient d’un sous-module de
gztgr@(gr Eutt (M, 2),gr 7). La codimension de gr &xth, (M, ?) est k. Par un ar-
gument d’algebre commutative que nous admettrons, on peut affirmer que tous les
sous-Modules de éaxt’gcr@(gr Exth (M, ), gr Z) ont la méme codimension k. Il en est
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donc de méme du gradué de E**. La bonne filtration sur E** induit alors une bonne
filtration sur M. Le gradué de M pour cette filtration étant alors un sous-Module
du gradué de E** nous sommes donc sous I'hypotheése B. La proposition est donc
prouvée sous 'hypothese C.

Terminons la preuve du théoreme. Pour tout entier j, notons M; C M, le plus
grand sous-Module cohérent de codimension supérieure ou égale a j. Son existence
est montrée dans [Cimpal, th.9, p.152]. Soit £ € N, le plus grand entier tel que M,
soit non nul. Considérons la suite :

0— My — M — M/M;—0

L’hyperplan {1 = 0} étant non caractéristique pour ces trois Z-Modules, nous avons
donc la suite exacte de Zy-Modules :

0 — "My —i*M —i*M/My — 0

Elle est vraie pour My, et par récurrence sur ¢, pour M/M;, 1 < j < {. La proposition
résulte alors des égalités :

cari*M = cari* M, U cari*M /M,
Ii H(car M) = Ii '(car My) U If_l(car M/ M)

De plus, comme tout Module holonome vérifie I'hypothese C, la remarque suivante
résulte de cette preuve.

Remarque 1.8 — Soit M un ZYc»-Module a gauche holonome. Si la sous-variété Y
d’équations zq; = --- = x, = 0 est non caractéristique pour M, il existe une bonne
filtration de M telle que (z1,...,z,) soit une suite réguliere pour le gradué gr M.
La restriction ¢*M de M a Y possede alors une bonne filtration dont le gradué est
isomorphe a i* gr M.

Remarque 1.9 — Notons que sous les hypotheéses du théoreme 1.7, nous avons établi
dans sa preuve que dim([f1 (car M)) = dim(car M)—codim Y. Ainsi, dim(cari*M) =
dim(car M) — codim Y.

2. Images inverses non caractéristiques. — Soit f : X — Y un morphisme
entre deux variétés analytiques complexes lisses. Associons & f le diagramme naturel
entre espaces cotangents :

F v T
T X +—— X Xy T*Y —— T*Y

S SV

Définition 2.1 — Soit M un Yy-Module & gauche cohérent. Notons car M sa variété
caractéristique. On dit que le morphisme f est non caractéristique pour M si 'une
des trois conditions suivantes est vérifiée :
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« La restriction de F' a 771(car M) est finie (c’est-a-dire propre a fibres de cardinal
fini).

. La restriction de F' a fﬁl(car M) est a fibres de cardinal fini.

« Si Gy est le graphe de f dans X x Y :

T, X xY n{(z,y,0,m); (y,n) € car M} C Tx oy X XY

L’équivalence de ces définitions se montre en utilisant que car M est conique re-
lativement aux fibres du fibré cotangent & X. Remarquons que la derniére condition
signifie exactement que le graphe de f est non caractéristique pour 7*M, 7 étant la
projection de X x Y sur Y. Factorisons le morphisme f a travers son graphe :

X xxy Ty
r— (z, f(x)) ; (2,y) —y

Le théoreme suivant résulte alors de la proposition 1.3, du théoreme 1.7 et de la
proposition I 2.1.

Théoréme 2.3[K3]). — Soient f : X — Y un morphisme entre deux variétés analy-
tiqgues complexes lisses et M un Py -Module a gauche cohérent. Notons car M la variété
caractéristique de M. Supposons que f est non caractéristique pour M. Alors :

(1) Lf*M ~ f*M

(2) f*M est un Px-Module & gauche cohérent, de variété caractéristique :

F?_l(car M)

3. Systemes de Cauchy généralisés. Définition et premiers résultats

Définition 3.1 — Soit U un ouvert de C™. Soient m, 71, ..., T, des entiers naturels
non nuls; notons N € N* la somme r; + - - - + 7. Soit p(1) < --- < p(m), une suite
strictement croissante d’entiers. Soit A une matrice N x N & coefficients dans 9y
indépendants de (0/9z1), formée de blocs A; ; de taille r; x r;, 1 < 4,5 < m, dont les
coefficients ont leur degré inférieur ou égal & p(i) — p(j) + 1. Par convention ¢ (resp. j)
désigne l'indice de la ligne (resp. de la colonne). Le Zy-Module a gauche cohérent :

(2v)V
(20)N((0/0z1)IdN —A)

est appelé systéme de Cauchy généralisé (le long de {z1 = 0}).

M(A) =

Ezemple : N =3, m=3,r1=ro=r3=1,p(1) =0, p(2) =2, p(3) =3
La matrice :
P
CEn el s
(3er) (g)” +1 g +355;
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définit un systeme de Cauchy. Munissons (Z2¢)” de la filtration décalée dont le terme
d’ordre k est :

F¥(u)N = (Du(k = p(1))"™* x -+ x (Zu(k — p(m)))™

pour k € N. Remarquons que la condition portant sur A est la condition nécessaire
et suffisante pour que le produit & droite par A envoie F*(Zy)N sur FF1(9y)N.
On munit alors M(A) de la filtration (F*M(A))ken induite par (F*(Zy)N)ren.
Considérons la suite exacte de Z-Modules & gauche :

v x(8/0z, — A)

(+) 0— (Zv) (Z0)N = M(A) — 0

ou x(9/0x1 — A) désigne la multiplication & droite par (9/0x1) Idy —A et 7 le passage
au quotient. Munis des filtrations F'*, ces morphismes sont respectivement de degré
+1 et 0. Pour r € Z, notons gr Zy[r] le gr Zy-Module gradué dont les éléments
homogenes de degré k sont les symboles principaux des opérateurs de degré k —r. La
suite exacte () induit le complexe de gr Zy-Modules :

m — m

(k%) 0— G}l(gr Dulpi + 1)) M G}l(gr Dulpi))"t — et M(A) =0
1= 1=

ol 0(A) est la matrice formée des blocs o(A4; ;) dont les coefficients sont les symboles

de degré p(i) — p(j) +1 de A;; et x(& — o(A)) est la multiplication & droite par

la matrice & Idy —o(A). On vérifie alors que la multiplication par £ Idy —o(A) est

injective. Nous laissons au lecteur le soin de montrer ’exactitude au milieu de la suite

() qui est donc une suite exacte de gr Zy-Modules. Nous en déduisons alors que la

racine de 'annulateur de grf” M (A) est égale a :

Vdet(& 1d —o(A)) gr Zu

Ainsi la variété caractéristique de M (A) est définie par I’équation :

det (¢ Tdy —o(A)) =0

qui est un polynome homogene en &1, ...,&, de degré N, unitaire en &;. L’hyperplan
d’équation {z1 = 0} est donc non caractéristique pour M (A). De plus, grf” M(A) est
un Oy &, . .., Ex]-Module libre. Nous avons montré la proposition :

Proposition 3.2 — Soit M (A) un systéme de Cauchy le long de {x; = 0}.

(1) L’hyperplan d’équation {x1 = 0} est non caractéristique pour M(A).

(2) Le gradué gr™ M(A) pour la filtration F*M(A) associée ¢ M(A) est un
Ouléa, ..., &n]-Module libre.

Résolution locale par des systemes de Cauchy. — Reprenons les notations et défini-
tions précédentes. Nous allons préciser quelques résultats sur les restrictions locales a
des hypersurfaces non caractéristiques.

Proposition 3.3 — Soit M un Pcn-Module cohérent muni d’une bonne filtration. Soit
gr My la fibre a lorigine du faisceau gr M .
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a) Les assertions suivantes sont équivalentes :
o Le C{x1,..., 20}, ..., &]-module gr My est de type fini
« Au wvoisinage de Uorigine, hypersurface d’équation {x; = 0} est non ca-
ractéristique pour M.
b) Sile C{z1,...,zn}[E2, ..., &n]-module gr My est libre de type fini, M est locale-
ment isomorphe a un systeme de Cauchy généralisé le long de {x1 = 0}.

Démonstration. — Le point a) résulte du fait que 'hypothése non caractéristique se
traduit par l'existence de polynémes unitaires en la variable £; dans 'annulateur du
gradué de M. Prouvons le point b). Supposons que gr My soit un module libre de type

fini sur C{x1,...,2,}&a, ..., &) Soit &1, ...,en une base homogene de gr My. Quitte
a réordonner les indices, il existe des entiers non nuls m, r1,...,r,, € N* et une suite
d’entiers strictement croissante p(1) < --- < p(m) tels que pour tout k, 1 < k < m,

le vecteur €, 4.4y, ,+; €st homogene de degré p(k) pour tout entier j, 1 < j < ry.
Alors &1¢; s’exprime comme combinaison linéaire homogene des €; a coefficients dans

C{xy1,...,xn}&, ..., &) Ainsi gr My admet une présentation graduée :
0 — D (er Zon[p(y) + 1) — D (er Zor (1)) — grMo — 0
j= j=

Il résulte de la liberté de gr M, que cette suite est exacte. Relevons les ¢; en des
éléments e; de M. Ces sections engendrent My, germe a l'origine du Zan-Module M.
On obtient la présentation :

v x(0/0z1 — A)

0 — (gcn’o) (90"70)]\] — MO — 0

ou N € N* est la somme 1 + - - -+ 1, et A est obtenue en relevant les relations entre
les ;. On vérifie qu'il s’agit d’une suite exacte et que la matrice A a les propriétés
de la définition 3.1. La fibre & l'origine de M est donc isomorphe & un systeme de
Cauchy. La cohérence de M permet de déduire I'isomorphisme attendu.

Proposition 3.4 — Soit M un Pcn-Module d gauche cohérent pour lequel I'hyperplan
H d’équation {x1 = 0} est non caractéristique. Alors, localement au voisinage de tout
point de H, M admet une résolution de longueur 2n — 1 par des systémes de Cauchy
relativement a H.

Démonstration. — Sans perte de généralité, nous travaillons sur un voisinage de
lorigine. Considérons une bonne filtration sur M. L’hypersurface H étant non ca-
ractéristique pour M, le germe gr My du gradué de M est un module de type fini
sur C{z1,...,x,}[&2,...,&] d’apres la proposition précédente. Un résultat d’algebre
[Mat] assure alors 'existence d’une résolution de gr My de longueur 2n — 1 par des
C{z1,...,xn}[&2, .., &) modules libres. Suivant [Cimpal, prop.27, p.145], nous
pouvons relever cette résolution en une résolution de My par des modules munis de
bonnes filtrations dont les gradués sont des C{x1, ...,z }[2, ..., & ]-modules libres.
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D’apres la proposition précédente, ces modules sont des germes a 1’origine de systemes
de Cauchy. La cohérence de M permet de déduire la résolution attendue a partir de
la présentation de la fibre de M en zéro.

4. Application au produit tensoriel de Z-Modules. — Si X est une variété
analytique lisse, rappelons que Mod(Z2x ) désigne la catégorie des 2-Modules & gauche.
Soient X et Y deux variétés analytiques lisses de dimension n et m respectivement.
Notons Z = X x Y et p (resp. q) la projection de Z sur X (resp. Y). Si M (resp. N)
est un Zx-Module (resp. Zy-Module) & gauche, nous noterons :

MRN=p"M®p, "N ~p M ®@,-15, Oz @416, ¢ "N

Le 0z-Module M X N est naturellement muni d’'une structure de Z;-Module. Soit
(z1,...,2,) € C™ (vesp. (Y1,---,Yym) € C™) un systeme de coordonnées locales de
X (resp. Y). Si m/ (resp. n’) est une section locale de M (resp. N) et h une section
locale de Oz, alors :

0 0 0
8m(m'®h®n’):aﬂm’@h@n’—i—m'@@ﬂh@n'
— (M RNAION)=m OQh& —n +m & —h®n
a I h ! ! h a ! ! a h !
dy; dy; dy;

En revenant a la définition des opérateurs différentiels, on remarque que p*Zx et
q* Dy s’injectent canoniquement dans Zz. On obtient alors une identification entre

Dx X Dy et Dy.

Lemme 4.1 — Le bifoncteur de Mod(Zx) x Mod(Zy) vers Mod(Zz) défini par
(M,N) —> M XN est exact.

Démonstration. — L’énoncé reste en fait vrai pour le méme foncteur de Mod(&0x) x
Mod(&Oy) vers Mod(&z) et la preuve en est identique. Il suffit de montrer que
Oz @4-16, ¢ N est p~!Ox-plat. Pour ce faire, établissons que pour tout idéal I de
p~'0x, on a une injection :

(*) I®p-10y Oz Rg-10y ¢ "N —p ' Ox @p-10y Oz 416, ¢ 'N
Mais @y étant p~'Ox plat, nous avons la suite exacte :
I®p—1ﬁx ﬁz ‘L ﬁz — ﬁz/f—> 0

ol I désigne I'image de i. Pour montrer (), il suffit donc de constater que ﬁz/f est
q~1Oy-plat. Cela résulte du critere de platitude local (voir [Mat] th.22.2 p.173).

Lemme 4.2 — Soit M (resp. N) un Px-Module (resp. Dy -Module) cohérent. Alors
le produit M X N est D -cohérent.
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Démonstration. — Soient Z% — Dy — M — 0 et 25 — 2% — N — 0, des
présentations locales de M et N. Nous construisons alors le diagramme commutatif :

0 0 0
T T T

Py WN— Py N — MRN —0
T T T

% RPE — P RPE — MR L —0
T T T

VR — LRI — MR DY —0
Nous en déduisons la suite exacte de IYx X Yy-Modules suivante :
Py R @9k R — P RPE — MRN — 0

Puisque Zx X 2y s’identifie & 2, on obtient une présentation de M X N comme
97-Module, qui est donc Zz-cohérent.

Proposition 4.3 — Soit M (resp. N ) un Px-Module (resp. Py -Module) a gauche co-
hérent de variété caractéristique car M (resp. car N ). Identifions T*X xT*Y et T*Z.
Alors M X N est Dz-cohérent, de variété caractéristique car M x car N.

Démonstration. — La cohérence résulte du lemme précédent. En utilisant I’exactitude
du bifoncteur (M, N) — M K N et en raisonnant par récurrence sur le nombre de
générateurs de M et N, on est ramené a établir ce résultat sur la variété caractéristique
de M X N dans le cas ou M et N sont monogenes.

Soit I (resp. J) un idéal & gauche de Pcn o (resp. Pom o). Le produit Don o/ X
Dcm o/ J s'identifie & @Cn+m,0/1:&\— J ot I FJ désigne l'idéal de Dcn+m o engendré par
les opérateurs de I et de J. Désignons par in I (resp. inJ) I'idéal de Ocn o[&1, - - -, &n]
(resp. Ocm o[m, ... ,Mm]) engendré par les symboles des éléments de I (resp. de J).
Soient in(I + J), inI + inJ les idéaux de Ognim g[é1,- .- &n s+, Mm] engendrés
respectivement par les symboles des éléments de I + J et par les éléments de in I et
in J. La proposition résultera de 1’égalité :

(%) in(I ¥J)=inI¥inJ

Reprenons les notations du cours de F. Castro et M. Granger. Considérons les formes
linaires L' (resp. L”, L) sur Q" x Q™ (resp. sur Q™ x Q™, Q"™ x Q™) dé-
finies par L'(a/,3) = Y., B} (vesp. L"(a”, ") = Y, B!, Lo/, 30", 3") =
L'(«,3) + L"(a",3")). Munissons N?* N?™ de 'ordre lexicographique. Alors,
pour x € {!) &}, le L*-symbole principal coincide avec le symbole principal usuel
d’un opérateur. Soit (Pi,...,P.) (resp. (Q1,...,Q¢)) une L’-base standard de I
(resp. L"-base standard de J). Alors les symboles principaux (o(P1),...,0(F;))
(resp. (0(Q1),-..,0(Q¢))) forment une base standard de gr I (resp. gr.J). D’apres la
proposition 2.5.1 [C-G], les opérateurs (Pi, ..., P.) (resp. (Q1,...,Q¢)) forment une

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004



22 PH. MAISONOBE & T. TORRELLI

L-base standard de Zgn+m ol (resp. Den+m oJ), I'idéal de Den+m o engendré par les
opérateurs de I (resp. J). Soit U € (I F.J); il s’écrit donc :

U= UP+Y VjQ

Par division des opérateurs V; par les opérateurs (Pi,. .., P,), on obtient :

U= UP+> W,Q

ol le nuage de chaque W; est disjoint de U(Exp(P;) + N?"T2m) En particulier, si
le symbole de Y U/P; est égal a celui de Y W;Q);, ces symboles sont nuls. Ainsi, le
symbole de U est dans la somme de 1’idéal engendré par les symboles des opérateurs
de Pgn+m ol et de I'idéal engendré par les symboles des opérateurs de Zgn+m oJ.
Comme (Py,...,P.) (resp. (Q1,...,Q¢)) est une L-base standard de Zgn+m ol
(resp. de Dgn+m oJ), le symbole de U est donc dans in I Fin J. Nous en déduisons le
résultat : in(I +.J) =inT FinJ.
On suppose maintenant X = Y. Notons ¢ I'inclusion :

X XXX o (2,2)

Soient M et N deux Zx-Modules a gauche. Leur produit tensoriel :
M®e, N

est naturellement muni d’une structure de Zx-Module & gauche (voir paragraphe
I.4). Remarquons que le Zx-Module §*(M X N) s’identifie & M ®¢, N. Soit car M
(resp. car N) la variété caractéristique de M (resp. N). Gréace & la proposition précé-
dente, on vérifie que I’hypotheése car M Ncar N C Tx X se traduit par la condition :
0(X) C X x X est non caractéristique pour M X N. La proposition suivante est alors
une conséquence directe du théoreme 1.7 et de la remarque 1.9.

Proposition 4.4([K2]). — Soient M, N deux Px-Modules cohérents, de variété ca-
ractéristique car M, car N. Supposons que car M Ncar N C Ty X. Alors le produit
tensoriel M ®¢, N est Dx-cohérent, de variété caractéristique :

car M Fcar N = {(z,& + &) 5 (x,&) € car M, (x,&) € car N}

et en particulier, de dimension dim car M + dim car N — dim X.

I11. Equations fonctionnelles d’'un Z-Module holonome

1. Equations de Bernstein. — Soient X une variété analytique complexe lisse
de dimension n et f : X — C une fonction holomorphe non constante. Si M est un
O x-Module, nous notons par M[1/f] le localisé de M par le systeme multiplicatif des
puissances de f, et :

M[1/f,s] = Cls] ©c M[1/f]
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Soit L un Ox[1/f, s]-Module libre de rang un muni d’un générateur noté f*; ainsi
L = Ox[1/f,s]f*. Pour toute section a de Ox[1/f,s], pour tout entier relatif k, on
pose :
s—k 1 s
af = aF f
Considérons Zx[s] = C[s]®@c Zx, le faisceau des opérateurs différentiels a coefficients
dans Ox|s]. Le faisceau L est muni d’une structure naturelle de Zx[s]-Module &
gauche, définie en coordonnées locales par :
0 s 0
aTci(af )= P
pour toute section a € Ox|[1/f,s].
Si M est un Zx-Module & gauche, M ®4, L est de fagon naturelle un ZDx|s]-
Module & gauche (voir le sous-paragraphe 1.4). On a les isomorphismes naturels de
Ox[1/f, s]-Modules :

M®gy L~ M[1/f, s] ®¢.s) L~ M[1/f, 5]

Pour toute section m de M[1/f, s], nous désignons par mf* la section m @ f*. Le
but de ce paragraphe est de montrer le résultat suivant :

of
8261'

fs—l

a .
f+sa
T

Théoréme 1.X[K1], [K2]). — Soit M un Dx-Module a gauche cohérent, holonome en
dehors de {f = 0}. Soit m une section de M. Localement au voisinage de tout point
ot, m est définie, il existe une équation fonctionnelle dans M[1/f, s|f*® :

b(s)mf* = Pmfst!
ot b(s) € C[s] est un polynoéme non nul et P une section de Px|s].
La preuve nécessite quelques résultats techniques.

Lemme 1.2 — Soit m une section d’un Px-Module a gauche cohérent. Le Px -Module
a gauche engendré par mf*° est cohérent.

Démonstration. — Constatons que pour tout entier k € N, Px (k)mf* s'écrit :
Dx (kymf* = G(k)f*"

o1 G(k) est un sous @ x-Module de type fini de Zx (k)m®- - -® Px (0)ms*. Ce dernier
terme étant un &x-Module cohérent, G(k) est donc Ox-cohérent. Ainsi, Px (k)m f*
est le quotient d’un &'x-Module cohérent par ses éléments de f-torsion. Il est donc co-
hérent [Cimpal, lemme 1, p. 117]. Par suite, (Zx (k)m f®)ren est une bonne filtration
de Zxmf*. La cohérence de Zxmf* s’en déduit [Cimpal, cor.1, p.121].

Lemme 1.3 — Soit M un Px-Module a gauche cohérent, holonome en dehors de
{f = 0}. Soit car M, sa variété caractéristique. Quitte & se restreindre a un voisinage
de {f = 0}, Uensemble :

car M N{(z,A\df); z€ X — f~1(0); A€ C}

est contenu dans Tx X .
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Démonstration. — Par hypothese, les composantes de car M de dimension supérieure
ou égale & n + 1 sont contenues dans {f = 0}. Notons (Ag)sep les composantes
irréductibles de dimension n de car M et 7 la projection canonique T*X — X. D’apres
le théoreme d’involutivité, ces composantes sont lagrangiennes. Ainsi, la projection
Y3 C X de Ag est un sous-espace analytique et Ag = T{’}BX , Yadhérence de ’ensemble
des vecteurs conormaux & la partie lisse de Y3 [Cimpal, prop. 20, p. 133]. En résumé :

car M C U T;}ﬁXUﬂ'_l(f_l(O))
peB
Soit B = {8 € B; Y3 ¢ f~'(0)}. Considérons alors une stratification localement finie
de X par des variétés analytiques complexes lisses (X4 )aeca vérifiant la condition a
de Whitney (voir [Cimpal, p.94], par exemple), et telle que {f = 0} (resp. Y3 pour
B € B’) soit une réunion de strates. Notons f}}aX , ensemble des vecteurs conormaux
a X,. Il résulte de la condition a que :

car M C U f)*(QXUﬂfl(ffl(O))
acA’
ot A = {a € A; X, N f71(0) = @}. Soit a € A’. Quitte & se restreindre & un
voisinage de f~1(0), nous pouvons supposer que f|x. est une submersion. Sinon, il
existe un chemin analytique (t) avec v(0) € f~1(0) et y(¢) point critique de f|x,
pour ¢ petit non nul. Par suite, t — f(y(¢)) est constante, donc nulle; ce qui contredit
X, N f71(0) = @. Le lemme en résulte.

Proposition 1.4 — Soit M un Zx-Module cohérent a gauche, holonome en dehors de
{f = 0}. Pour toute section m de M :

dim Zxmf® <dimX +1

Démonstration. — D’apres le lemme des petits chemins, nous pouvons supposer que
0 est la seule valeur critique de f, quitte & se restreindre & un voisinage de {f = 0}.
Un calcul en coordonnées locales permet alors de vérifier facilement les deux points
suivants :

(1) en dehors de {f =0}, Zx f° = Ox[1/f,s|f*

(2) en dehors de {f = 0}, la variété caractéristique de Zx f* est :

car Dx f* = {(z,Adf(z)); v € X — f71(0), A€ C}
qui est de dimension dim X + 1.

On déduit alors du lemme 1.3 (voir la proposition 11.4.4) qu’en dehors de {f = 0},
le produit tensoriel M ®¢, Ox[1/f, s|f* est un Zx-Module cohérent de dimension :
dimcar M +dim X + 1 —dim X = n + 1. Ainsi, pour toute section m de M, le Dx-
Module & gauche cohérent Zxmf* est de dimension n + 1 en dehors de {f = 0}. En
suivant [Cimpal, th.9, p.152], considérons .¥ C Zxmf*, le plus grand sous Zx-
Module cohérent de Zxmf* de dimension inférieure ou égale a n + 1. Nous venons
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de montrer que le quotient Pxm [/ est supporté par 'hypersurface {f = 0}. En
appliquant le théoreme des zéros de Hilbert & 'image de Oxmf* dans Dxmf*/ L au
voisinage de tout point ot m est définie, il existe donc un entier k tel que mfst* ¢ Z;
en particulier Zm® f** est de dimension au plus égale & n+1. En constatant que les
PDx-Modules Zxmf* et Zxm® f¥+* sont isomorphes, nous en déduisons que Zxmf*
est de dimension inférieure ou égale a n + 1, comme annoncé.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théoreme 1.1.

Démonstration. — Au voisinage d’un point du complémentaire de { f = 0}, ’assertion
est évidente. Pour traiter 'autre cas, considérons la fonction holomorphe :

g: X xC—C; (z,u) — e“f(x)

Notons p : X x C — X, la premiere projection. D’apres le paragraphe 1.2, I'image
inverse p*M = Ox xc ®p-164 p~ M, est un Zx xc-Module cohérent et holonome en
dehors de p~1(f~1(0)), donc de g~1(0).
Soit m une section de M définie au voisinage d’un point w de {f = 0}. Notons

m’ =1 ® m, la section de p*M définie au voisinage de (w,0). Remarquons que :

8 /s /s

—m'g® = sm

ou g g
Ainsi, au voisinage de (w,0) :

9X><C[3]7n/gs = @chm/gs
Considérons alors, au voisinage de (w, 0), la suite exacte de Px x c-Modules cohérents :
Dxxc [S]mlgs

Dxxc [S]m/gs+1

s+1

0— @ch[s]m/g L> @ch[s]m/gs — N = — 0

Les deux Zxxc-Modules de gauche sont isomorphes, de dimension inférieure a
dim X + 2 d’aprés la proposition précédente. Il s’ensuit [Cimpal, prop.26, p.144]
que N est un Zx »c-Module holonome au voisinage de {g = 0}. L’endomorphisme de
multiplication par s du Zxxc-Module N admet donc localement un polynéme mini-
mal [Cimpal, prop.23, p.140]. Nous avons ainsi prouvé 'existence d’une équation
fonctionnelle au voisinage de (w,0) de la forme :

b(s)(1@m®g®) =Y Pj(x,u,0/0) (52) leme gt

ol b(s) € C[s] — {0} et les P; sont des germes d’opérateurs différentiels indépendants
de (0/0u). En utilisant le morphisme naturel :

«u=0»
S

ﬁXXC,(w,O) ®ﬁx,w Mw[l/gas]gs Mw[l/fa S]fs

il vient :
b(s)mf* =Y Pj(x,0,0/0z)(s + 1) mf+!

D’ou le théoréeme.
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2. Application : localisation et images inverses d’un Z-Module holonome

Dans ce paragraphe, f désigne une fonction holomorphe complexe non constante
sur une variété analytique complexe lisse X.

Proposition 2.1([K2]). — Soit M un Zx-Module a gauche cohérent, holonome en de-
hors de {f = 0}. Alors le x-Module & gauche M1/ f] est holonome (en particulier
cohérent).

Démonstration. — Par exactitude du foncteur de localisation, il suffit de prouver le
résultat dans le cas ou M est monogene, c’est a dire de la forme M = Zxm. Pour
A € C, considérons le Zx[s]-Module & gauche :

Dx[slmf*

Ny= (s =N 2x[s]mfs

En donnant & s le poids un, on associe & Zx[s] une filtration qui prolonge la filtration
usuelle par I'ordre de Zx. On peut définir la notion de bonne filtration pour un Zx[s]-
Module & gauche et montrer que tout Zx [s]-Module & gauche qui posséde une bonne
filtration est cohérent (ou encore localement de présentation finie). En reprenant la
preuve du lemme 1.2, on établit que Zx[s|mf*® est Px[s]-cohérent; donc les Ny,
A € C, le sont aussi. Comme N est annulé par s — A, on peut construire localement
des présentations du Zx-Module a gauche Ny, qui est donc cohérent. D’autre part,
en dehors de {f = 0}, nous avons :

@X[S]mfé =M ®ﬁx ﬁX[l/.ﬂ S]f‘S
Par suite, en dehors de {f = 0} :
ﬁX [1/f7 S]fs
(s =NOx[1/f,s]f*
Un calcul direct montre qu’en dehors de {f = 0}, le Zx-Module
ﬁX [1/f7 S]fs
(s =N)Ox[1/f,s]f*
est holonome de variété caractéristique 7% X. D’apres la proposition 11.4.4, Ny est
donc un Zx-Module holonome en dehors de {f = 0}. Notons m f* la classe de m ® f*

dans Ny. Par le méme argument que dans la preuve de la proposition 1.4, il existe
un entier k tel que Zxm fAT* est holonome, ott m fA* désigne la classe de m ® f5+*

N)\ZM®

dans N,. Considérons alors le morphisme surjectif de Zx-Modules :
Ixmf* Ny
—
Dxmftk Demfrtk

Le Zx-Module Zxmfs/Zxmf*+* est le quotient de deux Zx-Modules isomorphes
de dimension inférieure ou égale a n + 1 d’aprés la proposition 1.4. Ce quotient est

— 0
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donc un Zx-Module holonome. Nous en déduisons que Ny est un Zx-Module holo-
nome. D’autre part, il existe une équation de Bernstein locale associée a la section m
(théoreme 1.1) :

b(s)ym ® f* = P(x,s,0/0x)m ® f!

Soit r un entier positif tel que, b(—r — k — 1) # 0 pour tout entier k € N. A Daide de
I’équation fonctionnelle, on vérifie que :

Ix(m/f") = Zxm[l]f] = M[1/f]

(voir [Cimpal, th.11, p.155-56]). Cela assure la finitude de M[1/f] comme Zx-
Module. Sa cohérence s’obtient en exhibant une bonne filtration de Zx (m/f"). Enfin,
la surjection de Zx-Modules a gauche :

Ny — Ix(m/[") = M[1/f]

permet de conclure que M[1/f] est holonome (voir [Cimpal, remark 14, p.157]).

Proposition 2.2([K2]). — Soit g : X — Y un morphisme analytique entre deuz va-
riétés analytiques complexes lisses. Soit M* un complere de Py -Modules a gauche
dont les groupes de cohomologie non nuls sont en nombre fini et holonomes. Alors les
groupes de cohomologie non nuls du complexe de Px -Modules Lg*M* sont en nombre
fini et holonomes.

Démonstration. — Soit X —— X x YV — Y, la factorisation de g par son graphe.
Par fonctorialité de I'image inverse, il vient :

Lg*M* = Li*(La*M*)

D’apres la proposition 1.2.1, le foncteur 7* est exact et transforme Zy-Module holo-
nome en Zx-Module holonome. Ainsi, le complexe L7*M* = n*M* est un complexe
dont les groupes de cohomologie non nuls sont en nombre fini et holonomes. Il suffit
donc de montrer la proposition quand g est une immersion d’une sous-variété lisse
et fermée. La proposition résulte du lemme suivant en faisant une récurrence sur le
nombre de groupes de cohomologie non nuls et sur la codimension de I'image de g.

Lemme 2.3 — Soit M un Pcn-Module holonome. Soit i l'injection :
C ! —C" (2, 20) — (0,20,...,2y)
Les groupes de cohomologie du complexe :
Li*M - i~ ‘M 2l iy

sont des Dcn—1-Modules holonomes.
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Démonstration. — Considérons le morphisme de Pcn-Modules :
c: M — M[1/z1] ; m+—m/1

D’apres la proposition 2.1, ¢’est un morphisme entre deux Zc»-Modules holonomes.
Le noyau de ¢ est constitué des sections de M qui sont localement annulées par
une puissance de x1. En utilisant la proposition 1.3.1, nous avons les identifications
suivantes :

« L7li*kerc={m € i"lkerc; zym = 0}

e L7V M={mei'M; xym =0}

o L7V (M1 /2] /M) = {m € i~ Y (M[1/x1]/M) ; x3m =0}

o LY9*M =i Y (M/x M)

On vérifie facilement que le morphisme naturel de Pcn-1-Modules de L~1i* ker ¢ vers
L=1i* M est un isomorphisme. Puis on vérifie la méme assertion pour le morphisme :
Lo M — LY (M[1/21]/M) ; 11— xﬁ

1
Or L~ li*kerc et L=1i*(M[1/z1]/M) sont les groupes de cohomologie non nuls de
I'image inverse par i de deux Ycn-Modules holonomes supportés par {z; = 0}. Le
lemme est donc une conséquence directe de la proposition 1.3.4.

3. 9-Modules spécialisables le long d’une hypersurface. — Soit H une hy-
persurface lisse d'une variété analytique complexe lisse X. Soit ¢ C Ox, l'idéal des
fonctions nulles sur H. Par convention, nous posons _# ¢ = Ox pour tout £ € N.

Notation 3.1 — Pour tout k € Z, on note Vi (Zx) C Zx le sous-faisceau de C-espaces
vectoriels :

Vi(2x)={Pe€Px ; VLeZ : P(g"c 7%}

Cette famille de faisceaux vérifie :

(1) Zx = UkezVi(Zx)

(2) V(k,@) c€Z? Vk(gx)‘/g(@x) C Vk—&-é(@X)

B)VkeZ : Vi(Zx)C Viy1(Dx)
Cette filtration est appelée filtration de Malgrange-Kashiwara. Au voisinage d’un point
w € H, considérons un systeme de coordonnées locales tel que H soit I’hyperplan
d’équation {z; = 0} de X = C™. Remarquons que :

« 1 € V_l(.@(}n) et (8/83:1) S Vl(.@(jn)

. pour £ entier positif, V_,(Zcn) = 25 Vo(Zcn)

« pour £ entier positif, Vo(PDcn) = Zﬁzo(a/&vl)j%(@(gn)

« les éléments de Vp(Pcr) sont les opérateurs s’écrivant :

, ,
o J
Pz =
20 ()
ol les P; € Pcn sont indépendants de (9/0z1).
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L’opérateur z1(0/0z1) définit au voisinage de w un élément de Vp(Zx) dont la
classe modulo V_;(Zx) ne dépend pas du choix des coordonnées. On note E cet
opérateur, appelé opérateur d’Euler au voisinage de w.

Définition 3.2 — Soit M un Zx-Module & gauche cohérent et H C X une hyper-
surface lisse. On dit que M est spécialisable le long de H si toute section m de M
vérifie :

b(EYm € V_1(Zx)m

au voisinage de tout point de H ou elle est définie, o E est un opérateur d’Euler
associé & H et b € C[s] un polynéme non nul.

Proposition 3.3 — Les Zx-Modules holonomes sont spécialisables le long de toute
hypersurface lisse.

Démonstration. — Le probleme étant local, nous pouvons supposer que X = C”
et que H est I'hyperplan d’équation {z; = 0}. D’apres le théoréme 1.1, pour toute
section m définie sur un voisinage de l'origine, il existe une équation fonctionnelle
dans M Qg Ocn[l/x1, s]x§

(%) b(s)ma; = Pmait!

ol b est un polynéme non nul et P une section locale de Zx[s]. Pour poursuivre la
preuve, nous avons besoin de deux résultats techniques.

Lemme 3.4 — Soient (ma,...,mn), des sections de M[1/x1]. Alors :

NN
Z((’?x) (mjz]) =0<=m; =0pour 0<j< N
1

=0

Démonstration. — Ce lemme résulte de l'identification entre M ® g Ocn[l/z1, 9]
et M[1/xq, s].

Lemme 3.5 — Soit m € M[1/x;] et k € N. Alors :
d A\ RN
k s __ s ]
s"m @ x] = [( - —&Elxl) m}xl + ZE=1 <3x1) (mgx?)
ot m; € M[1/xq].

Démonstration. — C’est un calcul immédiat.

Dans l'identité (x), écrivons lopérateur P sous la forme :

P= ]Z:J ((’921>J (;;A”sz)
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ol 4;; € Px est un germe d’opérateur indépendant de (0/0z1). Grace aux lemmes
précédents, nous en déduisons ’équation fonctionnelle dans M[1/x1] :

k i
0= (— aixlxl)m - ;Ai7om1(— %xl) m

Ainsi, I’élément de M :

k i
b( - %xl)m - ;Ai70m1(— aixlxl) m

est annulé par une puissance de z1, donc par (0/0z1)"x] pour tout entier r assez
grand. Comme (9/0x1)" 2] est un polynéme en x1(9/9x1), il existe donc un polynéme
¢(s) non nul tel que ¢(x1(9/0z1))m € V_1(Pcn)m au voisinage de lorigine. D’oli la
proposition.

IV. Cohomologie locale algébrique

1. Définitions et premieéres propriétés. — Soient X une variété analytique com-
plexe, et Y C X, un sous-espace analytique non nécessairement lisse. Soit ¢ C O,
un idéal cohérent dont le lieu des zéros de ses sections est Y. Suivant A. Grothendieck,
on peut définir deux foncteurs de Mod(Ox), la catégorie des €x-Modules, vers elle-
méme :

—(*Y) : Mod(6x) —> Mod(&x)

M — M(xY) = lim #Home (", M)
k
F[y] : MOd(ﬁx) e MOd(ﬁx)

M — Ty )M = lim Home, (Ox/ 7% M)
k

Soit M un Zx-Module & gauche. Soient £ un champ de vecteurs sur X, ¢ une
section de Jomeg, (Ox/ 7% M) et k € N. L’application :

o Ox) FM — M A xg(e(1)
définit un élément de Home, (Ox /) #*+1, M). Apres passage i la limite inductive, on
obtient alors une action de § sur I'iy; M. Cette action des champs de vecteurs permet
de munir I'iy) M d’une structure de Zx-Module a gauche. Une autre fagon de décrire
cette structure est de constater que I'lyjM s’identifie a 'ensemble des sections de M
annulées par une puissance de _Z ; ce qui est un sous Zx-Module & gauche de M. De
méme, si ¢ est une section de Home, (_F*, M), on définit £p € Home, (FFH, M)
par :
(£¢)(a) = &(o(a)) — ¢(£(a))

pour toute section a € _# k+1 Par passage & la limite inductive, cela définit une action
des champs de vecteurs sur M (xY"). On vérifie encore qu’elle permet de doter M (xY")
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d’une structure de Zx-Module a gauche. Ainsi les foncteurs 'y et —(xY') s’étendent
a la catégorie des Zx-Modules a gauche.

Remarquons qu’a isomorphisme pres, ces foncteurs ne dépendent pas du choix de
l'idéal cohérent 7.

Les foncteurs M — I'yjM et M — M(xY'), de la catégorie des Zx-Modules &
gauche vers elle-méme, sont exacts & gauche et donnent naissance aux foncteurs :

M® — RUy|M* ; D™ (Zx) — D*(Zx)
M*+—— RM*(xY) ; D*(Zx) — D*(Zx)

de la catégorie dérivée des complexes bornés a gauche de Zx-Modules a gauche vers
elle-méme.

Le lemme suivant établit que ces foncteurs dérivés peuvent étre obtenus par oubli
de la structure de Zx-Module.

Lemme 1.1 — Tout Zx-Module a gauche M injectif (resp. a fibres Dx -injectives),
est un Ox-Module injectif (resp. a fibres Ox -injectives).

Démonstration. — 11 suffit de remarquer que les deux foncteurs de la catégorie des
Ox-Modules Homg, (—, M) et Homg, (Zx ®6, —, M) sont isomorphes, et que Zx
est un Ox-Module plat (car localement libre comme &x-Module). On procede de
méme pour montrer I’énoncé concernant les fibres.

Si M est un Zx-Module a gauche, considérons la suite exacte de Ox-Modules :
0 — Homey (Ox | F*, M) — Home (Ox, M) — Home, (F*, M)

pour tout k € N*. Par passage a la limite inductive, on obtient une suite exacte de
Ox-Modules. En constatant que c’est aussi une suite exacte de Zx-Modules, nous
avons donc les morphismes naturels de foncteurs :

ryiM — M — M(*Y)

D’autre part, si I est un Zx-Module a gauche injectif, d’apres le lemme 1.1, pour
tout £ € N*, la suite de Ox-Modules :

0 — Home, (Ox] F5 1) — Home (Ox, 1) — Home, ( FF 1) — 0

est exacte. Ainsi, la suite de Zx-Modules :

0 — Tyl — I — I(xY) — 0
est exacte. Nous avons donc le triangle naturel de DV (Zx) :

RU'y|M® — M® — RM*(xY)
Définition 1.2 — Soit M € D¥(Zx). On appelle triangle de cohomologie locale asso-
cié & M, le triangle naturel de D" (Zx) :

RI'y)M — M — RM(xY)
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Lemme 1.3 — Si M est un Px-Module a gauche a fibres Ox-injectives, il est acy-
clique pour les foncteurs 'ty et —(xY').

Démonstration. — En effet, ¢ étant Ox-cohérent, pour tout v € X, j € Z et
ke N*:
R Home (Ox| F% M), ~ RV Home, (Ox./ FF, M,)
R SHome, (F* M), ~ R Home, (FF, M,)

En passant a la limite inductive, on obtient les isomorphismes :
(R'Ty M), ~ lim R Homgy , (Ox o/ 7, M)
k
(RjM(*Y))CE = h_H,l R Homﬁx,z (jmkv MI)
k

Le lemme s’en déduit.

Lemme 1.4 — Si M est un Dx-Module a gauche a fibres Ox-injectives, les Dx -
Modules a gauche I'iy1M et M(xY') sont a fibres Ox -injectives.

Démonstration. — Pour 'injectivité des fibres de I'y1 M, on se reportera a [H, lemme
3.2, p.213]. L’injectivité des fibres de M (xY") se déduit alors de la suite :

0—TyM —M— M(xY)—0

qui est exacte lorsque M est un Zx-Module a gauche a fibres Zx-injectives.

Lemme 1.5 — Un Zx-Module a gauche injectif (resp. Ox -Module injectif ) est a fibres
Dx -injectives (resp. Ox -injectives).

Démonstration. — Désignons par &7 le faisceau d’anneaux Zx ou Ox. Soit M un
@/-Module injectif et z € X. Pour montrer que M, est < .-injective, il suffit de
montrer que si J est un idéal de &%, le morphisme naturel Homy, (o, M) —
Hom,y, (J, M) est surjectif. Construisons sur un voisinage ouvert de x un faisceau _#
qui soit &7-cohérent de fibre J en . Comme le morphisme naturel s€omq (7, M), —
Hom,,, (J, M) est un isomorphisme, la surjectivité cherchée résulte alors du fait que
la restriction d’un faisceau de @7-Modules injectif & un ouvert est un faisceau injectif.

Proposition 1.6 — Soient Y7 et Ys deuz sous-espaces analytiques fermés de X. Pour
tout M* € DY (Dx), il existe des isomorphismes fonctoriels :

RT'y;) (RT ;) M) = RU'(y, y,) M
R(RM (xY7))(xY2) = RM (x(¥; U Ya))
RIy;1(RM (xY2)) ~ R(RDy;1 M)(xY2)
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Démonstration. — Soit I un Zx-Module a gauche injectif. D’apres les lemmes pré-
cédents les faisceaux I'fy,) I et I(xY;) sont a fibres injectives et donc acycliques pour
les foncteurs T'fy,j— et —(xYj), {4,57} = {1,2}. La proposition résulte alors des iso-
morphismes naturels entre Zx-Modules a gauche :

(1) Ty (Cpyp)M) > Py vy M

(2) (M(xY1))(xYs) ~ M(x(Y1 UY3))

(3) Ty (M (xY2)) > (Fy; M) (+Y2)

pour tout Zx-Module & gauche M.

Proposition 1.7 — Soit Y C X un sous-espace analytique fermé et M* € DV (Zx).
Alors :

Ry (RM*(xY)) = R(RT[y)M*)(xY) =0
Démonstration. — Pour tout Zx-Module a gauche N, nous avons l'identité :
CyN)(+Y) =0
Cela résulte du fait que les éléments de I'y )N sont localement annulés par une puis-

sance assez grande de _#. Notre assertion s’en déduit en remplagant N par une
résolution injective de M*.

Lemme 1.8 — Soit Y un sous-espace analytique d’une variété analytique X. Pour
tout Px-Module & gauche M et tout Px-Module a gauche plat N, les morphismes
naturels de Dx-Modules & gauche suivants :

F[y]M Reox N — F[y] (M Ko N)
MY)®ey N — (M ®g, N)(xY)

sont des isomorphismes.

Démonstration. — Pour tout entier k& € N*, il y a un morphisme naturel de Ox-
Modules :
(*) Homey (Ox] J* M) @0y N — Homey (Ox| % M @o, N)

Pour montrer qu’il s’agit d’'un isomorphisme, il suffit de le faire localement. Nous
pouvons donc supposer que Ox/_# k admet la présentation :

0% — Ox — Ox| % —0
Or, pour tout entier £ € N*, il y a I'isomorphisme naturel :
%Omﬁx(ﬁg(, M) Qo N — %Om(ﬁx(ﬁg(, M Reox N)

De la platitude de N, on déduit que (*) est un isomorphisme. En passant & la limite
inductive, on montre que le morphisme naturel de &'x-Modules :

F[y]M Qo N — F[y] (M Qo N)
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est un isomorphisme. On vérifie alors que ce morphisme est un morphisme de Zx-
Modules a gauche. L’autre isomorphisme s’établit de facon analogue.

Lemme 1.9 — Si M est un Px-Module a gauche injectif et N est un Px-Module a
gauche plat, alors le Ox-Module M ®¢s, N est a fibres injectives.

Démonstration. — Le probléme est local. Supposons que X = C" et montrons que la
fibre en 0 de M ® g, NN est injective. Il s’agit d’établir que pour tout idéal I C Ocgn o,
le morphisme naturel :

Homﬁc”,o(ﬁcnﬂ? (M Rocn N)O) - Homﬁcn,o (‘[7 (M ®ocn N)O)

est surjectif. Comme le Zc» o-Module Ny est plat et I'idéal I est de type fini, il suffit
donc de constater la surjectivité du morphisme :

Homﬁcn7o(ﬁc7l70, Mo) ®ﬁ’cn’o Ny — HOIIlﬁcny0 (I, Mo) Qben o Ny

Cela résulte du fait que My est Ocn p-injectif puisque Pcn-injectif (voir les lemmes
1.1 et 1.5).

Notons D’(Zx) la catégorie dérivée des complexes bornés de Zx-Modules &
gauche.

Proposition 1.10 — Soient M et N deuz complezes de D*(Zx ). Pour tout sous-espace
analytique Y de X, il existe un isomorphisme naturel entre les triangles distingués de
D*(2x) suivants :

RUy|M @5 N — M @p N — RM(Y)®g5 N

| L l

RUy|(M ®% N)— M@ N-— RM®pL N)KY)
Démonstration. — Soit M* (resp. N*) un complexe constitué d’objets ZPx-injectifs
(resp. Zx-plats) isomorphe & M (resp. N). Alors :

RU'y)(M ®%, N) =Rl (M* ®¢, N*)*

ol (M* ®py N*)* est le complexe simple associé au complexe double M* ®¢4, N°.
D’apres le lemme 1.9, ce dernier complexe est a fibres injectives, donc :

RUy|(M ®%5, N) =Ty (M ®¢, N°)*
D’apres le lemme 1.8, il existe un isomorphisme naturel :
CyM* ®@ex N°)* — Ty)(M* @, N°)°
Mais N* étant formé d’objets plats et M* d’objets injectifs :
TyiM* ®py N*)* = RTy)M ®4, N
Ainsi le morphisme naturel :
Ry )M ®p, N — RTy1(M ®%,_ N)

est bien un isomorphisme. On procédera de méme pour le foncteur —(xY").
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Soient Y7 et Yo deux sous-espaces analytiques fermés d’une variété analytique
lisse X.

Proposition 1.11 — Soit M € DV (Zx) un complexe de Dx-Module a gauche. Il existe
des triangles naturels :

RF[YlﬁYz]M — RF[yl]M &b RF[yz]M — RF[YluYz]M
RM(x(Yi N Ya)) — RM(xY}) @ RM (xYs) — RM(x(Y; U Y3))

Démonstration. — On reportera & [Cimpa2, p.41]. Ces triangles sont appelés tri-
angles de Mayer-Vietoris.

Remarque 1.12— Les propositions 1.6, 1.7, 1.10 et 1.11 sont aussi vérifiées dans la
catégorie des Ox-Modules. Les preuves sont identiques.

2. Cas particuliers et exemples

Le cas d’une hypersurface. — Soit Y C X, un sous-espace analytique de codimension
un. Soit ¢ C Ox, I'idéal définissant Y. C’est un idéal localement principal, donc
localement libre. Par suite, si M est un Zx-Module a gauche, pour tout entier k € N* :

Rtomey, (5, M) ~ Home, ( F*5 M)
En particulier, le complexe RM (*Y") est concentré en degré 0 et

RM(xY) ~ M(xY) = lim #Homg, (F", M)
k
Le complexe RI'[y)M est alors isomorphe au complexe a deux termes muni de la fleche
naturelle de Zx-Modules a gauche :

0— M — MxY)—0

ou M est placé en degré zéro.

Le cas d’une intersection compléte locale. — Dans ce paragraphe, nous supposerons
que Y est un sous-espace analytique de C™ défini par les équations f; =--- = f, =0,
ol pour tout x € C™, la suite des germes en z des fonctions f; est une suite réguliere
de Ocn 5. Sans changer les résultats de cette section, on pourrait remplacer C™ par
un ouvert de C".

Pour un entier naturel k, notons .%, C Ocn, I'idéal engendré par fF,..., f;. Soit
# un idéal cohérent dont le lieu des zéros est Y. Pour tout entier k, il existe des
entiers k', k" € N* tels que .4, C jk/ et 7% C L. On vérifie alors que, si M est
un Yc»-Module a gauche :

lim Homegn (Li, M) et lim Homeg, (Ocn /Ly, M)
k k
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sont munis d’'une structure de Pcn»-Module a gauche de la méme fagon que M (xY)
et ['y)M. Les morphismes canoniques de foncteurs de la catégorie des Ocn-Modules
ou des Ycn-Modules a gauche :

M(*Y) — hL)H%Omﬁcn (fk,M)
k

F[y]M — mﬁomﬁcn (ﬁcn /fk, M)
k
sont des isomorphismes.

Pour tout ¢ € N*, soit A*(0cn), le Ocn-Module libre engendré par e;, A--- A €i,
pour 1 < i; < -+ < iy < p. Quand ¢ = 0, on pose Ao(ﬁcn) = Ocn. Soit ¢pp1k -
AF(Ocn) — A (Ocn), le morphisme de Ocn-Modules défini par :

41
\2
Ger1p(€iy Ao Neigy ) = Z(_l)rfi]ieh N Neg NesoNej,
r=1
Comme pour tout k € N* et pour tout z € C™, les germes en x des fF forment une
suite réguliere, le complexe :

¢

0 — AP(Ocn) —25 5 AP (Ggn) Op-th . _PLk

Ao(ﬁcn) E— ﬁcn/gk — O
est une résolution de Ocgn /% Clest le complexe de Koszul associé a la suite régu-
liere (ff,..., fF). Le morphisme naturel 7 : Ocn/ Liy1 — Ocn /%L se releve en un
morphisme de résolutions :

e A () R A (Gn) — -+ — AY(On) — On |- Lo — 0

Th€+17k+l Th&kJrl }T

HA£+1(ﬁcn)—>AZ(ﬁcn)*> — A0 ﬁcn *}ﬁcn/glﬁ,l —0
0+1,k+1
ot hg 41 : AY(Ocn) — A (Ocn) est le morphisme de @cn-Modules libres défini par
ho (e, A ANei,) = fiy -+ fisei, A+ - Aeg,. On en déduit que RT'[y) M est isomorphe
a la limite inductive des complexes :

¢*
(k) 0—M— . — D MLk o) M—.i 0

1<i < <3, <p 101 < <igp1 <P

Donnons un résultat dans le cas particulier ou Y est une hypersurface.

Lemme 2.1 — Soient f une fonction holomorphe sur C™ non constante, définissant
Y C C", et M un Pcn-Module a gauche. Considérons le systeme inductif de Ocn -
Modules :

hy : M — M
ot hy est la multiplication par f. La limite inductive de ce systéme est isomorphe a
M(xY) et s’identifie a M[1/f] comme Dcn-Module d gauche, le localisé de M suivant
les puissances de f, muni de sa structure naturelle de Pcn-Module & gauche.
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Le lecteur vérifiera ce lemme qui précise le premier exemple. Nous avons alors :

Proposition 2.2 — Sous les hypotheses de la sous-section 2, RI'y)M est isomorphe
au complexe de Don-Modules a gauche :
lim 7 .

— @& MQ/fi,fil] D M/fi fin] —

1<i1 < <ig<p 1< < <41 <P

ou la source du morphisme lim ¢ , est placée en degré 0; pour 1 < { < p et des
indices 1 < i1 < --- < iy < p, Uimage de m € M[1/f;, --- fi,] par le morphisme
®;1, a pour composante dans M[1/f;, -+ fi._, fifi. -+ fi,] le terme (—i)"m, pour tout
indice j tel qu’il existe un indice r, 1 <r < £, avec ip_1 < j < ip.

Démonstration. — Le fait que les différentielles du complexe sont des morphismes
de Ycn-Modules a gauche se justifie en le vérifiant pour un Zgn-Module a gauche
injectif, puis en prenant une résolution injective de M.

Remarque 2.3— Si de plus (f1,. .., fp) est une suite réguliere pour M, tous les com-
plexes (ok) ont leur cohomologie concentrée en degré p, donc RI'[y)M aussi; nous
avons alors :

M1/ fr--- f]

Vv

ZjM[l/fl"'fj"'fp]

ol le terme de droite est muni de sa structure naturelle de Zc»-Module a gauche.

R’T[Y]M ~

Remarque 2.4 — Si (g1,...,gp) est une autre suite réguliere de Ocn définissant ¥
qui soit aussi une suite réguliere pour M, on a donc un isomorphisme naturel de
Pcn-Module a gauche :

MI[1/fy-- fp] - M[1/g1 - gy
UM fre fiee fol - 2y M/ g g,

Soient k, ¢ € N* deux entiers. Supposons qu’il existe une p x p matrice A a coeffi-
cients dans Ocn telle que :

(g1:---295) = AU )

Alors, pour tout m € M, I'image de la classe de m/ff - - - f}’f par cet isomorphisme est
det(A)ym/gt - ~gf;, out det(A) € Ocr désigne le déterminant de la matrice A.

Exemples
Ezxemple 1. — Considérons Z C C", le sous-espace vectoriel défini par les équations :
71 =+ =1z, = 0. Le complexe RI'[z10cn est concentré en degré p et :

Ocn(l/z1 - xp)
Zjﬁ(:n[l/xr“xvjmxp]

RPF[Z] ﬁcn ~
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Ce Ycn-Module a gauche est engendré par la classe de 1/x; - - - zp. De plus, le mor-
phisme de Ycn-Modules a gauche :
D R Ocnl/z1 - xp)
Den (21, .., T, 0/0Tps1,...,0/02y) Zj Ocn[l)zy-- ij )

est un isomorphisme.

Ezemple 2. — Soient N un entier naturel non nul et A une matrice N X N a coefficients
dans Py, le sous-faisceau de Yo des opérateurs indépendants de 9/0x;. Soit Z C
C", I’hyperplan défini par 1 = 0. Soit M le Zcn-Module cohérent :

(D)

M= e (0/021)1dy —4)

On se propose de déterminer un représentant du triangle de cohomologie locale :
Ry )M — M — RM (xZ)

Considérons My, le germe a l'origine de M. C’est un module de type fini sur I’anneau
noethérien Zc19. Par suite, toute section m de My est annulée par un opérateur
différentiel unitaire en 9/0x;. Il résulte du corollaire 1.3.3 que zym = 0 entraine
m = 0. Ainsi, ’endomorphisme de faisceau :

M— M ; m— x1m

est injectif. Le triangle de cohomologie locale se réduit donc a la suite exacte de
Dcn-Modules :

0— M — M[1/x1] — M[1/z:]/M — 0

H 12 Ik

0—M-—MxZ)—— R'T'yM —0

On a 'isomorphisme de Z¢»-Modules :

Den [z )N
MU/ = G [ (B e =
Soit {e1,...,en} la base canonique de (Zc»)Y. Des relations :
(5o 14y =4 (Gp) = (i) + () Gy 14
on déduit que M[1/x] est engendré par {&1/x1,...,en/x1} comme Pcn-Module.
Nous avons ainsi un morphisme surjectif de Z¢»-Modules :
(Zen)N

(Zc)N((0/021) 1Ay —A)z; M1/x4]
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dont on laisse au lecteur le soin de montrer qu’il s’agit d’un isomorphisme. D’autre
part, nous avons la suite exacte de Zcn-Modules a gauche :

(@Cn)N . (@Cn)N
(P )N ((0/0z1) Idy —A) (D )N ((0/021) Idy —A)y
(Zcn )N
., e
(Zcn)Nay
D’apres ce qui précede, elle représente donc le triangle de cohomologie locale algé-
brique de M a support dans Z.

00—

— 0

3. Les cas holonome et non caractéristique. — Lorsque Y est ’hypersurface de
C" d’équation 1 = 0, nous avons montré que Pcn (xY) est isomorphe & Don[1/x1].
Ce Zx-Module n’étant pas de type fini, il n’est donc en particulier pas cohérent. Ainsi,
si M est un Zx-Module cohérent, RT'[y)M et RM (xY’) ne sont pas nécessairement &
cohomologie cohérente. Notons D;{(_@X) la catégorie dérivée des complexes bornés a
gauche de Zx-Modules a cohomologie holonome.

Proposition 3.1([Meb1], [K2]). — Soit M* € D;"(Zx). Pour tout sous-espace analy-
tique Y de X, les compleves de Px-Modules a gauche RUy(M* et RM*®(xY) sont
dans Dy (Zx).

Démonstration. — A T'aide du triangle de cohomologie locale et de sa suite exacte
longue associée, il suffit de montrer que, pour tout sous-espace analytique Y,
Ry M* € D;{(@X). Or, si Y7 et Y5 sont deux sous-espaces analytiques de X,
RI'y,1(RI'y,)M*®) ~ RT'y,ny,M*. La proposition étant de nature locale, il suffit
donc de traiter le cas d’une hypersurface. Compte-tenu du triangle de cohomologie
locale, il s’agit de montrer que si Y est une hypersurface, alors RM*(xY) € D} (Zx).
Dans ce cas, le foncteur —(xY) est exact. Nous sommes ramenés & vérifier que si
M est un Zx-Module holonome et Y une hypersurface, M (xY") est holonome. C’est
justement ce qu’affirme la proposition III1.2.1.

Proposition 3.2 — Soit Z C X une sous-variété analytique lisse. Soit M* un complexe
de DT (Dx) dont les groupes de cohomologie sont des Dx-Modules cohérents pour les-
quels Z est une sous-variété non caractéristique. Alors les complexes de Dx -Modules
a gauche RUz1M* et RM*(xZ) ont leurs groupes de cohomologie Px -cohérents.

Démonstration. — Le probleme est local et nous pouvons supposer que Z C C"
est I'intersection transverse d’une sous-variété Z; d’équation xy = 0 et d’une sous-
variété Z,. Soit M un Ycn-Module cohérent pour lequel Z est une sous-variété non
caractéristique. D’apres le corollaire 1.3.3, la multiplication par =1 : M — M est
injective. Nous avons établi au paragraphe 2 que RI'[z,1M[+1] est alors isomorphe au
PDen-Module M[1/21]/M. Montrons donc sa cohérence.
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Soit i I'inclusion de Z; dans C™. Comme 77 est non caractéristique pour M, I'image
inverse Li* M est isomorphe au Zz,-Module cohérent suivant convenablement décalé :

L% M =ker (z1 : Mz, — M,z,)

dont nous connaissons la variété caractéristique (voir le corollaire 1.3.3). D’autre part,
N = M|[1/x1]/M est supporté par I'hypersurface lisse Z;. Observons que le %y, -
Module :

N:ker(:cl : N|Z1 — N|Z1)

est isomorphe & L™1i* M. D’apres le paragraphe I11.3 page 128 de [Cimpal], N est
déterminé & partir de N et nous obtenons que M[1/x1]/M est cohérent de variété
caractéristique :

{(z1,2",£1,&") € T*C™ |z1 =0 et 3 € C; (0,2',&7,¢') € car M}

La proposition se déduit de ce cas par récurrence. Cette preuve peut servir d’intro-
duction au paragraphe 5.

Soit Z C X une sous-variété (lisse). Considérons le diagramme commutatif naturel :

Tzed Zx T X —Laex

N

=7 ——X

La preuve de la proposition 3.2 nous permet de donner en fait un résultat plus précis :

Proposition 3.3 — Soit M un Zx-Module cohérent pour lequel Z est une sous-variété
non caractéristique. Alors le compleve de Px-Modules a gauche RUjziM n’a de la
cohomologie qu’en degré p. Le 9x-Module RPT'(z)M est cohérent de variété caracté-

ristique it (car M).

4. Commutation des foncteurs cohomologie locale et image inverse

Proposition 4.1([Meb2]). — Soient f : X — X un morphisme de variétés analytiques
lisses, Z C X un sous-espace analytique, et M € D®(ZPx) un complexe borné de
PDx-Modules a gauche. Notons ZcX Uespace analytique f~(Z). Il existe un iso-
morphisme naturel entre les triangles :

Lf*RU ;)M —s Lf*M —s Lf*RM(xZ)

l | l

RT( 5 Lf*M — Lf*M — R(Lf*M)(xZ)
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Démonstration. — Quitte a considérer f comme la composée de 'immersion du
graphe de f et de la projection de X x X vers X , il suffit de traiter le cas d’une
projection et celui d’'une immersion d’une sous-variété lisse fermée.

a) L’application f est une projection. Supposons donc que X =X x Y,ouY est
une variété lisse, et que f soit la projection de X x Y sur X. Notons ¢z l'idéal de
définition de Z. L’image inverse f* ¢z s’identifie & un idéal de Ox xy qui définit 7 ,
noté 7. Le foncteur f* étant exact, il vient :

Lf*(RUzM) = f*(RTz)M) = f*Rlim #Home (Ox/ 75, M)
k

qui est encore égal a :
Rlim f* Home, (Ox] F5, M)
k
puisque I'image inverse commute a la limite inductive. D’autre part, pour tout Zx-
Module & gauche N, il existe une fleche naturelle :

frlim AHome, (Ox/ J5,N) — lim Homey,, (f*(Ox/ 75), [*N)
k k

Or f*(Ox/ 7}) est isomorphe & Ox xy /7. Nous en déduisons une fleche naturelle :

f*Rlim Home, (0x/ J5, M) — Rlim Homey . (Oxxy/ 75, f*M)
k k
Pour tout k € N*, soit L*(k) une résolution locale de Ox /_#} par des 0x-Modules
libres. Ces résolutions s’organisent en un systéme projectif. Comme f*L°(k) est une
résolution libre de Oxxy/_# g, la fleche précédente est un isomorphisme local, donc
un isomorphisme. On obtient donc :
Lf*(RT|zM) ~ Rlim Homey ., (Oxxy/ ff, Lf*M) ~ RT 7 Lf*M
k
On procéde de méme pour lisomorphisme Lf*RM (xZ) ~ R(Lf*M)(xZ).
b) L’application f: X — X est une immersion lisse fermée. Identifions f(X) C X
a X (en particulier Z = XNZ). Soit # C Ox (resp. #5 C O%) I'idéal de définition
de X (resp. Z). On a l'isomorphisme :

Lf*RT M ~ ' ((0x/ f5) @, RUiz)M)

Mais comme O/ _#5 est algébriquement supporté par X , dans la catégorie des Ox-
Modules, nous avons les identifications suivantes (voir la remarque 1.12) :

(0x/ I5)06 RU ;M =~ RT3, ((Ox/ F3)®6, RUz1M) = (Ox/ J5) @6, RT 7 M
Le morphisme naturel :

(+) Lf*RT 3 M — Lf*RT ;M
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est donc un isomorphisme. Soit I°* un complexe de Zx-Modules injectifs isomorphes
a M dans Db(Zx). Ainsi :

Lf*RF[E]M ~ Lf*(F[Z]I')
Comme F[Z] I* est un complexe de Zx-Modules algébriquement supportés par X ,
nous avons :

(%) Lf*(Cigl) = L (T %) [d]
ot d est la codimension de X dans X (corollaire 1.3.2). D’autre part, pour tout

j €z, Laf (I‘[Z]IJ) et I‘[é](L’df*(l"p}]Ij)) s’injectent dans L’df*(F[;qu). Pour

montrer que ces sous-Modules sont isomorphes, il suffit de le faire localement. Or,
localement, si N est un Zx-Module a gauche algébriquement supporté par X LN
est Pensemble des sections de N annulées par les équations de X (corollaire 1.3.2).
Nous en déduisons I'isomorphisme :

L (T 1") = Ty (L4 (T 1)

Remarquons que, pour i >0, k€ Net j€Z:
rte (O3] 75, L f (L5 17)) =0

En effet, si P* est une résolution locale &'g-libre de 0%/ / Z_ nous avons les isomor-
phismes :

RAome (Ox] J5, L f* (T izy07)) = Home (P, L~ f*(T 5 17))
N%O’ITLJP 1@X(P f (F ]I]))

Mais comme I' 5,17 est a fibres injectives, ce dernier complexe n’a de la cohomologie
qu’en degré 0 et est donc isomorphe au complexe a un terme placé en degré zéro :

Home (03] FE L (T 17)
Cela établit la nullité des groupes d’extension annoncée. On en déduit I'isomorphisme :
Py (L (D 1)) [d) = By (L0 1))
:RF[Z]Lf (T ) _RF[Z]Lf*(RF[;qM)

D’aprés isomorphisme () appliqué & Z = X, ce dernier complexe n’est autre que
RF[Z]L f*M. Nous obtenons ainsi (grace & (xx)) un isomorphisme naturel :

(X]

Lf*RTzM ~ RT 5 Lf*M

L’autre formule s’obtient de la méme fagon.
Le lecteur vérifiera que les isomorphismes donnés sont bien des isomorphismes de
P -Modules.

SEMINAIRES & CONGRES 8



IMAGE INVERSE EN THEORIE DES 2-MODULES 43

5. Immersion lisse fermée et cohomologie locale. — Dans ce paragraphe, X
désigne une variété analytique complexe lisse et Y C X une sous-variété lisse fermée
de codimension p. On note i : Y — X, 'immersion de Y dans X.

Rappel sur Px.y. — Soit wx (resp. wy) le faisceau des formes différentielles de
degré maximum sur X (resp. Y'). Rappelons la correspondance entre les Zx-Modules
a gauche et & droite ([Cimpal, prop. 15, p. 122]).

Soit M un Zx-Module a gauche. On rappelle que wx est naturellement un Zx-
Module a droite. Le Ox-Module wx ®g, M est alors un Zx-Module a droite. Cette
structure de Zx-Module a droite est définie en posant pour tout champ de vecteurs
&, pour toute forme w € wy et pour toute section m € M :

(wem){ =wE@m —w®&m

Inversement, si N est un Zx-Module & droite, #ome, (wx, N) est un Zx-Module &
gauche. Sa structure de Zx-Module a gauche est définie en posant pour tout champ
de vecteurs &, pour tout ¢ € Home, (wx, N) et pour toute forme w € wy :

(£d)(w) = d(ws) — P(w)§
Posons :
Dxey = it %Omﬁx (wx, gx) Ri-10x Oy Ry Wy
Remarquons que le faisceau S#ome, (wx, Zx) a deux structures de Px-Modules a
gauche : une structure 1 qui provient de la structure de Zx-Module a gauche de Zx
et une structure 2 qui provient de la structure de Zx-Module & droite de Zx. Nous
considérons :
it %Omﬁx (u)x, .@)() Ri-10x Oy

comme I'image inverse du Zx-Module a gauche #omg, (wx, Px) munie de la struc-
ture 2 de Zx-Module a gauche. Cette image inverse est alors munie d’une structure
de Zy-Module & gauche et d'une structure de i ~*Zx-Module & gauche provenant de
la structure 1 sur #ome, (wx, Zx). Le faisceau Zx. y est donc un i~ Zx-Module
a gauche et un Z2y-Module a droite.

Dans un systeme de coordonnées locales ou Y est défini par les équations z; =
-+ =x, =0 dans X = C", nous avons l'identification :

i1 9y
i1 Dx(x1,...,2p)
«((dzy A Ndzy — 1) @1@drppr A Aday) » — 1

Dxy

ott le terme de droite est muni de sa structure naturelle de i~!Zx-Module & gauche
et de Yy -Module a droite.

Etudions comment cet isomorphisme se transporte par changement de coordonnées.
Soit donc :

h:C"—C" ; z=(21,...,2n) — y = (h1(x),..., hn(x))
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un difféomorphisme de C™ laissant Y invariant. Les fonctions hi,...,h, sont donc
dans l'idéal (z1,...,2,)0cn. Par suite, il existe des fonctions a; ;(z), 1 < 4,5 < p,
telles que :

P
hi(z) = inak,i(m)
i=1
pour 1 < k < p. Le difféomorphisme h induit le difféomorphisme :
WY —Y; o' =(xpi1,..y2n) — Y = (hps1(0,2'), ..., hpn(0,2"))

Nous avons alors I'isomorphisme de i~!Zx-Modules & gauche et de Zy-Modules &
droite suivant, qui commute aux identifications locales avec Zx. y :

i1 9Dcn ~ i1 Dcn

— !
1™ @Cn(l'l,...,xp) 1 @C"(ylv"'ayp)

1i—s jac(h) (b= (y))/ Jac()) (W= (Yp11, - - - yn)) = det A(h~1(y))
ou jac(h) (resp. jac(h’)) désigne le jacobien du difféomorphisme h (resp. h') et A est

la p x p matrice (a; ;(x)).

Image directe de l'image inverse. — Rappelons qu'un Zx-Module est dit algébrique-
ment supporté par Y si ses sections sont localement annulées par une puissance de
I'idéal ¢ définissant Y. Si M désigne un Zx-Module algébriquement supporté par
Y, d’apres le corollaire 1.3.2, on a : Li*M ~ L™Pi*M|[p|. D’autre part, le foncteur i
établit une équivalence de catégories entre la catégorie des Zy-Modules et celle des
Px-Modules supportés par Y ([Cimpa2], th.1 page 9). Le foncteur M — L~ Pi*M
en est un quasi-inverse. On pourra d’ailleurs noter que si M est un Zx-Module, il
existe un isomorphisme naturel :

L7Pi*M ~ Home, (wy,i "t Home, (Ox] 7, M @wx))

Proposition 5.1 — Soit M un compleze borné de Px-Modules a gauche. Il existe un
isomorphisme naturel :

(M) : iy (Li*M) — RI‘[Y]MHP]
Démonstration. — Constatons d’abord que Li*(RM(xY)) = 0. Cela résulte par

exemple de la proposition 4.1 (le lecteur pourra en donner une preuve directe). Nous
avons donc un isomorphisme naturel de Zy-Modules :

Li*(RTy)M) — Li*M
Soit J* un complexe de Zx-Modules injectifs isomorphe & M. Nous avons alors :
RU'y 1M =Ty J*
Ll*(Rr[y]M) = LZ*(F[y]J.) ~ Lipi*(r[y](].[#*p])
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Il en résulte :
i (Li*(RUy M) = iy (L7 (L yyJ ") [+p])
~ Ty J* [+]
~ RTy)M[+p]

D’ou 'isomorphisme annoncé. En particulier pour M = Oy, nous obtenons :
Corollaire 5.2 — i, (0y) ~ RPTy|0x

Dans un systeéme de coordonnées locales, nous avons vu a la section 2 que RPT'y10'x
s’identifie a :
Dcn
Den (21, ..., p, 0/0xpys1,...,0/0xy)

D’autre part, nous avons l’isomorphisme :

i_l.@cn
Ix—y = i D (11, . .., 1)
Ainsi :
’i_l@Cn @Cnfp
iy (Oy) ~
Z+( Y> ’i_l.@Cn (1‘1, . ,Ip) ®@Cn7p @cnfp(ﬁ/ﬁxp_s_l, ey 8/833”)
Dcn

1

Den (21, ..., 2p,0/0xpy1,...,0/0x,)

On obtient ainsi un isomorphisme local entre i (0y ) et RPT'[y)0x, et on peut vérifier
qu’il coincide en fait avec I'isomorphisme du corollaire précédent.

V. Images inverses et solutions d’un Z-Module

1. Un morphisme fonctoriel. — Soit f : X — Z un morphisme analytique entre
deux variétés analytiques X et Z. Soient M et N deux complexes bornés de Z -
Modules a gauche. Nous allons montrer qu’il existe une fleche naturelle de complexes
de faisceaux de C x-espaces vectoriels :

[ 'RAFomg,(M,N) — R Homg, (Lf*M,Lf*N)

Cette fleche est définie par M. Kashiwara et P. Schapira dans [K-S].

Lemme 1.1 — Il existe une résolution de Px .z par des (Px, f~1Dz) bi-Modules qui
sont des f~197-Modules plats.
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Démonstration. — Nous pouvons considérer Px_ ., comme un Zx ®c fﬁlﬁz—
Module. Une résolution plate en est une résolution par des (Zx, f~1%z) bi-modules.
Une telle résolution convient, puisquun Zx ®c f~'Zz-Module plat est f~19,-
Module plat.

Soit I* un complexe de Zz-Modules a gauche injectifs quasi-isomorphe a N. Soit
P* une résolution de Zx_.z par des (Zx, f~12z) bi-modules qui sont =12, plats.
Soit J* un complexe de Zx-Modules a gauche injectifs isomorphe au complexe simple
(P*®j-1g, [~1I")" associé au complexe double (P*®¢-14, f~'I*). Nous avons alors
les morphismes canoniques :

'R Homag, (M, N) —— [~ Hom?, (M,I')
—— Homyoig, (fTIM, fT)
— Homy, (P*@ [TIM)*,(P* @ f~1°)°)
— Homy, ((P°® M), J%)
= RAomo, (Lf*M,Lf*N)

Le lecteur pourra vérifier que ce morphisme est indépendant des résolutions choisies ;
nous le noterons :

can(f, M,N) : f 'R #omg,(M,N) — R #omg, (Lf*M,Lf*N)

Si N = 0z, Lf*N = Ox et nous obtenons un morphisme entre le complexe des
solutions holomorphes de M et celui de son image inverse. Nous le notons can(f, M) :

can(f, M) : f'RAHomgy,(M,Oy) — R Homg, (Lf*M,Ox)
D’autre part, si g : Y — X est un morphisme analytique :
can(g, Lf*M,Lf*N)o g *can(f, M,N) ~ can(f o g, M, N)

Le morphisme can(f, M, N) peut donc se calculer en écrivant f comme la composée
d’une immersion et d’une projection. Traitons le cas de la projection.

Proposition 1.2 — Soient X etY deuz variétés analytiques complexes. Désignons par
m: X XY — X la premiére projection. Alors :

can(m, M) : n= 'R Homg, (M, Ox) — R Homa, ., (LT* M, Ox «y)

est un isomorphisme pour tout complexe borné M de Px-Modules a gauche dont les
groupes de cohomologie sont des Dx-Modules a gauche cohérents.

Démonstration. — Rappelons que * est un foncteur exact. Le morphisme can(mw, M)
étant défini globalement, il suffit de vérifier la proposition localement. D’apres le
lemme du way-out [Cimpa2, I1.5, p.86], il suffit de faire cette vérification pour
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X=C"Y =CPet M =PDcn. Considérons (x1,...,z,) (resp. (y1,...,yp)) un sys-
téme de coordonnées locales de X (resp. de Y'). Nous avons :

N Dcnxcr

~ Danxcr(9/9y1, ..., 0/0yp)

Le complexe de Koszul K(0/0yi,...,0/0yp, Donxcr) est donc une résolution de
7*(Pcn) par des Don x cr-Modules libres. On en déduit que :

Rﬁom@cnxcp (77*(-@0")7 ﬁC"XCp)

T (Zcr)

est isomorphe au complexe de Koszul K(9/0y1,...,0/0yp, Ocrnxcr). Ce complexe
étant isomorphe & 771 0cn, le résultat s’en déduit.

2. Cas d’une immersion lisse fermée. — Soient X une variété analytique lisse,
et Y C X une sous-variété lisse fermée de codimension p. Notons ¢ : ¥ — X le
morphisme d’inclusion.

Soit M un complexe borné de Zx-Modules a gauche. Par fonctorialité du mor-
phisme can, les diagrammes suivants sont commutatifs :

a(Y, M)
R,%”omgx (M, ﬁX)|Y _— R%OTTL@X (RF[Y]M, ﬁx)‘y

can(i, M)J lcan(i, RT M)

ijom%, (Li*M, ﬁy) /—> R%OTTL@Y (Li*(RF[y]M), ﬁy)
a/(Y, M)

et

B, M
R%OTTL@X (RF[Y]M, ﬁx)‘y # R%ﬂomgx (RF[y]M, RI‘[Y] ﬁx)‘y

can(z’,RF[y]M)J( lcan(i,RF[y]M, Rl‘m ﬁx)

R %om@y (Li* (RF[y]M), ﬁy)ﬂw)R %Om@), (Li* (RF[y}M), Li* (RF[Y] ﬁx))

Etudions ces diagrammes. Tout d’abord, la nullité de Li*(RM (xY)) implique que
o/ (Y, M) et 3 (Y, M) sont des isomorphismes.

D’autre part, le morphisme can(i, RI'jy)M, RI'[y)0x) :

R%om@)( (RF[y] ]\47 RF[y] ﬁx) ly — R L%ﬂom@), (Li* (RF[Y]M), Li* (RF[Y] ﬁx))

est un isomorphisme sous ’hypothése du lemme 2.1. En effet, soit I°* (resp. J*) une
résolution injective de M (resp. Ox). Nous avons alors :

R%O?TL@X (RF[Y]M, RF[y] ﬁx)“/ >~ R%ﬂomgx (RF[Y]M, ﬁx)|y
~ L%ﬂomogx (F[y]l., J )ly
= %”om'@X (P[y]f., F[y]J.)‘y
= %Om;jy (Lpi*F[y]F, Lpi*F[y] J.)
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Or LPi*I'jy1J* est un complexe de Zy-Modules injectifs, car pour tout entier & :
Homg, (N, LPi*T 1y J*) = Homg, (i, N, J*)
ainsi :
Homgy,, (LPi*TyI°, LPi* Ty J*) = R Homg, (Li*(RTy)M), Li*(RT [y Ox))

On vérifie ensuite par un calcul en coordonnées locales que ce morphisme correspond
bien au morphisme can(i, RT'y1M, RT 'y Ox).

Lemme 2.1 — Si M est un complexe borné de Px-Modules tel que R y1M soit a
cohomologie Dx -cohérente, le morphisme naturel :

Rf%pomgx (RF[Y]M, ﬁx) — Rl%ﬂomgx (RF[Y]M, RFm ﬁx)

est un isomorphisme.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que si N est Zx-Module cohérent supporté
par Y, le morphisme naturel

R Homg, (N7 ﬁX) «—— RAomg, (N7 RF[Y} ﬁX)

est un isomorphisme. Considérons I° une résolution injective de Ox comme Zx-
Modules. D’apres les lemmes IV.1.1 et IV.1.3 :

R%OT)’L_@X (]\f7 RFM ﬁx) = JJI,&O’H’L@X (N, F[y]I.)

Nous utilisons ici I'hypothese sur N puisque nous savons seulement que I'iy)I® est
un complexe dont les fibres sont des Ox ,-modules injectifs. Comme N est supporté
par Y, le complexe Jomg, (N,TyI*) est égal a Homg, (N,I%) qui coincide avec
R Homg, (N, Ox); d’ou assertion.

En particulier, le morphisme 3(Y, M) est un isomorphisme lorsque M satisfait aux
hypotheses du lemme précédent. Nous avons alors la proposition :

Proposition 2.2 — Si M est un complexe borné de Px -Modules tel que RT'[y)M soit
a cohomologie Px -cohérente, le morphisme can(i, M) s’écrit :

can(i, M) = (M) o (Y, M)
ot (M) est lisomorphisme :

o/ (Y, M)~ B'(Y, M) can(i, RTy] M, RT(y1Ox)3(Y, M)~
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3. Exemples. — Reprenons ’exemple 2 du paragraphe IV.2 :
(D)™
(Zc)N((0/0x1)1d —A)

ou N est un entier naturel non nul et A une matrice N x N a coefficients dans

M =

Drel, le sous-faisceau de Yo constitué des opérateurs indépendants de (9/0x1). Soit
Z C C", I'hyperplan de coordonnées {x1 = 0}. Nous avons montré que le triangle de
cohomologie locale associé a Z est représenté par la suite exacte :
(@Cn)N (@Cn)N (@Cn)N
— —
(Pcn)N((0/0x1)1d —A) (Dcn)N((0/0x1)1d —A)xy (Dcn )Ny

En relevant des résolutions libres de Zcn-Modules a gauche des termes extrémes, nous

0— —0

obtenons le diagramme commutatif :

0

l

0— (Zen)N ——— (Den)V

0

pra l

(Zcr)N —————— ()Y ——0

— P —O

'1:1
-1 T

l pr2

0 — (Zcn )N ——— (Zc)N & (Pen )N ————— (Tcn )N ——— 0

)

. ((8/8x1) Idy —A4 0 )

P Py (D) (Zc)™
0 M Do)V (0)0m) Ty Az (Do) NarTdy 0
l |
0 0 0

olt les lignes et les colonnes sont des suites exactes de Pc»-Modules a gauche. Appli-
quons le foncteur Jfomgg, (—, Ocn )|z ; nous obtenons la suite exacte de complexes

verticaux :
0 0 0
O%ﬁgnwz%ﬁgn‘z@ﬁgn A ﬁ(]_jvn|Z 0
(0/0w1) Ty —A ((8/ Oz1)Idy =4 0 > o
-1 X1
0—— 08|z —— 08|70 08.|2 08|z 0
0 0 0
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qui représente le triangle :

R%Om_@cn(M, ﬁcn)‘ — Rﬁom_@cn(RM(*Z),ﬁcn)‘Z

— R%()m@cn (RF[Z] M7 ﬁc")|z [_1]

z

Décrivons dans ce cas particulier les morphismes introduits au paragraphe 2.

Le morphisme o(Z, M). — Désignons par a‘(M) le morphisme induit par a(Z, M)
sur le ¢ groupe de cohomologie. Une chasse dans le diagramme établit que

a'(M) = 0 pour i # 0 et que a®(M) s’identifie au morphisme :
Exty, (R'T(7 M, Ocn)|z
|
RO Jfom@cn (M, ﬁCn)|Z _— RO f%”om@cn (RF[Z]M, ﬁC")|Z
l

| YR

—
{fedf.lz; (0/0x11dy —A) f =0} ————— 08, /08, 21|72

Le morphisme 3(Z, M). — 1l s’identifie au morphisme :

gxtlgcn (RlF[Z]M7 ﬁc")lZ < %Om@(jn (RIF[Z]M, RIF[Z]ﬁcn)lz
| |
(08.)68.21)|7 +— {(a/z1) € (Ocn[1)31)/Oc)N |z ; a € OF,}

a (a/z1)

Cette fleche est comme prévu un isomorphisme (voir le paragraphe 2).

Le morphisme can(i, RU'[z1M, Rl'|z)0c~). — La multiplication par x; dans M
étant injective, le complexe Li*M est isomorphe au complexe a un terme :
(M/x1M)|z placé en degré zéro. Ce module étant isomorphe a 2§, ., le mor-
phisme can(i, RI'[;) M, RT'z10cn) s’identifie donc a :

R Homg,, (RF[Z}M, RF[Z] Ocn)|z +—— R #omg, (Li*M,0z)

| |

Homge, (R'T71M, Ocn[1/x1)/Ocn)| 7 +— R Homg,, (28,1, Ocn-1)

| |

{(a/m1) € (Ocn[1/21]/Ocn)N |7 5 a€ 08} ¢ 08,

b/.’El b

C’est bien un isomorphisme.
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Le morphisme can(i, M). — Faisons 'hypothese supplémentaire sur M suivante :
Homge, (M, Ocn) ~ R Homge, (M, Ocn). Cette hypothese est vérifiée quand ’hy-
persurface Z est non caractéristique pour M, donc par exemple si M est un systeme
de Cauchy généralisé (voir le paragraphe suivant). On a alors :

Z'ilR(%oomgcn (M, ﬁcn) i) it %om@c,l (M, ﬁcn)

l l

R%Omi—lgcn (’l:ilM, iilﬁcn) — %Omiq@c” (Z.ilM, iilﬁcn)

l |

R,%”omgcn_l (Z.*]\f7 ﬁcnfl) i} %0’”1@0”_1 (i*M, ﬁcnfl)
Le morphisme can(i, M) s’identifie donc au morphisme :

i~ Homgg, (M, Ocn) — Homg,,, , (I*M, Ocn-1)

| |

{f € 68.12;(8/0x,1dy —A) f = 0} ————— 08, .
fl f(07x27"'umn)

4. Théoréme de Cauchy et le cas non caractéristique

Le cas non caractéristique. — Soient N, m, r1,..., ry, des entiers naturels non nuls;
on note N € N* la somme 71 4+ - - +7p,. Soit p(1) < --- < p(m), une suite strictement
croissante d’entiers non nuls. Soit A une matrice N x N & coefficients dans Zcn
indépendants de (9/0z1), formée de blocs 4; ;, 1 < 4,j < m, de taille 7; x r;, dont
les coefficients ont leur degré inférieur ou égal & p(i) — p(j) + 1. Rappelons que le
PDcn p-module & gauche :

(Zcn o)V
(@Cn,70)N((a/a.Z‘1) IdN —A)

est un germe a lorigine de systéeme de Cauchy généralisé (le long de I'hyperplan
{21 = 0}), associé & A. Pour 1 <i < N, notons e; € M(A), la classe du i®™¢ vecteur
de la base canonique de (Zgn o)™

Soient f € ﬁN,L70 et ug € ﬁgn,l,o. Sim =1, M(A) correspond exactement au
systeme considéré au paragraphe 5. Il résulte du théoreme de Cauchy-Kovalevska —

M(A) =

dont nous donnons une preuve au paragraphe 5 — que le systeme d’équations aux
dérivées partielles :

a une unique solution.
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Si m > 1, en rajoutant des générateurs au Zcn g-Module a gauche M(A), nous
pouvons montrer 'existence d’un entier ¢, d'un systéme de Cauchy généralisé M(A’)
avec m’ = 1 et d’une suite exacte de Ygn o-Modules & gauche :

Dcr o ‘

0— |——— | — M(A) — M(A) —0
<9Cn’08/81'1> ( ) ( )

Compte-tenu de la présentation de M(A) donnée au paragraphe I1.3, nous en dé-

duisons :

Théoréme 4.1 — Soit M(A) un systéme de Cauchy généralisé. Alors, il y a un iso-
morphisme :

R Aomgg, ((M(A), Ocn o) ~ Homgg, ,(M(A), Ocn o)
De plus, le morphisme naturel :

Homae, (M(A), Ocn o) — OB g

¢ — (¢1(0,27),...,on(0,2))
ot ¢; = ¢(e;), 1 <i < N, et &/ = (x,...,2}), est un isomorphisme.
Montrons maintenant :

Proposition 4.2([K4]). — SoitY C X une sous-variété fermée de X ; notonsi: Y —X
le morphisme d’inclusion. Soit M un complexe borné de Px-Modules a gauche dont
les groupes de cohomologie sont PDx-cohérents et admettent Y comme sous-variété
non caractéristique. Alors, les morphismes naturels :

Y, M
R Homay M, 63y ~E2) . R Some (RUw M, 6x)ly
et

can(i, M)

R%om@X(M, ﬁxﬂy

sont des isomorphismes.

R Homg, (i*M, Oy)

Démonstration. — On peut utiliser le lemme du way-out. Le probleme étant local,
nous pouvons donc supposer que Y est une intersection d’hypersurfaces lisses : Y =
MNY_,Y;. Constatons que si Y est non caractéristique pour M, alors la sous-variété
NP_,Y; lest aussi pour RT'[y,) M. Ainsi, il suffit de prouver la proposition lorsque M
est un systeme de Cauchy généralisé (proposition I1.3.4) ; ce qui se déduit des calculs
du paragraphe 3 et du théoréme de Cauchy-Kovalevska (théoreme 4.1).

Plus généralement, en factorisant un morphisme par I'immersion de son graphe, on
obtient le résultat suivant a partir des propositions 1.2 et 4.2 :

Proposition 4.3 — Soit M un 9z-Module cohérent et f : X — Z un morphisme non
caractéristique pour M. Alors le morphisme can(f, M) :

'R AHomg,(M,0z) — R Homg, (Lf*M,Ox)

est un isomorphisme.
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Application aux conditions de support des solutions d’un module holonome. — Soient
X une variété analytique de dimension n et Y C X un sous-espace analytique. On
appelle espace conormal relatif a Y dans X I'adhérence dans T* X du fibré conormal
a la partie lisse de Y ; on le note Ty X. Soit M un Zx-Module holonome. Sa variété
caractéristique s’écrit comme une réunion localement finie d’espaces conormaux :

car M =UTyx, X

Considérons la projection 7 : car M — X. Pour tout entier k, 0 < k < n, posons
Yk = {z € X ; dimm!(z) > k}. Par semi-continuité de la dimension des fibres
d’un morphisme, ce sont des espaces analytiques. La variété caractéristique de M
étant équidimensionnelle de dimension n, ¥ est de dimension inférieure ou égale a
n—k, 0 < k< n. Soit x ¢ Xg. Alors la dimension de 7~!(z) est inférieure & k — 1.
Il existe donc un sous-espace affine H de dimension k — 1 passant par x et tel que
THX Necar M C T X au voisinage de z. D’apres la proposition 4.3, nous avons donc
I’isomorphisme :

R omg, (M, Ox)|g — R Homg, (i"M, Of)

ou ¢ désigne l'inclusion de H dans X. Le Zx-Module M et le Zy-Module i* M étant
cohérents, on a l'isomorphisme :

R AHomg, (M, Ox ) — RAomg,, ((i"M)., On,.)

D’aprés des résultats classiques d’algebre homologique [Cimpal, th.7, p.149], ce
complexe n’a donc des groupes de cohomologie non nuls qu’en degré inférieur ou égal
a k — 1. Nous avons ainsi montré que le faisceau (g’xtl_%x (M, Ox) est supporté par Xy,
c’est-a~dire par un espace analytique de dimension au plus n — k.

Proposition 4.4 — Soit M un Px-Module holonome. Les supports des faisceaux de
C-espaces vectoriels éaxtk%( (M, Ox) sont contenus dans des sous-espaces analytiques
de X de dimension inférieure ou égale a n — k.

D’apres le théoréme de constructibilité de Kashiwara ([Cimpa2] [K2]), le complexe
des solutions d’un module holonome est constructible. Dans son exposé, L. Narvaez-
Macarro montre que le dual du complexe des solutions d’un Module holonome est
le complexe des solutions du Z-Module dual. Cette proposition établit donc que le
complexe des solutions d’'un Z-Module holonome est pervers.

5. Une preuve du théoréeme de Cauchy-Kovalevska. — Cette preuve est lar-
gement inspirée de celle donnée par F. Treves dans [T]. Notons B, € C™~! la boule
ouverte de rayon ¢ € R** de centre l'origine et D, C C celle de rayon n € R*™*
de centre l'origine. On désignera par FZ;R (resp. F?m) I’ensemble des m-uplets de
fonctions holomorphes sur D,, x B, (resp. B;) se prolongeant de facon continue sur le
produit des boules fermées D, x B. (resp. B.).
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Nous souhaitons résoudre le systeme d’équations aux dérivées partielles suivant :

Ou zn:A O | pu+ f
g el u
8391 - J &cj 0

Jj=2

Ulzy =0 = Uo

ou A; = (ajre(x)), 0 < j<n,j#1, est une matrice m X m & coefficients dans
—n, —n,m

- m.er €0 uo € H_ . Notons
fis--., fm, les composantes de f et ug,1,..., Uy n, celles de ug. Posons :

g1 et 7y deux réels strictement positifs, f € H.~

[Ajlle. =sup  sup  fa; k()|
k, €Dy, X B,

[flln,er =sup  sup  |fi(2)]

i €Dy, XBgy

[uolle; =sup sup |ug,i(z")|
i x'€e e

" 0

Lemme 5.1 — Pour tout €’,e,m',n € RT* tels que 0 <&’ <e<ep, 0<n <n<n,

lopérateur :
—nm
A . .E[n’6 .I:I,,7 &l

est continu, de norme magjorée par C/(e — '), ot :

n
C= Z ||Aj||771’€1 + €1||A0||771,€1

j=2
L’opérateur :
—nm
B:H,., — H ", 6/
est continu, de norme magjorée par (1 + C)/inf(e —&',n—1n').
Démonstration. — 11 résulte des formules de Cauchy que l'opérateur de dérivation

n, . . .
0/0x; : Hy'o — H77 o (resp. 9/0x1) est linéaire, continu, de norme majorée par

1/(e —¢&’) (resp. 1/(n —n')) pour j > 2 (resp. j=1). Le lemme s’en déduit.

Soit 0 < &’ <e<eget 0<n <n<n. On considere 'opérateur :

—n.m T1
T :H,. —»Hn o wr—>/ A(u, 2" w(u, 2") du
0

Lemme 5.2 — Soit wy € Hm o
d €10,e1], TFwy appartient a Hn::;d et :
k k
1T wolln,e;—a < (Cen/d)"|lwolln, e,

De méme, si on pose D =1+ C et si d < 1y, alors B*wy appartient a "
et :

Pour tout k € N, pour tout n € 10,m[ et pour tout

m— d€1 d

HB wOHm d,e1— d < (De/d) Hwollnl,ﬁl
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Démonstration. — On procede par récurrence sur k. Supposons que pour tout com-
plexe ¢ vérifiant 0 < [t| <y :

k —n,m
T wo € H‘tlvgl_d+k7$»l

k
Celt|
k
1T woll gy e, a4ty < ( llwolln ex

d
d— k41

Nous avons alors :

k
e Cet’
||Tk+1wo\|n,€1—d </ — <dd> llwo |y e, dt’
0 %+1 T k1

k+1)C (Ce\" (k+1\F 1
< e (d> <k> rral ool

ck+ | I Ce \"*!
< Gre (14 3) ol < (S0) tuol e

De méme, supposons que :

1B" wol| SK(—73

m—d+ziy.e1—d+ 5

Nous en déduisons :

D k!Dkek
||Bk+1w0||m—d,61—d < _d_ Jkik
k+1

k+1 k
D 1
<t (7)) (14 g) Tl

k+1
De
< (k+1)! (d) l[wollny e,

(k+ 1)k||w0||m,61

5N, M
Hn1,61‘

Proposition 5.3(théoréme de Cauchy-Kovalevska)— Soient ug € H.. " et f €
Posons :

M = luolley + mull flln e
Sieg €10,e1] et g € ]0,inf{n, (1 — €0)/Ce}|, alors le systéme :

1) {oui

u|11:0 = U

7,Mm
€0sMo

a une unique solution dans H et :

1
1-— 06770(61 — 60)_1

”uHEOJIU <
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Démonstration. — Posons wg = ug + foml f(t,z")dt. Alors, wy € F:if:l, ouny <m

et lwolly;,e, < M. D’apres le lemme 5.2, wy, = T wq est le terme général d’une série
7,1m

normalement convergente de I'espace de Banach H, .

. On pose u =3, -y wy. Nous
avons :

k T 1
Zwi:uo—k/ f(t,x')dt—|—/ A(SZg i) dt
=0 0 0

Par suite u = ug + [ f(t,2’)dt + [;* Au dt. En conséquence, u est une solution

—n,m
dans H.
en (0,z), z € Be,, des dérivées partielles de u; par récurrence, on montre que cela

détermine les dérivées partielles u.

du systeme (1). L’unicité est claire, car ug permet de déterminer la valeur

Proposition 5.4 — Soit v € C{xzy,2'}™. Pour tout i € N, il existe des éléments
v; € Clay, 2’} uniques tels que Bv; = 0 et v =3, (21 /i)v;.
Démonstration. — Si les v; existent, il vérifient :
Bui(z1,2') =0 ;5 v;(0,2") = (B')(0,2")
D’apres ce qui précede, ils sont uniques. Montrons dogcﬂ}eur existence. Quitte & choisir

M,
De plus, d’apres le lemme 5.2, pour d =¢1 — &g, 0 < gg < €71 :

€1 et 11 assez petits, v admet un représentant dans H, ' _ , que nous noterons encore v.

1B*0(0,2") |-y < KN(De/d)*|[v]l, c,
Soit d’ assez petit. D’apres la proposition 5.3, le systéme :

Buj(zy,2) =0 ; 2;(0,2') = (B)(0,2")

7N, m

admet une unique solution dans H, _; . _4 qui vérifie :
1

1= Ce((ni/d) - 1)

[Villps —ar - < H(De/d)" 0]l

Ainsi _q(zt /ivi(21, 2") est normalement convergente pour x; assez petit. Notons
’ i>0\"1 )

A(z1,2") sa somme. Il reste & voir que A convient, c’est-a-dire coincide avec v. Nous

avons :

A0, z") = v9(0,2") = v(0,2)
et

xlfl
B)\ = i
2. Gi—1)"
Par suite :
BX(0,2") = v1(0,2") = Bv(0,2")

D’ou (0A/0x1)(0,2") = (0v/0x1)(0,2’). En itérant, on montre ainsi que la série de
Taylor de X\ coincide avec celle de v. D’ou la conclusion.
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Remarque 5.5 — Cette proposition permet d’exprimer le lien entre les solutions holo-
morphes d'un Z-Module non caractéristique le long d’une hypersurface et ses solutions
lorsqu’il est considéré comme Module sur ’anneau des opérateurs différentiels relatifs.
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