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Résumé —  On s’intéresse & la formulation de Neumann-Kelvin du probléeme d’hy-
drodynamique navale concernant ’avancement d’un navire dans une mer calme de
profondeur uniforme finie. La recherche d’une fonction de Green pour ce probléeme
est ramenée par réduction sur la surface libre & un probleme pseudo-différentiel pour
lequel on présente un cadre et une méthode de résolution.

Abstract (Boundary reduction of a Kelvin-like problem). — We are interested in the
Neumann-Kelvin formulation of the marine hydrodynamics problem of a moving ship
in a quiet sea of uniform finite depth. Looking for a Green function for this problem
we are brought to a reduced pseudo-differential problem on the free boundary, for
which we give a framework and a solving method.

Introduction

Le probléeme d’hydrodynamique navale concernant I’avancement d’un navire dans
une mer calme est important tant du point de vue théorique que numérique, puisqu’il
conduit en particulier au calcul de la résistance de vagues. Sous des hypotheses phy-
siques classiques, la modélisation de ce probleme se traduit par un systeme d’équations
non linéaires dont une formulation linéarisée est celle de Neumann-Kelvin. Le cadre
de cette modélisation dans le cas d’une mer de profondeur finie est le suivant (cf. par
exemple [WL], [N], [K]...).

Etant donné un solide se déplacant d’un mouvement de translation rectiligne uni-
forme de vitesse V) dans un fluide de profondeur finie, limité inférieurement par un
fond fixe et supérieurement par une surface libre, on considére un repere direct Ozzy
lié au solide, Oz étant 'axe vertical ascendant, Oxy le plan horizontal de la surface
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52 P. BOLLEY & PHAM THE LAI

libre au repos, 'axe Oz étant dirigé selon la vitesse d’avance du solide. Le fond du
fluide est supposé défini par I’équation z = —h avec h réel > 0.

On suppose que le fluide est parfait, incompressible et qu’il n’est soumis qu’a des
forces de gravité et de pression, et que ’écoulement est irrotationnel et stationnaire
dans ce repere. Il existe alors un potentiel ¢ du champ de vitesses qui est harmonique
et qui vérifie I'intégrale premiere de Bernoulli dans le domaine fluide. Par ailleurs
I’écoulement est caractérisé par la présence d’une surface libre décrite par une équation
z = n(z,y) et sur laquelle on a une condition cinématique et une condition dynamique.

Ces deux inconnues ¢ et ) vérifient alors un systeme d’équations non linéaires dans
lequel 'inconnue ¢ est définie dans le domaine fluide qui dépend de I'inconnue 7. Ces
équations sont en fait simplifiées en faisant certaines hypotheses de linéarisation.

On suppose qu’au voisinage de la surface libre

¢o=—-Vox+ o

ou ¢ est une petite perturbation et que la hauteur de surface libre i est du méme
ordre. Par linéarisation, on obtient un systeme d’équations linéaires que doit vérifier
. Cependant dans ces équations linéarisées, on ne voit aucune dissymétrie entre le
comportement de ¢ a ’amont x > 0 et celui a 'aval < 0. Or a ’amont, ’écoulement
incident n’est pas perturbé par la présence du solide et on impose donc dans un sens
a préciser, la condition de radiation

lim Ve =0.

r——+00

On est alors conduit au probleme suivant dit de Neumann-Kelvin

(02+02+02)p=0, dans —h<z<0,

Onp =Von - @, sur I,
vd.p + 029 = 0, sur z = 0,
0.9 =0, sur z = —h,

condition de radiation,

ou n est le vecteur normal unitaire extérieur au bord I' du solide et

_ 4

W

est le parametre de Kelvin dans lequel g est 'accélération de la pesanteur.

Il est en fait important de connaitre une fonction de Green associé a ce probleme
tant du point de vue théorique que du point de vue numérique, en particulier pour
élaborer des méthodes adaptées aux domaines non bornés.

Pour chercher une fonction de Green G des variables (z,z,y) avec —h < z < 0,
dépendant du point source (z',2',y’) avec —h < 2z’ < 0, il est commode de poser

(cf. [K] par exemple)
G=— (3 + i) +H

dTr \r

v
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REDUCTION AU BORD D’UN PROBLEME MODELE DE KELVIN 53

ol
r= (2= a2+ y=y))"? et 1= (2420 a2+ (y—y)) 2,
et de chercher la composante H de G solution du probléeme

(92 +07 4 02)H =0, dans —h <z <0,
v, H + 0*H = g, sur z = 0,
J.H =0, sur z = —h,

condition de radiation,

ott la fonction g vérifie en particulier pour tous s < 2 et o € N?
/ (1+ 22 +y?)* |3§‘yg(x,y)|2 dxdy < +o0.
R2

On cherche a résoudre ce probleme par une méthode de réduction sur la surface
z=0.

Par analogie avec le probleme de Cauchy pour 'opérateur des ondes 92 — 9% — 85
dans le demi-espace z < 0 pour lequel on peut exprimer de fagon classique la solution
en fonction des données de Cauchy sur la surface z = 0 (¢f. [SR], [T]...), on montre
(¢f. [BP]) que pour toute distribution tempérée v € S’(R?) des variables (z,y), il
existe une unique fonction u € C?([—h,0];S’(R?)) des variables (z, z,y) solution du
probleme

(02+02+02)u=0, dans —h<z<0,
U=, sur z = 0,
d,u =0, sur z = —h,

qui s’exprime en fonction de v sous la forme

u = C(:; Dgy)v dans —h <z <0,

ot opérateur de Poisson C(z; D,,) est un opérateur en (z,y) dans R? dépendant de
z, dont le symbole est défini pour z € [—h,0] et (§,7) € R? par

. _cosh(|(§,n)[(z + h))
ClE &) = — e

En particulier opérateur de Dirichlet-Neumann N (D, ) associé a ce probleme, défini
par

N(Dgy)v = 0,u(0,-, ),

est Popérateur en (x,y) dans R? ayant pour symbole

N((&,m)) = [(&, )] tanh([ (£, n)[h).

En revenant au probléme pour H, on voit ainsi que la recherche d’une fonction H
solution du probleme aux limites dans —h < z < 0 peut étre ramenée par réduction
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54 P. BOLLEY & PHAM THE LAI

sur la surface z = 0, a la recherche d’une fonction v vérifiant une condition de radiation
et solution de I’équation
P(Dyy)v=yg dans R?
dans laquelle
P(Dy.,) = vN(Dy,) + 02.
Dans le travail présenté ici, on donne un cadre et une méthode pour la résolution
de ce probléeme dans R?. On montre en particulier (cf. Théoréme 1) que si

vh > 1,

il existe une unique fonction v de type Kelvin, c’est-a-dire de la forme
2 2

- 2\ V2
v(z,y) = Clog <1+Vh—1+ﬁ) + E(x,y)

ot C' est une constante et k € L™ (R,, L*(Ry)) avec limy 4o [[k(2, )| 22@®) = 0,
solution de I’équation

P(Dyy)v =g dans R%

Plus précisément pour cette solution v, la constante C est donnée par C =
¢ Jg2 9(x, y)dxdy ol ¢ est une constante universelle.

De plus 93,0 € L®(R,, L*(Ry)) avec lim, o |09, v(2,-)||p2r) = 0 pour tout
a € N2 tel que |af > 1.

Ces résultats, qui seront en fait précisés et généralisés en dimension d > 2 pour les
variables horizontales (cf. paragraphe 1), sont obtenus de la fagon suivante. Le cadre
de résolution de I'équation P(D,,)v = g dans R? dépend de l'ensemble ¥ des zéros
du symbole P((£,n)) de I'opérateur P(D,,), cet ensemble étant la réunion de trois
composantes disjointes ¥ = X~ UX° UL ot 2% = {0}, X~ et X T sont des courbes
non bornées de R? (cf. paragraphe 2). Pour préciser les solutions de type Kelvin de
I'équation homogene P(Dgy)v = 0, on est conduit (cf. paragraphe 3) & étudier des
distributions dont les transformées de Fourier sont des densités de carré intégrable sur
¥~ et X1 dans Pesprit des travaux de [AH]. Pour chercher des solutions v de '’équa-
tion P(Dgy)v = g, on utilise au voisinage des surfaces ¥~ et ¥ (c¢f. paragraphe 4)
une méthode d’absorption limite dans 'esprit des travaux de [V], alors qu’au voisi-
nage de X.° (cf. paragraphe 5) on utilise une méthode de convolution par une solution
fondamentale associée a 'opérateur.

On montrera dans un prochain travail que I’on peut obtenir ’existence et I'unicité
d’une fonction de Green G du probléeme de Neumann-Kelvin en profondeur finie,
ayant un comportement bien précis a I’amont de type Kelvin, en construisant sa
composante H a l'aide de sa trace v sur la surface libre z = 0 obtenue par résolution
de I'équation P(D,,)v = g (cf. paragraphe 7).

Des constructions de ce type ont été faites aussi par d’autres auteurs comme par
exemple [E], [L], [Gu], [D]... en profondeur infinie. On note en particulier que, sui-
vant une technique mise au point par [L] pour le probléme bidimensionnel, [Gu], [D]
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REDUCTION AU BORD D’UN PROBLEME MODELE DE KELVIN 55

n’utilisent pas une méthode d’absorption limite pour I'existence de v et résolvent direc-
tement une équation du type P(Dgy)v = g (pour un opérateur P (D, ) correspondant
a h = 00) par transformation de Fourier et division dans ’espace des distributions
tempérées dans R2.

Pour terminer, on doit ajouter que les traités de référence sur ce sujet donnent
différentes formes analytiques de telles fonctions de Green (c¢f. par exemple [WLJ],
[N], [K]...).

1. Notations et résultats

En notant z = (x1,2') la variable de R% avec d > 2,ottx; € Reta’ = (x9,...,24) €
R~ on désigne par L'(R, L?(R9~1)) I’espace des fonctions définies dans R¢ consi-
dérées comme fonctions intégrables par rapport a la mesure de Lebesgue dri dans
R et & valeurs dans I'espace L2(R%™!) des fonctions de carré intégrable par rapport
a la mesure de Lebesgue dr’ dans R471, et par L>®(R, L2(R?!)) I'espace défini de
maniere semblable.

Pour simplifier on note

LR =L'(R, L2R"Y) et L*RY) = LR, L*R")),
ces espaces étant munis des normes associées a leurs définitions.

On introduit aussi les deux sous-espaces de 1’espace L*(R?) définis par

o+

LR = {v e L*(RY;  lim_[lo(zs, )2 = 0},
r1—T00

L*RY) ={ve L*(Rd)?\ Pni [o(@1; ) L2 a1y = O}
Tl |—T00

Pour s € R, on désigne par L2(R?) 'espace des fonctions v telles que (14| -[?)*/2v
appartienne & 'espace L2(R?) des fonctions de carré intégrable par rapport & la mesure
de Lebesgue dz dans R?, cet espace étant muni de la norme associée & sa définition.

En particulier pour s > 1/2 on a les inclusions

LA(RY) ¢ L(RY) et L*(RY) C L2 (R%).
Etant donnés deux réels v et h positifs tels que
vh >1
on considere la fonction P définie dans R? par
P(&) = v|¢| tanh([g]R) — &F.

Cette fonction P est indéfiniment différentiable dans R et ses dérivées ont des
majorations de la forme |0 P(§)| < Ca(1 + 1€])271el pour |a| < 2 et tendent vers 0 &
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56 P. BOLLEY & PHAM THE LAI

I'infini pour |&| > 3. On peut ainsi lui associer 'opérateur P(D,,) linéaire continu de
S'(R?) dans S’'(R) en posant pour v € S'(R)

P(D,)v = F~1(P?)

ot de facon générale on note ~ ou F la transformation de Fourier dans R définie par
I'intégrale

B(€) = /R ) e @Oy (x)dx

pour les fonctions v & décroissance rapide de l’espace de Schwartz S(R?), ou pour
les fonctions intégrables par rapport & la mesure de Lebesgue dz dans R? de I'espace
L'(R%), et par dualité pour les distributions tempérées de 'espace S’(R?), et on note
F~! la transformation de Fourier inverse.

Le cadre de résolution de 1’équation

P(Dy)v=yg dans R?

dépend de ’ensemble ¥ des zéros de la fonction P.

Cet ensemble qui est étudié dans le paragraphe 2, est la réunion de trois compo-

santes disjointes

Y=2"uxfuxt
o1 X = {0}, ¥~ et ¥ sont des hypersurfaces non bornées de R? représentées res-
pectivement par des équations de la forme & = —p(&’) et & = +p(&’) et sur lesquelles
on définit des mesures do~ et do™.

Pour préciser les solutions de type Kelvin de 1’équation homogene P(D,)v = 0, on
est conduit dans le paragraphe 3 a étudier des distributions dont les transformées de
Fourier sont des densités sur X.

Pour chercher des solutions v de ’équation P(D,)v = g lorsque le support de g ne
contient que les composantes X~ et ¥ T, on utilise dans le paragraphe 4 une méthode
d’absorption limite par rapport & ces surfaces dans le cadre des espaces L(R?) pour g
et L*(R?) pour v.

Par contre pour des seconds membres g dont le support de la transformée de
Fourier ne contient que la composante X9, 'existence des solutions v est étudiée
dans le paragraphe 5 & partir de la convolution par une solution fondamentale E°
de Popérateur P°(D,) dans le cadre des espaces L2(R%), ou P° désigne la partie
principale de P au voisinage de 0.

En notant H la fonction de Heaviside dans R et E° la fonction réguliére définie
dans R? par

770 1 a? 3 2

E =— 1 1 — id=2
(@) 2m(vh — 1)1/2(vh)1/2 ©8 ( o1 I/h> ’ . ’

- 1 72 |33'|2 —1/2

EO — 1 1 i d = 3
(@) dm(vh — 1)1/2(vh) ( ot ’ . ’
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REDUCTION AU BORD D’UN PROBLEME MODELE DE KELVIN 57

on montre alors dans le paragraphe 6, le résultat suivant d’existence et d’unicité de
solutions de type Kelvin de '’équation P(D,)v = g dans R? pour d =2 et 3 :

Théoréme 1 — Pour g € L2(R?) avec s > 3/2 et d = 2 ou 3, il existe une unique
fonction v € L% (R?) solution de I’équation

PDy)v=g dans R?
et ayant un comportement asymptotique de la forme
v=CE’+k

o+
ot C est une constante et k € L*(R?).
Plus précisément cette solution a le comportement asymptotique suivant

o) = [ oy @)

iH(—ay) ([ e gon) oGty
it (L wpes e L R ) e

our e L (R9).
Si de plus 0%g € L2(R?) pour un o # 0, alors 0%v € f* (R9).
Pour d > 4, le résultat se simplifie sous la forme :
Théoréme 2 — Pour g € L2(RY) avec s > d/2 et d > 4, il existe une unique fonction
ONS Et (R?) solution de I’équation
PDy)v=yg dans RY,

Plus précisément cette solution a le comportement asymptotique suivant

v\xr) = ZH(_xl) ei(w»ai)/g\(o—*) o M UJF r(x
(e) = (2m)d—1 (/E_ [VP(o)] d +/2+ [V P(oH)] d )+ (z)

oireL* (R9).
ot
Si de plus 0%g € L2(RY) pour un a # 0, alors 9%v € L*(R?).

2. L’ensemble X des zéros de P
Tout d’abord cet ensemble a la décomposition suivante :

Proposition 1 — 1l existe une fonction p € C>(R4™1) 4 valeurs réelles > 0 telle que
l’ensemble X des zéros de P se décompose sous la forme

y=2"uXxuxt

ol
Y0={0} et XIE={¢eR%L& =1p(¢), ¢ eR7
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58 P. BOLLEY & PHAM THE LAI

De plus,

(1) 0 est le seul point critique de p et il est non dégénéreé,
(2) po = inferepa-1p(¢) > 0,
(3) supgrepa 1 [VP(E)] < +00.

Démonstration. — On écrit
PE) = I - o(l¢))
ou ¢ est la fonction définie dans [0, +oo[ par
o(t) = t* — vt tanh(th).

Cette fonction ¢ est indéfiniment dérivable, admet un unique zéro dans [0, +o00[
noté pg > 0 et est strictement croissante de [pg, +o00[ sur [0, +o00[ avec ¢'(t) > 0 pour
t € [po, +00[. De plus limy— 400 t 7 20(t) = 1 et limy_, o0 t 719/ (¢) = 2.

On en déduit que la fonction ¢ réciproque de la restriction & [pg, +00[ de la fonction
¢ est indéfiniment dérivable et strictement croissante de [0, 4o0o[ sur [po, +oo[ avec
©'(s) > 0 pour s > 0, lim,_, 100 5~ 2p(s) = 1 et lim,_, 4 o0 s7/2¢/(s) = 1/2.

Ainsi ¢(|¢]) = [¢']? si et seulement si [§| = 0 ou [¢] = @([¢']?). Or [¢] = @(|¢']?) si
et seulement si £7 = (<p(|£’|2))2 —|¢’'|2, c’est-a-dire aussi si et seulement si

& = ()

o1 p est la fonction définie dans R4~! par

p(€) = (ve(l¢' ) tan (1€ 2)0) " = (((1€'2)" ~ IE'2)

Cette fonction p est une fonction C°°(RI~1) telle que

1/2

: ! : 1—=1/2 !
Gdnf PE)=po>0 lim T Ep(E) = 1.
Comme
/ / 11 72 /12 90(|§I|2)h
p(€)Vp(E') = v (I€]) <tanh (w(I€'1H)h) + m)
alors
lim _[¢']'/2|Vp(e)] = 5
|€/| o0 2
et 0 est le seul point critique de p. De plus 0 est un point critique non dégénéré.
Comme P(§) = [€'|> — ¢(]¢]), on en déduit la décomposition annoncée de I'en-
semble 3. De plus par cette écriture, on note que pour tous & > 0 et £ € R4~!

0, P(£1,€") = —¢'(IE)&lE[ ! < 0. O

On précise maintenant le comportement de la fonction P pres des hypersurfaces
¥~ et X7 par la factorisation suivante :
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REDUCTION AU BORD D’UN PROBLEME MODELE DE KELVIN 59

Proposition 2 — 1l existe des fonctions P~ et Pt € C=(R?) telles que
P(&,8) = (& +p(E)P(&,¢) = (& — p(&)PT(&1,¢")

avec
P=(&,¢) = —P*(=&,¢).
De plus,
(1) inf ¢ 5, (14 &)7HPT(&,€)| > 0 pour tout v1 > 0,

gleRd—l
(2) supgega [O¢ PT ()] < +oo pour tout |af > 1,
(3) PH(p(&),&") < 0 pour tout & € RI~L,
Démonstration. — En développant P(-,£’) par la formule de Taylor & 'ordre 1, on
peut écrire

P(glafl) = (fl _p(fl))P+(€17§/)

ot Pt est la fonction C*>° dans R? définie par

1
PHELE) = / D, P(t6y + (1 — D)p(€)), &),

En particulier
P (p(€),€') = 96, P(p(¢'), &) <0

comme on I’a noté précédemment. Les autres propriétés se montrent facilement. [

On précise enfin le comportement de P au voisinage de X0 & l'aide de sa partie
principale P qui est le polynéme quadratique elliptique (puisque vh > 1) défini par

PO(¢) = (vh — 1)& + vhl¢'|*.
Proposition 3
(1) Il existe une fonction b € C>(R?) telle que pour tout & € R on ait

P(&) = P°(&) + [€]"0(8),
avec de plus supgcra(1 + [€])[b(E)| < +o0.

1
(2) Pour tout 0 < v1 < po (= inferega—1 p(¢')), on a infi¢) <y, E—|¥||P(§)| > 0.
€40
Démonstration. — En développant tanh par la formule de Taylor a l'ordre 3, la dif-

férence
P(€) — P°(€) = vl¢|(tanh([€]h) — [€|h)
peut étre écrite sous la forme
P(g) — PO(§) = [¢]"b(¢)

ou
,2cosh?(t|¢|h) — 3

b(g)zym/ﬂ 1-1) o e

qui est une fonction C*> dans R? et vérifie 'estimation annoncée. Les autres propriétés

se montrent facilement. O
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60 P. BOLLEY & PHAM THE LAI

3. Transformation de Fourier de densités sur X

On définit les mesures de surface do™ et do™ sur ¥~ et X7 respectivement & partir
des représentations de ¥~ et X par la fonction p et de la mesure de Lebesgue d¢’
dans R4, Ainsi

[ ateot = [ at ). €)a€)a
Zi Rd—l
ol
J(€) = (1+[Vp(E)*)2,
pour des fonctions a® définies sur B* telles que les seconds membres soient bien
définis.

On désigne alors par L%(X7) et L%(XT) les espaces des fonctions définies et de
carré intégrable sur X~ et X par rapport aux mesures do~ et doT respectivement,
ces espaces étant munis de la norme associée a leur définition.

Par exemple si at € L2(X7), alors pour tout ¢ € S(R?) on a en particulier

[ ettt )dot| < sup VT@Na" e sup ((1+ €D 21e(6)]).
=+ 1 EERY

¢/ eRd-

Ainsi v = atdo™t définit une distribution de I'espace S’'(R¢) par la formule
e A oo Lo

et Papplication a* — a*do™ est continue de L2(X+) dans S’'(R?) muni de sa topologie
faible*.

Concernant la transformation de Fourier des densités de carré intégrable sur ¥~ et
YT, on a la caractérisation suivante :

Théoréme 3 — Pour une distribution v de S'(RY), les deux propositions suivantes
sont équivalentes :

(1) v € L*(RY) et ¥ a son support contenu dans ¥,
(2) il existe un unique couple de densités a= € L?(X7) et a™ € L*(Z7F) telles que

t=ado~ +atdot.
ot
Si de plus v € L*(R?) et ¥ a son support contenu dans %, alors v = 0.

Démonstration. — On adapte les techniques de [AH], [H] (théoréemes 7-1-26 et
7-1-27).
(1) Etant données a~ € L2(X7) et at € L2(X1), on va montrer que la distribution
v=F"Ya"do~ +atdo™T)
appartient & L*(RY) et vérifie les propriétés suivantes :
(3) limg, oo l0(x1, )| L2(Ra-1) €t limg, oo [[V(21, )|/ L2(ra-1) existent et sont
égales,
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REDUCTION AU BORD D’UN PROBLEME MODELE DE KELVIN 61

(4) il existe une constante C' > 0 (ne dépendant que de Vp) telle que

C||v| d+1

T-may < a7 1320m-) +llat |72 sry) < (27) Iml}mw [o(@1, )72 ga-1y-

(1-1) On suppose d’abord que a™ et a™ sont & support compact.
La distribution a~do~ + atdot étant alors une distribution & support compact,
sa transformée de Fourier inverse v est donnée par l'intégrale

1 P )
v(z) = @i </_ o) g™ (07 )do ™ + /z+ el(m’”+)a+(o+)d0+) ,

soit

v(zy, )
1 . !’ ! . ! . !
= i [ (O (€, €) + O (p€),€)) T
(27‘(’) Rd—1
Par la relation de Parseval, on en déduit que pour tout x; € R on a I'égalité
[o(@1, M2 (a-ry = 2m) 4 HleTPAT e TPAY||T o ga
ot A* est la fonction de L2(R?~!) définie par
AR(E) = a* (Ep(),€) I (€)).
En particulier v € L*(R?).

(1-2) Dans le cas général soit (a, ), et (a), des suites de fonctions & support
compact convergeant vers a~ et at dans L?(X7) et L?(XV) respectivement, et soit
vy, la distribution définie par v, = F~'(a, do~ + afdo™).

D’apres les préliminaires et la continuité de F~! dans S'(R?), la suite (v,)y
converge vers v dans S’ (R?). D’apres 'égalité établie dans I’étape précédente, la suite
(Un)n est une suite de Cauchy dans L*(R%). Elle converge alors dans L*(R%), donc
dans S’(R?), et par conséquent v € L*(R%).

De plus a la limite, pour tout z; € R on a aussi 1’égalité

[o(@1, M e (ga-1y = (2m) " HleT P AT 4 e FPAY||T o pan
avec les notations précédentes.
(1-3) Cette égalité implique alors les propriétés 3 et 4. En effet comme
e P A= 4 " A

— HA_H%%W—I) 4 ||A+H%2(Rd—l) + 2Re /}R(F1 e—2ir1p(£’)A— (f/)A+(€’)d§’,

on déduit d’une part que pour tout z; € R

[[v(1, ')”%Q(Rd*l) < (2m)~¢ (||A7||%2(Rd*1) + ||A+||%2(Rd*1))

et d’autre part que

tim oo, M aasy = @0~ (1A Bagas) + 14H 2agas)

|z1]—+
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puisque par la méthode de la phase stationnaire on a

lim e~ 2 € 4= (¢ AT (@) de! = 0.
|:E1|—>+OO Rd—1
On en déduit les inégalités de la propriété 4, puisqu’en notant R = supgcga—1 J (&),
on a
+ + +
= 2y < IAZ 22 gy < Rlla®[Za gy
(2) Inversement soit v € L*(R?) tel que ¥ ait son support contenu dans ¥. On va
montrer qu’il existe un couple de densités a= € L?(X7) et at € L2(X71) telles que
UV=a do~ +atdot.

Pour cela on régularise ¥ par convolution en posant v = ¥ * 0. ol 6.(§) =
e749(¢71¢) pour une fonction 6 € Cs°(RY), paire, & support dans la boule unité
et telle que [, 0(&)d¢ = 1.

(2-1) On estime tout d’abord v,. Comme par ’égalité de Parseval

~ —dn=< d iy
15 B ry = () gasy = (20" [ (=) o) Pl
et comme il existe une constante C telle que pour tous z; € R et 2’ € R%~! on ait

~ C C
O(z1,2")| < <

on en déduit que
c N2 7 247t1C 2
5 ey < @) | g ([ (e~ P Yoy < T ol
(2-2) En supposant de plus que le support de v est contenu dans 3, on va en déduire
que v est représentée par deux densités a~ € L*(X7) et a™ € L3(XT).
Le support de ¥, est alors contenu dans I’ensemble ¥, des points de R situés a
une distance inférieure a € de X. De plus en notant

D={¢eRLE <e} et BT ={{=(&,¢) € RL[G Fp(¢)] < Rel,

les ensembles X=, 320 et XF sont disjoints pour 0 < € < gg pour un gq assez petit, et
on a

Y. cyouxluxt.
Ainsi d’apres lestimation de I'étape précédente, il existe une constante C' > 0 telle
que pour tous ¢ € S(RY) et 0 < & < &g on ait

2
~ C
[ ren] < S( [ e+ [ io@rde s [ TP ol e
Or

€

[, oo = [ (] et 1 epaie a
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d’ou1 'on déduit que

lim © | 131 d§—2R/ JENRT(E)de! _2R/ NPdot.

e—0 ¢
On a de méme

1 g
lim = | |p(&)Pd§ =2R | |o(o7)Pdo.
e—=0¢ b n-

Enfin par intégration en coordonnées polaires, on a (pour d > 2)

[ eeras= [ [ ooyt

oll dw est la mesure de surface sur la sphere unité S¢—' de R¢, d’ott 'on déduit que

Dim [ Jp(Pds =0
Comme . converge vers v dans S’(R%) quand ¢ tend vers 0, il en résulte que

(. 9)s sl <200 ([ oo Pdr+ [ 1ot Pdr ) Pl uey
On en déduit alors la formule de représentation de . O

En notant de fagon générale L(X,Y') 'espace des opérateurs linéaires continus d’un
espace normé X dans un espace normé Y, on déduit du théoreme précédent le résultat
suivant :

Corollaire 1. — La restriction a ¥* de la transformation de Fourier définie sur S(R?)
se prolonge par continuité en un opérateur de L(L(R?), L*(X%)).

Démonstration. — Tout d’abord pour ¢ € S(R?), on remarque que la restriction de
@ a X7T appartient & L2(37). Ensuite pour at € L?(X7), en notant v la distribution
de &'(R?) définie par v = F~1(atdo™), on peut écrire

[ #te)at oot
>+

= (2m)%|(v, @) s rayxsray| < 2m) V]| L (ra) |l £ (RA)-

Le théoreme précédent et la propriété 4 donnée dans la démonstration assurent
alors qu'il existe une constante C' telle que pour tous ¢ € S(R?) et at € L2(X+) on

ait
[ #teat o yaot
>+

Cette inégalité permet de conclure. O

< (2m)4Ca* || L2z ol Leray-

En particulier :
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Corollaire 2. — L’opérateur défini dans S(R?) par
i(z,0F) 0+
9(0=) ,
g— / —————~do
st [VP(ob)]
se prolonge par continuité en un opérateur de L(L(R?), L*(R?)), encore noté par cette
intégrale.

Démonstration. — Par définition de la mesure do™t et la relation de Parseval dans
Rdfl

1zg+)g ) N 2 B i M . /
| L Seresre iy 3 (L4 ) )

a1 [VP(p(E'),£')

Comme
IVP(p(),&)? = (1 +[Vp(&)P)IPH(p(€), &)

il existe donc d’apres la proposition 2 une constante C' > 0 telle que pour g € S(R)
et x1 €R

iw7o+ -~
e
>+

[VP(ot)]
Le corollaire précédent permet de conclure. O

2

<C | [GwE), )P 1+ |vpE)?) " ae

L2(R4-1) Rd-1

= OH§H%2(E+)-

4. Principe d’absorption limite par rapport & ¥~ et X"

On rappelle que X1 est définie par 1’équation & — p(¢’) = 0 et que la fonction P
admet la factorisation P(&1,&") = (&1 — p(€))PT (&1, ).

Pour € > 0, on inverse alors dans un voisinage de X la fonction P. définie dans
R? par P.(£) = (& — p(&) +ie) P (€) en introduisant la fonction QF définie dans R?
par

ot
QF(O) = e,
(&1 = p(&) +ie) PH(S)

ot X est une fonction de C*°(R) telle que

<xT(&) <1, xT(&)=0 pour& <v, xT(&)=1 pouré& >2vy

pour une constante 1 telle que 0 < 27y; < po(= infgrcga-1 p(£')).
Pour g € S(RY) telle que g € C§°(R?), cest-a-dire g € F~1 (C5°(R?)), on pose
alors

Rfg=F"1(Qf9),

autrement dit pour z € R?

(Rg)(z) =

(271r>d /R e OQF(&)g(€)de.
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En particulier I’application
e+ RFg:]0, +oo[— S'(RY)

est continue pour la topologie faible* de S'(R?). Ce résultat de continuité peut étre
prolongé dans le cadre des espaces L(R?) et L*(R?). Pour le montrer on va préciser
la transformée de Fourier partielle inverse par rapport a & de la fonction Q7.

De facon générale, on note par F; et F’ les transformations de Fourier partielles
par rapport & z; dans R et par rapport & 2’ dans R% respectivement, et par Fl_1
F'—1 les transformations de Fourier inverses correspondantes.

Proposition 4 — 1[I existe une constante C' > 0 telle que pour tous ¢ > 0, x1 € R et
& e R on ait

(F Q) (e, < C
Démonstration. — On fixe une constante ¢ telle que 0 < § < pg — 271 et pour & €

R?~! donné, on décompose l'intégrale définissant (Fy 'QF) (z1,£’) en la somme des
trois intégrales suivantes

+
J ) y " — 181 X (61) d )
1(e,21,&) /|glp(g/)>6e (&1 — p(&') +ie)P*(&1,€) o
) 1
J "n_ ix1&1 d
2(Eaxla€) [glp(g,)gse (é._p(é'/)+l€)P+(p(£l)7§/) 61)

Js(e,a1,€') = / oiT1L 1 . ( 1 3 1 )
l61—p(eN)|<6 & —p(&) +ie \P*(&,¢)  PT(p(€),§)

On rappelle qu’il existe des constantes Cy et Cs > 0 telles que pour & > v et
¢ € R¥1 on ait [PT(£,¢&)] = Ci(1+&) et |05} P*(61,€)] < Ca pour aq = 1,2.

(1) On majore la premiere intégrale sous la forme

de;.

6 o~
ez, /71 (p(§ 51)5 +/5 4o (61— (5’))51)
log (p(€') — 5)( &) +)E)—m)
Clp(f ) 7

(2) Pour estimer la seconde intégrale, on introduit une fonction x € C§°(R), paire,
telle que x(&1) = 1 pour [&1| < § et x(&1) = 0 pour |&1] > 26, et on décompose

/ TS D dé _/ w11 X(fl.) d&_/ eiﬂh& (51) de;.
B 51 +ie R 1 +ie 5<)611<26 &1 +ie

Comme pour € > 0, on a

wlgl
/R &+ z(fl) & /Rea(gcryl)H(—(xl — 1)) (F1x) (y1)dy

ou H est la fonction de Heaviside, on en déduit que

ateven )l < 7 [ 1+ 5 [ eniass).

< /RI(le)(yﬁldyl
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(3) Pour estimer la troisieme intégrale, en écrivant

p(E)+6 eir1é1

Jo(e 21, €)= / o s B pE) i@ T PENSE i
P 7y —

ou

N [0 P& + (1 - tp(€), ¢
568 =~ [ G i e e

on a
|J3(E,JZ1,,§/)| <25CQC;2 O

On peut en déduire le prolongement des opérateurs R} & I'espace L(R?) pour tout
e >0.
Proposition 5
(1) Pour e > 0, lopérateur R défini sur le sous-espace F~1(C5°(R?)) par
Rig=F(049)
se prolonge de facon unique en un opérateur de L(L(R?), L*(R?)) encore noté RY.
(2) II existe une constante C > 0 telle que pour e > 0 et g € L(RY), on ait
IRE gl a) < CllgllLmay-
(3) L’application
e — R} 110, +oo[— L(L(R?), L*(R7))
est continue pour la topologie normée de L(L(R?), L*(RY)).
Démonstration. — Pour € > 0, x = (z1,2') € R? et g € F~! (C§°(R?)) on a par
définition
(RZg)(a1,2")

= (271r)d /qu ez‘(mﬁé/)(/Reimlng:(&’gl)(/Re—i&lyl (F/g)(y1,€')dy1)d§1)d§’

1 o o ) /
= o [ O ([ - F D e

(1 et 2) Par ’égalité de Parseval et l'estimation de la proposition 4, on en déduit
qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour ¢ > 0, 1 € Ret g € F~* (C5°(RY)),
on ait

1 _
I(RZg) (1, )l p2ra-1) < @n@ e /R I(F QD) (@1 — 1, ) (F' ) (1, )| L2 ra-1ydya

C
< =73 | 1F'9 W)l e2@a-—1ydyr = Cllgl| wa)-
(27T)( /2 g

Les conclusions 1 et 2 du théoreme se déduisent alors de cette estimation et de la
densité du sous-espace F'~1(C5°(R?)) dans 'espace L(R?).
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(3) Pour 0 < e <1, z; € Ret ¢ € R¥! on a la majoration uniforme suivante :

! — ! — d —
|(F7'QT) (x1,8) — (F'QF) (#1,€)] < ;ch /]R @ _pé})z T2 ggcj

Comme précédemment on en déduit que pour 0 < ¢ < n,z; € Ret g € F~1 (C(‘JX’ (Rd))
on a
RF RS <2-°
[(RZg)(w1,-) — ( ng)(xl, ')”L?(Rd*l) X EHQHL(H@)'

La conclusion 3 du théoreme se déduit alors de cette estimation. O

On va maintenant montrer que pour g € L(R?), I'application
e+ RFg:]0, +oo[— L*(R%)

admet un prolongement faiblement* continu en 0. Pour cela on rappelle d’abord que
lorsque ¢ tend vers 0 par valeurs > 0, les fonctions de la variable & = (&;,¢') de R?
définies par 1/(£; — p(€') + ie) ont une limite dans I'espace des distributions dans R?

notée
1

& —p(E) +i0
Par conséquent pour g € F~1 (C5°(R?)),
Ty
@90 (= e Pe
tend faiblement* dans S’(R?) vers
1 X (£1)9(8)
& —p()+i0  PF(E)

quand ¢ tend vers 0 par valeurs > 0.
En notant Q1 la distribution dans R? définie par

_ 1 x* (&)
&1 —p(&) +i0 PF(E)’

QT (¢)
on a alors le résultat suivant :

Théoreme 4
(1) L’opérateur Rt défini sur le sous-espace F~1(C5°(RY)) par
Rtg=F'(Q*9)
se prolonge de facon unique en un opérateur de L(L(R?), L*(R%)) encore noté R™.
(2) Pour g et f € L(RY), on a

(RJrg, f)L*(]Rd)xL(]Rd) = ;ET(IJ(R:% f)L*(Rd)xL(Rd)~
e>0
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Démonstration. — Gréce aux résultats précédents, le théoreme de Banach-Steinhaus
assure que pour g € F~1(C§°(R?)) il existe un élément de L*(R?) que I'on notera
R7g tel que pour tout f € L(RY) on ait
(R+ga f)L*(Rd)xL(Rd) = ;E%(R;rgv f)L*(]Rd)XL(]Rd)
e>0
avec
IR gll - ey < CllgllLay-

L’application RT ainsi définie est linéaire continue du sous-espace F'~1(C§°(R?))

muni de la norme de I'espace L(R?) dans L*(RY). Par densité elle se prolonge en

une application linéaire continue de L(R?) dans L*(R?) encore notée Rt ayant les
propriétés annoncées. O

Proposition 6 — Pour g € L(R?), la fonction RTg appartient a L*(R?) et vérifie
l’équation
P(D,) (R+9) =F'(x"9) dans R,

Démonstration. — Pour g € F~1 (C5°(R?)) et ¢ € S(RY), on a par construction

(P(D2)(R*g), 9)s/(Rt)xs(RY) = iii%(R:gvP(D$)90)S/(Rd)xs(Rd)
e>0

1 . PN

= @i Ehj%(Q:g, PD)si(ra)xs(r)

e>0

L xt(&) (& —p(E) .

@m0\ & —p(@) +ie V¥

e 1=p e &' (R4)x S(R9)
1 PN

= %)d(XJrg, D) s'(R)x S(RA)

= (FT'(x"9), ©)s mtyxs@e) -

—~

Ainsi
P(D;)(R*g) = F'(x*9) dans  &'(RY),
et par densité cette égalité se prolonge pour g € L(R9). O

On va préciser maintenant le comportement asymptotique de (R g) (z1,-) quand
|z1| tend vers +o00. Pour cela on donne tout d’abord une décomposition de R*g pour
g€ F{(Cg(RY)).

D’une part en posant

ey 1 1
4(8) = & — p(€) +ie Pr(p(€), &) pour € > 0,
Q) 1 !

T & p(€) 0 PF(p(€), &)

alors Qg tend vers Qg dans S'(R?) quand ¢ tend vers 0 par valeurs > 0.
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D’autre part en posant

+(§) 1 < X+(§1) 1

2 = 51 —p(é”) + ge P+(§1,€/) - P+(p(§’),€’)) pour € > 0,

+ _ 1 XJF (51) 1
Q2 (5) = 7 F N p+ N ¢ ’
& —pE) \PT(&,8)  PHpE),¢)
le théoréme de Lebesgue assure que Q5g tend vers Q5§ dans L'(R?), donc dans
S'(R%), quand ¢ tend vers 0 par valeurs > 0.
On note que Q3 est une fonction réguliere dans R? qu’on peut aussi écrire sous la

_ xT (&) -1 1
& —p(&) PT(p(&),¢)

S = - /1 Oe, P* (61 + (1 = )p(¢)), &)
v o (P& + (1 - 0)p().€))?
Comme par définition RY g = Q1,7+ Q%7 et que RI g tend vers ]?Jf\g dans S’ (R9)
quand ¢ tend vers 0, il en résulte que
Rtg=Qfg
pour une fonction y € C§°(R?) telle que xg = g, olt on a posé
QY = Qi +xQF.

Le comportement de la fonction Fl_lQ;g peut étre précisé de la fagon suivante :

forme

Q3 (&) + x(&1)S(&1,¢)

ou
dt.

Proposition 7 — Pour toute fonction x € C§°(R?), il existe une constante Cy, > 0
telle que pour x1 € R et & € R on ait

ei@1p(€’)
FTIQY) (01, &) + iH (—a1) rr—mnar | < Ox(L+|z]) 7
( X) P+(p(§/),f') X
Démonstration. — Comme la transformée de Fourier inverse par rapport a la variable

¢1 dans R de la distribution 1/(&; — p(&') +1i0) est la fonction —ie™*1PE) H (—x1), il
suffit d’estimer la fonction
Ky = B @5
On fixe une constante J telle que 0 < § < pg — 2y, et comme dans la démonstration
de la proposition 4, on décompose 'intégrale définissant cette transformée de Fourier
inverse en la somme des trois intégrales suivantes

N _ iz1€1 X(&l)x—i_ (51)
Ji(z1,€) /|§1—p(£/)>5e (& —p(&))PT(£1,¢)

N _— x(&1)
Ben) == [ e e B )

J3(x1, ) = / €18y (61)S (&, &) dés .
[€1—p(&")]<0

dfla

dflv
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(1) Pour la premiere intégrale on a d’abord pour tous z; € R et ¢’ € R4~!

/ Mo, [PE)—8 d&, oo S]
|J1(x17§)| < [ (/71 (p(gl) 61)5 +/g +6 (51 (5/))51)

_ M log (p(€) =) (p(') +8)(p(&) —m)
Cip(&) 6271
ott M désigne un majorant de [x®| et de [xT®)| pour k = 1 et 2.
Ensuite par intégration par parties on a pour tous z; € R avec 21 # 0 et & € R4™1

Ji(z1,€)

:L(e”“p@/”) X(p(&) = X (p(E) =) P N (p(¢) +6) )
i\ =0 PH(p(¢) = 46.€) 5 PH(p(E)+4.9)
1 elT181

i1 g, —peryzo (61— p(§))PT(61,€)

v i 1 651 (51’6)
(((xx )" = xx )(50(51_19(5/) TP ))d&

donc
|J1(21,&)]
1 2M?2 M2 1 Cq 1 (14+pE&)+6)(1+pE)—9)
\H(ﬁ+cl(2+5+c)1+p(é>1°g 52 )

(2) Pour la seconde intégrale on a d’abord pour tous z; € R et & € R4~}

< L x(&)
J ~ ~ T~ N\ ~X d b
< g [ e e < g [ e

puis par intégration par parties on a

1
el < g (23645 [ @i+ 5 [ deniae )
(3) Pour la troisieme intégrale, on a d’abord pour tous z; € R et ¢ € R?~!
| Js(21,€)] < 20C,MCy 2,

puis par intégration par parties on a

1 2MC C C.
|J3(z1,€)] < B ( 2 2 +2M3 <C§ +2O§>)

Ce qui termine la démonstration O

On en déduit un comportement asymptotique de (R g) (1, ) quand |z1]| tend vers
+00.
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Proposition 8 — 11 existe un opérateur v+ € L(L(R?), L (RY)) tel que pour g € L(RY)
on ait

i @ G(o+
(R*9) (0) = i) [ Sop 8o+ 1 g) (o),

ot
En particulier Rt € L(L(R?), L*(RY)).

Démonstration. — Soit g € F~! (C§°(R%)). Par transformation de Fourier partielle
inverse par rapport a £&; dans R de la formule

—

Rtg=Q79

ot1 y est une fonction de C5°(RY) telle que xg = g, on a par convolution par rapport
a 1 dans R

P (1*) = (F7'Q) » Py
S
ce que l'on peut écrire d’apres la proposition précédente sous la forme
ei@1p(€’)

) )+ i

+oo
/ ) (Fg) (41, €)dyn
T

= /RKX(xl —y1,€) (F'g) (y1,€ )dy

ou K est telle que pour une constante C on ait pour z; € Ret & € Re-1
[ Ky (21,€)] < Cxe(1+ 21 ]) 7"

Tout d’abord pour z; € R, on a par 1’égalité de Parseval

|t e s

L2(Rd-1)

<c, / (U4 o1 — )™ (F'9) (92, ) ey dn

= Cy(2m)ld=1/2 /R(l + [z =y )" Hg s )l 2@y dys,

et par conséquent par le théoreme de Lebesgue on en déduit que

fim / KX(ml - Y1, ) (F/g) (ylv )dyl =0.
|z1]—~+o0 ||JR L2(R4-1)
Ensuite on a de méme
eirlp(') /901 .
ST e~ PO (F'g) (ya, ) dus
H PJr(p(')? ) —o0 L2(Rd—1)
o (d—1)/2 T1
< B [ gt ey,
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et par conséquent

i ’ eiamp(-) /331 ign() (F/ ) ( )d 0
m | = e 9)\Y1,-)ay: =0.
wi——oo || PH(p(-),) J s L2(Rd-1)
Enfin pour les mémes raisons
i ‘ eiz1p(’) /-i-oo () (F/ ) ( )d .
m ||=— e g9) (y1,-)dy1 =0.
@1—+00 P+(p()7 ) T L2(R4-1)

Ainsi pour g € F~! (C§°(R?)) la fonction
etw1p(€’)
PH(p(¢),¢)

tend vers 0 dans L?(R9!) quand |z;| tend vers +o0, c’est-a-dire aussi par 1’égalité

(F' (R"g)) (x1,&") +iH (=) 3(p(€).¢)

de Parseval il existe rtg € L*(R?) tel que

cilap(€)+@'€))

9(p(&),€)dg" + (rtg) ().

)
- H(-— -7
F o [ Fome

Or par définition de la mesure de surface do* sur ©* on a

/ ei(z,ﬁ)’g\(aﬂ it — / ei(rlp(f’)+(m”§’))§(p(€/), ¢) 1+ |Vp(€’)|2)1/2d€’

s+ [VP(o7)] Rd-1 IVP(p(¢), &)

et de plus
IVP(p(&), &)l = (1 + V) 2P (), ) = —(1+ Vp(E)[*)? P (p(¢), ).
Ainsi pour tout g € F~! (C§°(R?)), on a la formule annoncée. Le corollaire 2 permet
de conclure que cette formule est aussi vraie pour g € L(R?) et que 7 est dans
L(L(R?), L*(RY)). O

(Rtg) (z) = —

On peut construire de maniéere analogue un opérateur R~ relativement a la surface
.

5. Solution fondamentale de P°(D,)
PO désignant la partie principale de P au voisinage de 0 définie par
PY(¢) = (vh = 1)&¢ + vh|¢'P,

on note E° la solution fondamentale de I'opérateur PY(D,) définie par

1 z? 3\ 1/2
EO = — 1 1 —2 1 d = 2
(@) 2 (vh — 1)1/2(vh)1/? ©8 (I/h 17 I/h) ’ - ’
—(d—2)/2
I'd/2—-1) o |='|? .
00 — 1
E@) = srmamzon — i unyare (Vh 1" , sld>3.
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Soit x° une fonction de C*°(R) telle que

0<x%&) <1, X&) =1pour [&] <7, x°(&)=0pour |&|>2n

pour une constante 1 telle que 0 < 2y1 < po (= infg/ega—1 p(§')).

On rappelle qu'’il existe une fonction b € C*°(R?) et des constantes C; et Co > 0
telles que pour tout £ € R? on ait P(§) = PO(£)+€]*b(£) avec supgcga (14[£])[b(€)] <
Cy, et pour tout & € R? avec |1 < 271 on ait |P(£)| = Ca|€|2/(1 + |€]). En particulier
la fonction (+ — 75) x° est indéfiniment différentiable et bornée dans R? \ 0.

On peut alors définir 'opérateur R® qui permettra d’inverser I'opérateur P(D,)
pres de &€ = 0.

Proposition 9
(1) Pour s > 1 sid=2ets =1 pourd > 3, Uopérateur R} défini sur ’espace
S(RY) par
Rgg =E%«g
se prolonge en un opérateur de L(L?(R?), L2 [(R?)) encore noté RY.
(2) Lopérateur RY défini sur espace S(RY) par

= (e (- ))
se prolonge en un opérateur de L(L(R?), L (R%)) encore noté RY.
(3) Pour g € L2(R%) avec s > 1 sid =2 et s=1 sid >3, la fonction
R%g = Rog + Rig
appartient o L? [(RY) et vérifie I’équation
P(D.)(R%) = F~'(x"9) dans R%.
Démonstration. — Les résultats concernant opérateur Ry de convolution dans R?

par la solution élémentaire EV de I'opérateur P°(D,) se déduisent par homothétie des

résultats classiques correspondants pour le Laplacien donnés par exemple dans [M],
[AGG]...
(2) Pour g € S(R?) et = (z1,2') € R? on a par définition

0 _
()0 = oz [ e (St + (5 - o) ON€) ) )i

qu’on écrit sous la forme

1 ] ~ /
(R?g) (xlaxl) = % /Relwlglg(é-lax )dé-l

avec

. /vy 0 —
gl&,a') = # / L (% +(3- %)(51,5’)x0(£1)>§(£175’)d€’-
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Or par la relation de Parseval, on a pour tout & € R

d—1 0 1) — -~
1561, ey = ()5 | (S0t + (5 = ) (6060 ) a6

a1 1—x° Cx° N
@ <(Vh —Xl)(§1)|2 * C’zth(fli)) late:. .)HLZ(Rdil)

1-x%&) C1xO(&1)
S <(z/h —1)]& 2 + Co(vh — 1)) 9]l £.(ray-

Ainsi g € L(R?) et il existe une constante C' > 0 telle que pour tout g € S(R?) on ait

L2(Rd-1)

<

191l Lray < CllgllL®a)-

On en déduit alors le résultat annoncé pour l'opérateur RY.
(3) Si on note Q° la distribution de S'(R%) définie par

Q‘):Pf% sid=2 et Q'=— sid>3

ou Pf désigne la partie finie en 0 définie par

1 L () 27
(i) = iy (/Po<m>>s2 P ™ G Eee0)

alors

F71Q% = E° + log2 4+ I7(1)) sid=2,

1
2m(vh — 1)1/2(vh)1/2 (
F1Q°=E° sid>3.
Pour g € S(R?), il est alors facile de vérifier que par construction
P(D,)(R%g) = F'(x"9)  dans S'(RY),
et cette égalité se prolonge par densité pour g € L2(R9). O
On précise maintenant le comportement de (Rg)(z) quand x; tend vers I'infini.
Proposition 10

(1) Pour s > 3/2 et d = 2 ou 3, il eviste r° € L(L2(R?), L*(R%)) tel que pour
g € L2(R?) on ait

Rg = /Rd 9(y)dyE°® +1°g.

(2) Pour s > d/2 et d > 4, alors R® € L(L?(R?), i*(Rd)),

Démonstration. — 1l suffit de montrer ces résultats pour Popérateur RY.
(1) Cas d = 2. Par homothétie, il suffit de montrer que l'opérateur intégral de
noyau
log |z — y| — log(z)
est un opérateur de £(L%(R?), I?*(R2)) pour s > 3/2, ott I'on note (x) = (1 + |=|?)/2.
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Etant donnée une fonction X continue dans R? telles que 0 < x < 1, x(x) = 1 pour
|z] > 2 et x(z) =0 pour |z] < 1, on décompose
log |z — y[ —log(z) = x(x)(log |z — y| — log |z[)
+ x(z)(log |z —log(z)) + (1 — x(z))log |z — y| — (1 — x(x)) log(z).
D’une part les fonctions x(z)(log |z| — log(z)) et (1 — x(x)) log{(x) appartiennent &
'espace L (R?) et L2(R?) C L*(R?) pour s > 1. D’autre part 1 — x est une fonction

continue & support compact et la convolution par la fonction log opere de L2(R?) dans

I'espace des fonctions continues dans R? puisque 9% (log*g) € L? (R?) pour |a| < 2

si g € L2(R?). Ainsi on est ramené & montrer que I'opérateur intégral de noyau
x(z) (log |z — y| — log |x)
o
est un opérateur de £(L?(R?), L*(R?)).

Pour z et y € R?, on a

1 J—
llog |z —y| —log |z|| = ‘/ W=ty
0

1
< — ty|Ldt.
Lt < / & — ty]

Or en posant ¢ = s — 3/2 qu’on peut supposer appartenir & |0, %[, il existe une
constante C; > 0 telle que pour z et y € R? on ait

1_¢e _3,¢e
1t3

|z —y|™! < Cilzy — y1| "5 2|m2 — yol

et d’apres [NW] (c¢f. aussi [M]...) il existe une constante Cy > 0 telle que l'on ait
2
/
Ainsi
2
[ ) = sl hiwa| e
R JR2

< 1/2 2
< 012022(/ |21 —yll’i’ﬁ(/ |y2|%+5|h(y1,yz)l2dy2) dy1>
R R

<CEC3 [ lor =l e ) [ (0 D el ) P
R

Or en posant

/ |22 — yo| =35 f(y2)dys
R

dzs < 022/ ly2| 22| £ (o) | 2dyo.
R

I(xl):/|$1—y1|_%_5(1+|yl|)_%_6dy1
R

on a d’une part
—1—¢ —1—¢ —2e L |—%-¢
I < [ o=l 4l Sy = b2 [ (1= 2] 3o
R R
et d’autre part par intégration par parties on a

1+ 2¢ 1_ _3_
/m—yn% (1 + )=y,
R

1 <
(1) < 75
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donc pour |z1| < 1

1+ 2 Z1-9
—_— 1 “dy;.
1—25/R( + |y1]) Y1

Ainsi il existe une constante C3 > 0 telle que pour tout 3 € R

I(z1) < Cs(1 + |an]) 72,

I(Z‘l) S

et par conséquent il existe une constante Cy > 0 telle que

J

La fonction

2

[(z1,22) — y| " h(y)dy| das

R2

< C2(1 4 |aa]) % / (L + )+ ol 54 () Pdy.
]R2
o(@) = x(x) / (log |z — y| — log [«])g(y)dy
R2

vérifiant

e <x@ [ ([ e i) wlstlay

=3 [ ([ o Ligtorjan)ar

on en déduit que

1 2 1/2
_ — 1 1 Y
lotor Mz < Ca+ ke [ e72( [ bl =2 gt Pay)

1 1/2
_ _31¢ 1 1
—Cut e [ ([ el Pl Pay) e
0 R

1 1/2
— _3.¢ 1 1
<Calt+lan [t [ (Dl )P
0

Par conséquent il existe une constante Cs > 0 telle que pour tout z; € R

35
[v(z1, ) L2®) < Cs5(1 + [21])2 7% gl L2(r3) -

Ce qui permet de conclure.

(2) Cas d = 3. Par homothétie, il suffit de montrer que l'opérateur intégral de
noyau

o —y|™ = ()7

est un opérateur de £(L?(R?), L*(R?)) pour s > 3/2-

On décompose

o —y|T = (@) = lr -y T = O )T A )T ()7

Comme d’une part la fonction (1+ |z|)~! — () ~! appartient & L*(R?) et L%(R?) C

LY(R3) pour s > 3/2, et comme d’autre part

|z —yl7 = A+ [a) T < A+ )7 e — gl 7 @+ TyD),
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on est ramené a montrer que 'opérateur intégral de noyau
L+ |z~ o =yl A+ [yt

est un opérateur de £(L?(R3), L*(R3)).
Or en posant € = s — 3/2 qu’on peut supposer appartenir a ]0,1/2[, il existe une
constante C; > 0 telle que pour = et y € R? on ait

(L [a)) Y =y 2@+ )
SO+ |a]) "B |y — |5+ ) TETE || TR -y Ty T E

et d’apres [NW] (c¢f. aussi [M]...) il existe une constante Cy > 0 telle que l'on ait

J.

Ainsi la fonction

2
_ £ _ _ 3e
R e e e PO
R

da' < G [ 15 Pay'
R2
o) = [ @l e =l () gy
vérifie
o, Yzacee

1. 1/2
<G+ o) [ o=l ) ([ latons)Pay)

<arCa(t+aa) ([ o=l 0 o) laloges
Comme pour d = 2, on montre qu’il existe une constante C3 > 0 telle que pour z; € R
/R|$1 —ya| (L Jyn )" oy < Cs(1+ Ja)~®
et par conséquent il existe une constante Cy > 0 telle que pour ;1 € R

lo(@1, )| p2e2) < Ca(l+ | ])2 gl 2o -

Ce qui permet de conclure.
(3) Cas d > 4. Pour g € S(R?), on peut écrire

/R(/Rd_l %de)l/’zd@ < /|£1>1 é(/w_1 |§(£l,€,)|gd£/)uzd§1

~ , Y (e , I
+/§1<1 (/|£’|>1 19(61,€")Pd¢ )1 iy +/|£1|<1 (/gfgl %dg )1/2d€1.

Or d’une part il existe une constante C' > 0 telle que pour g € S(R?)

N 1/2 N
sup (/ |g(§1,§/)|2dfl) < Cllgllpmey et sup [§(61, )] < Cllgllr ey,
geR N JRa-1 ¢eRrd
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et d’autre part pour d > 4, I'intégrale

1 1/2
e dE)  dE
/|£1<1 (/5'@ (& +¢7)? ) 1
est convergente.

Par conséquent par homothétie, il en résulte que Q°g € L(R?) et qu'il existe une
constante C' > 0 telle que pour tout g € S(R?)

Q%I L rey < CllgllLay + gl L2 ray)-

(o)
Par suite R3g € L*(R?) et pour s > d/2, il existe une constante C' > 0 telle que pour
g€ SRY)
I1R3g]

On en déduit alors le résultat annoncé. O

L-@®4) < CllgllL2ray-

6. Démonstration des théorémes d’existence et d’unicité

On fait une démonstration générale des théorémes 1 et 2 pour d > 2.
(1) On montre d’abord le résultat d’unicité.
Si une distribution v de S’(R) est solution de I’équation

P(D,)v =0 dans R%,

alors le support de ¥ est contenu dans X. Si de plus v € Et (R?), alors nécessairement
v = 0 d’apres le théoreme 3.

Ainsi il suffit de montrer que pour d = 2 et 3, si une distribution v de S’'(R?) est
solution de '’équation P(D,)v = 0 dans R? et est du type Kelvin v = CEo+k ou C

est une constante et k € it (R%), alors nécessairement C' = 0.

Pour cela on introduit une fonction y € C*°(R), paire, telle que x(&1) = 0 pour
|&1] = % infe cga-1 p(§’) et Fix > 0 (ot F est la transformation de Fourier par rapport
a & dans R).

Comme le support de ¥ est contenu dans X, la distribution ¥ est alors une com-
binaison de masses de Dirac en 0 d’ordre < m pour un certain entier m, autrement
dit pour toute fonction ¢ € C§°(R971) il existe des coefficients ay(p) tels que

CLy(2150) + La(z1;9) = Z ar(p)ay

0<k<m

ou

L) = [ Fixton) Ealer .o/ )ola')dds’
R

Lawip) = [ Fixtun)h(es = o, o' )ola g ds'.
R
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Tout d’abord le second terme
Lo = [ ([ Fixkar - pn,a)e@)ds’ ) din
R Rd*l
tend vers 0 quand z; tend vers +o0o, comme on peut le voir par exemple par le
théoreme de Lebesgue puisque pour tout y;, d'une part

Fix(y)k(z1 —y1, 2" )p(a’)dz’| < sup [Fix(yo)] [1k(@1—y1, )| L2ga-1)ll@ll L2 (ma-1)

y1ER

Rd—1

qui tend vers 0 quand z; tend vers 400, et d’autre part

/d ) Fix(y)k(z1 — y1, 2" )p(a’)da’
i

avec Fyx € LY(R).
On examine ensuite le premier terme pour x; > 0 en distinguant les cas d = 2 et
d=3.

< Fix(y1) |1 %|

L*(Rd) ||90||L2(Rd—1)

Pour d = 2, en notant c; = —4n(vh — 1)/2(vh)*/? et en supposant ¢ > 0, on a
d’une part
(z1 —y1)? | 23
Li(z1:0) = | F 1 (1 o ) —) dyrd
caLi(z159) /R 1X(y1)log (14 ===+ - ) o(x2)dyrda

(1 —y1)? /
> [ F log (14— 91
/]R 1X(y1) Og( Ar— )dyl Rsﬁ(mz)dxz

gl

0
> log (1+ yh—l)/_oo le(yl)d914¢($2)dm2a

et d’autre part

T — 2
Cle(Z‘l;(p) gAle(yl)log (1+%)dy1/ﬂ§‘<ﬂ($2)d$2

+ [ Fix(y)d 1(1+$—%)()d
Rlel Z/lROg Vhsﬁﬂfz T2

< /R Fix(y)log (2(1+ Vﬁl)(u Vhyf_l))dyl /R p(a)dars

+/F (y1)d /1 (1+x—g)( )d
. 1X\¥Y1 leOg Vhsﬂxz 2.

Par conséquent il existe des constantes C7, Cy et C'5 > 0 telles que pour z; > C;
on ait

g

vh—1

2

) < Li(z159) < —C3log (1 + thi 1)

—C5 log (1 +
et comme
CLi(21;9) + La(z1;90) = Y ak(p)al

0<k<m

il en résulte nécessairement que C' = 0.
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Pour d = 3, en notant c3 = 47 (vh — 1)}/2(vh) on a

T — 2 x/ 2 —1/2
03L1(x1;<p) = /R3 le(yl)(l + ( lih _yi) + |V}|l ) go(x')dyldx’

donc

22 —1/2 [0
altaerip)l < (14 755) 7 [ Fdn [ el

qui tend vers 0 quand x; tend vers +oo.
Par conséquent comme

CLi(z159) + La(z1390) = > ar(p)}
0<ksm

il en résulte nécessairement que le polynéme du second membre est nul. Ceci ayant
lieu pour toute fonction test ¢(x’), on en déduit donc que

T — 2 31‘/2 -1/2
CAle(yl)(l + ( Vlh _y:ll) + |I/f|L ) dyl +034F1X(y1)k($1 —yl,ajl)dyl =0.

Or d’une part la fonction

—y1)? 2y —1/2
xr Yy x .
(z1,2") — /Rle(yl)(l—F ( ;h— i) + |Vl|z ) dyy & L*(R?)
car
(=) | Py R
> 0
/RFIX(yl)(l + vh—1 + vh ) dy, > (1 + vh—1 + vh ) o X% (y1)dy1

/2
¢ L?(R?), alors que d’autre part la fonction

$2 H2
et (1 + uhil =+ W)
(21,2) / Fix(un)k(z: — y1,2")dys € L*(R?)
R

car

H [ Fixtoobte = | < IR o
R L2(R?)

Il en résulte donc que nécessairement C' = 0.

(2) On montre maintenant le résultat d’existence.

Avec les notations et les résultats des paragraphes 4 et 5, étant donnée g € L2(R?)
avec s > 1 pour d =2 et s =1 pour d > 3, la fonction

L*(R3)'

v=R g+ R%+R"g
appartient & I'espace L2 ,(RY) et est solution de I’équation P(D,)v = g dans R%.

Si de plus s > 3/2 pour d = 2,3 et s > d/2 pour d > 4, les propositions 8 et 10
assurent que cette fonction v est une solution du type de Kelvin annoncé dans les
théoremes 1 et 2.

(3) On montre enfin la régularité de la solution v si de plus 9%g € L2(R?) pour un

a #0.
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Pour cela en revenant a la définition par transformation de Fourier des opérateurs
R, R® et R, on vérifie que ces opérateurs commutent avec 'opérateur de dérivation
0%, Par suite la solution v qui est donnée par v = R~ g + R’g + RT g vérifie

dgv =R~ (979) + R°(979) + R* (95 9).
Comme précédemment, les propositions 8 et 10 assurent que cette fonction 0w

o+
appartient & L*(R?) pour d > 4, alors que pour d = 2,3 on peut Iécrire

ogv = / ag‘g(y)dyEO +k
Rd

o+
ot k € L*(R9). Or dans ce cas § est continue dans R? car g € L2(R?) c L'(R?), donc

g 02g(y)dy = i1°1(€*9)(0) = 0

ot
si a # 0, et ainsi 0%v € L*(RY).

7. Fonction de Green

Pour terminer on peut annoncer un résultat qui sera donné dans un prochain
travail et qui concerne l'existence et l'unicité d’une fonction de Green du pro-
bleme de Neumann-Kelvin. Avec les notations de l'introduction et grace a 1’étude
faite précédemment, on montrera en particulier qu’il existe une unique fonction
H € C?([—h,0];S'(R?)) solution du probleme

(02 +02+02)H =0, dans —h <z <0,

v.H + 0?H = g, sur z = 0,
0.H =0, sur z = —h,
H, de type Kelvin sur z = 0.

Plus précisément cette solution est de la forme

2

2
H(z,z,y) = Clog (1 + uhx— 1 + 3_h)1/2 + k(z,z,y)
ol
L 0 o 2
C = TP T PATE /RQQ(%y)da:dy et ke CO—h,0]; L*(R?)).

ot
De plus 0802, H € C°([—h,0]; L*(R?)) pour tout (k,a) € N x N? tel que k + |a] > 1.
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[AH]
[AGG]
[BP]
(D]

(E]
[Gu]
(H]

(K]
[WL]

(L]

[M]
[N]
[(NW]

[SR]

[Vi
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