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PROBLEME DE CAUCHY RAMIFIE POUR
UNE CLASSE D’OPERATEURS DONT LES RACINES
CARACTERISTIQUES SONT EN INVOLUTION

par

Renaud Camales

Résumé — Dans cet article, nous écrivons la solution de certains problemes de
Cauchy, avec second membre ramifié autour d’un ensemble analytique de codimension
1, sous une forme intégrale nous permettant d’en déduire le lieu singulier.

Abstract(Ramified Cauchy problem for some operators with involutivecharacteristics)

In this paper, the solution of some ramified Cauchy problems, with second member
ramified around some analytic set, is written under an integral form. This integral
form allows us to find the singular locus of the solution.

1. Introduction

L’étude de la propagation de singularités de solutions d’équations aux dérivées par-
tielles complexes et du probleme de Cauchy ramifié a été un des grands sujets étudiés
par J. LERAY. Son étude sur ce probléme remonte a 1957 avec larticle (sous-titré Cau-
chy I) [7], puis s’est prolongée avec la série de publications intitulées Cauchy IT jusqu’a
Cauchy VI (voir [3] pour une bibliographie compléte). Depuis, de nombreux travaux
fondamentaux ont été publiés sur ce sujet. En 1976, HAMADA-LERAY-WAGSCHAL [4]
ont étudié le probleme de Cauchy ramifié

a(xz, D)u(z) =0,

Dtu(z) = wy(2') pour zg =0, 0 < h <m,
ou a(z, D) est un opérateur d’ordre m a caractéristiques multiples de multiplicité
constante et ot les fonctions wy, sont ramifiées autour de 7' = {x € C"*1; 25 = 2; = 0}.
Ces auteurs ont montré que le probleme précédent admet une unique solution qui est
ramifiée autour de la réunion K des caractéristiques de a(x, D) issues de T.

En 1990, E. LEICHTNAM [6] étudie le méme probléeme mais avec un second membre
ramifié de maniére quelconque autour de K. Il montre alors que le probleme admet une
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84 R. CAMALES

unique solution qui est, elle aussi, ramifiée autour de K. Ce résultat a été redémontré
par PONGERARD-WAGSCHAL [11] en 1998.

Signalons que la monodromie de tels problemes a été étudiée en 2002 par R. Ca-
MALES [1, 2].

On aborde, dans ce travail, I’étude du probleme de Cauchy lorsque le second
membre est ramifié autour d’un ensemble analytique quelconque de codimension 1.
Pour cela, nous supposerons que l'opérateur a(x, D) s’écrit sous la forme

X1 Xo+ R

ou X; et Xo sont deux champs de vecteurs qui commutent (ce qui est équivalent a
supposer les racines caractéristiques en involution) et R est un opérateur d’ordre 1.
Le but est d’écrire la solution u du probléme sous forme intégrale puis de déterminer
le lieu singulier de u grace aux techniques de prolongement analytique de germes
holomorphes définis par des intégrales multiples.

Il est clair que nos hypotheses concernant ’opérateur sont tres fortes. Mais celles-ci
ont un but : nous permettre d’écrire la solution sous la forme d’une intégrale multiple
finie et d’en étudier ainsi aisément le prolongement analytique. Signalons qu’en 1983,
C. WAGSCHAL [12] donne une écriture intégrale de la solution du probleme de Cau-
chy ramifié pour un opérateur a caractéristiques multiples de multiplicité variable.
Malheureusement, cette formulation ne permet pas de déterminer le prolongement
analytique de la solution. En 1988, C. WAGSCHAL [13] donne pour la premiére fois le
prolongement analytique de la solution d’un probleme de Cauchy pour un opérateur
a caractéristiques tangentes. La solution de ce probléme s’écrit formellement

u(z) = Im(x)

ou I,, est un germe holomorphe défini par une intégrale sur un simplexe de dimen-
sion m. Ceci entraine des difficultés techniques extrémement importantes dans la
détermination du prolongement analytique de la solution. Ces techniques ne semblent
d’ailleurs pas pouvoir se transposer a des opérateurs un peu plus généraux (opérateurs
dans C? d’ordre 2 en particulier).

Nous indiquons pour finir que nous ne présentons que le cas d’opérateurs d’ordre 2.
Nous avons effectué les calculs pour des opérateurs d’ordre m de la forme

X1 Xm+R

ol les X; sont des champs de vecteurs commutants deux a deux et ol R est un
opérateur d’ordre m—1. La démarche pour ce type d’opérateurs, ainsi que les résultats,
sont les mémes que pour le cas m = 2 mais les écritures sont beaucoup plus lourdes.

Le plan de article est le suivant. Le paragraphe 2 présente les notations employées
et énonce le théoreme principal. Dans le paragraphe 3, on écrit de maniere formelle la
solution sous forme intégrale. Le paragraphe 4 montre la convergence de cette écriture
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PROBLEME DE CAUCHY RAMIFIE 85

formelle. Enfin le paragraphe 5 indique quelques exemples de détermination de lieux
singuliers.

2. Notations et énoncé du théoréme principal

Les coordonnées d’un point x de C"*! seront notées z = (zo,...,7,) = (z0,2');
on note D; 'opérateur de dérivation par rapport a la variable complexe x;.

On considere, au voisinage de I'origine de C"*!, le probléme de Cauchy holomorphe
non caractéristique

u s’annule deux fois sur .S,

{p(x, Dju(z) = v(z),

ol S est un hyperplan non caractéristique en origine et p(x, D) est un opérateur
différentiel du second ordre tel que

p(z, D) = a1(x, D)az(x, D) + b(x, D)

ol aj, as et b sont des opérateurs différentiels linéaires du premier ordre, a; et as étant
homogenes. On suppose que p(z, D) est un opérateur dont les racines caractéristiques
sont en involution : ceci signifie, dans notre cas, que

a1(x, D)ag(x, D) = as(x, D)as(x, D).

Quant a v, nous supposerons qu’il est ramifié autour d’un ensemble analytique L,
contenant 0, de codimension 1 et tel que SNL soit un ensemble analytique de codimen-
sion 1 dans S : autrement dit, il existe un voisinage ouvert connexe 2 de 'origine de
C"*! tel que QNS soit connexe et il existe un point a € NS tel que v soit holomorphe
au voisinage du point a et se prolonge en une fonction holomorphe sur R(2 — L) (ol
R(X) désigne le revétement universel d’une variété analytique connexe X).

Notre but est d’écrire sous forme d’une intégrale double la solution de ce probleme
au voisinage du point a.

Le probleme auquel nous nous intéressons étant local, on peut, via un changement
de variables, se ramener au probleme suivant

{[Doa(x, D) + b(z, D)]u(z) = v(z),

s’annule deux fois sur 5,

(1)
ot S : wg = 0. D’aprés les hypotheses, Dy et a(z, D) = Do+, a;(z)D; commutent,
donc

Doa(z, D) — a(z, D)Dy = Y Doa;(x)D; = 0.
i=1

Par conséquent, pour tout ¢ = 1,...,n, on a Dya;(x) = 0.
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86 R. CAMALES

On note k;, pour j = 1,...,n, la solution du probleme suivant
a(x, D)k;(x) =0,
kj(z) = x; pour zg =0
et X:x— (2o, k(z)) = (2o, k1(2), ..., kn(z)). ¥ est un difféomorphisme au voisinage

de l'origine. On note ¥ le difféomorphisme inverse de X.

On peut remarquer que les hypersurfaces, au voisinage de I’origine de C*"+!, K =
{x; k;(z) = 0} sont les hypersurfaces caractéristiques de a(x, D) issues de I'hyperplan
T : xg = xj = 0. De méme, les hypersurfaces H; = {z;2; = 0} sont les hypersurfaces
caractéristiques de Dy issues de T}. On en déduit que H; et K; sont les hypersurfaces
caractéristiques de p(z, D) issues de T}.

Le lemme suivant va nous permettre d’écrire explicitement V.

Lemme 2.1 — On a, au voisinage de l’origine de C x C"+1,
kj(s, k(x)) = kj(xo + s,2").
Démonstration. — En effet, x — k;(s, k(z)) est solution du probleme
a(z, D)u(z) =0,
{u(x) =k;(s,x’)  pour o =0.

Or = — kj(zo + s,2’) est solution du méme probleme car les coefficients de a(x, D)
sont indépendants de xy. Donc, par unicité de la solution, on a

kj(s, k(x)) = kj(xo + s,2"). O

On déduit aisément de ce lemme que ¥(z) = (xo,k(—z0,2')). On en vient,
présent, au théoreme principal.

Théoréme 2.2 — I existe un voisinage ouvert connexe Q' de lorigine de C2 x C"t1 et
un germe holomorphe f, au point (0,0, a), se prolongeant en une fonction holomorphe
sur R(Y — L"), ot L' = {(t1,t2, x); (xo — t1 — to, k(t2,2’)) € L}, tel que, au voisinage
du point a, on ait

o zo—12
u’(x) = / dty / f(tl,tg,x)dtl.
0 0

3. Solution formelle

Dans ce paragraphe, nous écrivons formellement la solution sous forme d’une sé-
rie, puis ensuite nous montrerons, a l'aide du formalisme des séries majorantes, la
convergence de cette série.

Afin de faciliter les calculs, on écrira p(z, D) sous la forme

p(x, D) = [Dg + b(x)]a(z, D) — r(x, D")
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PROBLEME DE CAUCHY RAMIFIE 87

o r(z,D") = Y | ri(x)D; est un opérateur du premier ordre ne contenant pas de
dérivation en xg. On étudie, par conséquent, le probleme suivant

(Do + b(@)a(z, D) = r(z, D) |u(z) = v(a),

u s’annule deux fois sur S.

(2)

On note ug la solution, au voisinage du point a, du probleme
Do + b(@)a(z, D) |uo(2) = v(a),
ug s’annule deux fois sur S.

D’apres le théoreme de Cauchy-Kowalevski, ug est holomorphe sur un voisinage du
point a. De méme, on note u, (p € N*) la solution, au voisinage du point a, de

[[Do + b(@)a(z, D) |uy (@) = r(z, D'yup-1(2),
u, s’annule deux fois sur S.

Donc, pour tout p € N*, il existe un voisinage ouvert du point a sur lequel u, est
holomorphe. De plus, la série

(3) > up
p=0

est la solution formelle du probleme (2).

Nous allons expliciter, sous forme intégrale, chaque terme u,,, puis nous montrerons,
au paragraphe suivant, la convergence de cette série au voisinage du point a. On
montre tout d’abord la

Proposition 3.1 — On peut écrire, au voisinage du point a,

o Qjoftg
= dt l dt
w(@) = [ [T 1@ty i

out=(t1,t2) € C%, ¢: (t,x) — (x0 — t1 — t2,k(t2,2")) et

ty
Iy, () = exp ( - / b(s + xo,x’)ds).
0
(Toutes les intégrales s’effectuant sur le segment joignant les bornes.)

Démonstration. — wug est solution du probléeme suivant
a(z, D)uo(z) = ¢(),
ug s’annule sur S,
ol ¢ est la solution du probleme
[Do + b(x)]e(z) = v(x),
@ s’annule sur S,

ces deux problemes étant étudiés au voisinage du point a.
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88 R. CAMALES

On a
xo xo—t1
o(x) = / exp ( — / b(s + t1, m’)ds)v(tl, x')dty
0 0
et
uo(x) = / (p(tg, k(xo — tg, xl))dtg;
0

on en déduit que

xo to to—11
up(x) = / dtg/ exp ( - / b(s + t1, k(xo — ta, x’))ds)v(tl, k(zo — ta,2"))dts.
0 0 0

En faisant les changements de variables ?1 =ty — 1ty et t~2 = x¢ — t2, on obtient

xo xo—ta
up(z) = / dtg/ L, (6(t, x))v(d(t, z))dtq,
0 0
d’ou le résultat. O

Nous montrons, maintenant, deux lemmes qui nous seront utiles pour 1’écriture
explicite des up.

Lemme 3.2 — Soient w,t € C? et x € C"*! tels que ¢(t — w, x), ¢(t,z), p(w,x) et
o(t —w, p(w, x)) soient définis. On a alors

Pt — w, p(w, x)) = o(t, ).
Démonstration. — On rappelle que ¢(t, z) = (zo — t1 — t2, k(t2,2')) ; d’olt
ot —w, p(w,z)) = (xg — w1 —wa — (t1 + ta — w1 — wa), k(te — wa, k(ws,z"))).
Or, d’apres le lemme 2.1, on a
k(ty — wa, k(wa, 2')) = k(ta,2');
par conséquent,
Pt —w, p(w,x)) = (zo — t1 — t2,k(t2,2)) = ¢(t, x)

ce qui prouve le lemme. O

Lemme 3.3 — Soit u holomorphe au voisinage de lorigine de C*t1. Il existe alors
un voisinage de l'origine de C? x C"*1 tel que pour tout (t,x) dans ce voisinage, on
ait

T(x7D/)(u(y)‘y:¢(t7x)) =7ty D/)“(y)|y:¢<t,w)

ot T(t,y, D) est un opérateur du premier ordre & coefficients holomorphes.
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PROBLEME DE CAUCHY RAMIFIE 89

Démonstration. — On a

r(x7 D/) (u(y) |y:¢(t,w)) = Z Tk (:c) Z(Dk¢i)(t, CE)D% U(y) |y:¢(t7a:)

=3 (X @eo0t0)re@)) Dyulw), .y

ot on a noté ¢(t,x) = (¢o(t, ), ..., dn(t,z)). On a donc, en utilisant le lemme 3.2,

=~
Il
-
-
Il
-

n

e, D) (0) _y0y) = 22 (D2 (DR0E O~ ) r(0—9))) Dy,
=1 k=1
= ?(ta Y, D/)u(y)

ou D, désigne 'opérateur de dérivation par rapport a la variable complexe y;. Ceci
termine la preuve du lemme. O

|ly=a(t.2)’

Montrons, a présent, la proposition suivante

Proposition 3.4 — On a, au voisinage du point a,

o w0*t2
_ /!
2) = /0 ity /O (4 D)y

ot rp(t,y, D" )v(y) est donné pour p =1 par

t1 to
/ duw} / Pt (6,1, D' (Ut 0) (1)}
0 0

et pour p = 2 par

t1 to t1
/ dw?y / dwh / dw?™? / / dwi /
0 0 wf wg w

Twr (t,y, D H Twi—witt (E = w1y, D) (I 1 - 0) (y)dws,

avec les notations suivantes
- w' = (w, wh),
— Tw(t,y, D) = lu, (p(w — )7 (t —w,y, D’).
On convient que, pour k opérateurs différentiels a;(y, D), i=1,...,k,

k
Hai(va) :ak(va)"'al(va)'

Démonstration. — Montrons, par récurrence, que ’on peut écrire, au voisinage du

xo zTo—1t2
- /
z) = /0 dtg/o rp(t,y, D )v(y)‘y:(ﬁ(t,x)dtl
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920 R. CAMALES

Déterminons, tout d’abord, u;. On a

xo—1ta
(x D / dt2/ x D (ltl( ) (y)|y:¢(t7a:))dt1
ro— t2~ ,
:/O dt2/0 r(t,y,D)(ltl-v)(y)}y:(p(t,r)dtl

car 7(z, D') est un opérateur ne contenant pas de dérivation par rapport & zg. On a
donc

To To—wsa To—wa—w1 To—w2—wi—t2
ul(x) :/ d’wg/ dwl/ dtg/
0 0 0 0

Ly (2) (F(E 9, D)l - 0)(w) dty.

|y:¢(t,z)) |z:¢(w,r)

On effectue les changements de variables th =t;+w; (j =1,2), ce qui donne

To—w2 To—wi To—t2
/ d’wg/ dwl/ dtg/
w1

L (2) (F(E = 0,9, D) (- 0)(0) dtr.

|y:¢(t_waz)) |z:¢(w,r)

Supposons, a présent, que g € R. Vu que toutes les intégrales s’effectuent sur 'inter-
valle joignant les bornes, en appliquant le théoreme de Fubini, on obtient, compte-tenu
des changements de bornes,

xTo— t2 t1
/ dtg/ dtl/ dwl/

1( )( (t_w va)(lh —w, * U dws.

(y)‘y:qb(t—w,z)) |z:¢(w,z)
Cette égalité est valable pour tout x € VN (R x C™) out V est un voisinage du point
a. De plus, chaque membre de (4) définit une fonction holomorphe sur V' (quitte,
pour cela, a réduire V). Par conséquent, par prolongement analytique, 1'égalité (4)
est valable pour tout € V. On a alors, d’apres le lemme 3.2,

o To—t2 t1 to
= / dtg / dtl / dw1 /
0 0 0 0

(l““ (@(w = gDt =0y, D)ty —un - 0)B) |y:¢(t7w7z)) |a=o(w o™
xo xro—to t1 to
= / dtQ / dtl / dw1 /
0 0 0 0
lw1 (¢(w —t, y));:(t —w,y, D/)(lt1*w1 v y)‘y:¢(t,w)dw2’

ce qui prouve le résultat pour p = 1 grace a Pécriture des opérateurs 7, (t, z, D').
Supposons, maintenant, le résultat vrai a l'ordre p, et montrons-le a l'ordre p + 1.
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PROBLEME DE CAUCHY RAMIFIE 91

On a, d’apres le lemme 3.3,

xro— t2
!
r, D) / tta [ D) (e Do)y, )

xo—t2
= dt 7(t,y, Dry(t,y, D’ dt
[ [ Dt D00y,

D’apres ’hypothese de récurrence, on peut écrire

p+1 p+1 p+1_,,pt1 to

p+1
To— Wy To— Wy —wj To—wsy wy —
Up i1 (T / dwh ™ / duw? ™ / dts / dty
0 0
t1 to
/ dwl/ dw? - - / dw%/ lwf“(z)(ﬂt,y,D')pr(t,y,D’)
’LU2 'UJ%

Hrwz wit1 (t—w l,y,D')(ltrw% v !

Y) }y:(j)(t,z)) |z:¢(wp+17w)dw2.

p+1

En utilisant les changements de variables tJ =tj+w;"" pourj=1,2 on obtient

p+1 p+1

1 To— Wiy 1 To—wy xro—to
Upy1 () :/ dprr / dwer / dtg/ dt,
0 0 w§+1 wf+1
tl—wf'H t2—’u}§+l t1—w1+1 tg—w§+1
p p 1
/ dw1/ dws / dwl/
0 0 w% w%

Lyt (2) (7t = w1y, DY (¢ = w7y, D)
H i —wit1 (t — w' ™t —wPth gy D)

1
(st v>(y>|y:¢(t_wjz)) ot 0

On montre, de la méme maniere qu’au cas p = 1, en utilisant le théoreme de Fubini,
que l'on peut écrire, au voisinage du point a,

xo—t2 t1
Up11 (z / dts / dt, / dw?t? / dwht!
0 0

tlfw’er t27w§+1 t1— w
/ dw’l’/ dwg---/ dw/
0 0

Lyt (2) (F(t = w1y, DY (¢ = w0y, D)

H Fwi—w“'l(t —wt - wp-i-l’ Y, D/)

1
(ltliw%iwzlﬂkl ’U)(y)|y:¢(t_wp+laz)) |z:¢(’uﬂ’+1,r)dw2.
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-+

En effectuant, a présent, les changements de variables @; = w; + w? ! pour j = 1,2

eti=1,...,p,ona

To T0—t2 t1 to
1 1
Upy1(z) = / dtg/ dtq / duwt™ / duwh™
0 0 0 0
t1 to ty ta
dw? dwh - - dwy
wi™! wy ™! wi w3

p
lw;la+1 (Z) (?(t - ’LUp+1, Y, D/) H ?w'i,wiﬁ»l (t - wH_l, Y, D/)
i=1
1
(ltl—w% U)(y)‘yztﬁ(tf’wp‘*'l,z)) |Z:¢>(w?+17w)dw2'

Maintenant, en utilisant le lemme 3.2 de la méme manieére qu’au cas p = 1, on obtient

o xo—to t1 to
Up11(z) = / dts / dt, | duw?™! / dwhtt
0 0 0 0

t1 to t1 to
dw? dwh - - - dw}
ot g i g

Ly (9w =t y))7(t — w”y, D)

p
H Fwifwi'*'l (t - w1+17 y? D/)(ltlfw% : ’U) (y) |y:¢(t,aj)dw%
i=1

ce qui donne le résultat d’apres la définition des opérateurs 7, (¢, x, D). O

4. Convergence de la série

Nous allons tout d’abord rappeler quelques résultats sur les séries majorantes tels
qu’ils sont exposés dans [14] par exemple. Soit E un espace de Banach complexe. On
note E[[z]] l'espace vectoriel des séries formelles en n + 1 indéterminées & coefficients
dans E et E{x} le sous-espace vectoriel des séries convergentes en Porigine.

Proposition 4.1 — Soit ¢ € Ry{x} une fonction majorante et u € E[[x]] une série
formelle telle que u < ¢, son domaine de convergence contient le domaine de conver-
gence Qg de ¢ et

[lu(@)]| < ¢(|xol, - - -, |zn]) pour tout z € Qp.

A toute série formelle ¢ € R, [[z]], on peut associer un espace de Banach complexe
de la facon suivante. On pose

B, = {u € El[z]]; e 2 0)(u < cgb)}.
By est un sous-espace vectoriel de E[[z]] sur lequel on définit une norme par

[|ullp = inf{c > 0u<K C¢}-
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Proposition 4.2 — (B, ||e||4) est un espace de Banach.

Proposition 4.3 — Soit u : A(0,R) — E une fonction holomorphe bornée par M,
alors

R n
UL M—— oué= ;.

Proposition 4.4 — Soit ® € R [[¢]] donnée par
R
P& =—— .
©) =5 ®>0)
Alors, pour tout k € N, on a
(R—&)D*a(¢) > 0.

Proposition 4.5 — Soient E, F et G des espaces de Banach complezxes, une applica-
tion bilinéaire (a,u) € E X F — au € G de norme < 1,

A(z,D) = Z aq(x) D

le|<m
un opérateur différentiel dont les coefficients a, € E{x} sont holomorphes et bornés
par M sur le polydisque A(0,nR), n > 1. Alors, il existe une constante positive ¢ =
c(m, M, n, R) telle que pour tout ¢ € Ry [[€]] tel que (R—E&)p(£) > 0 ot R > 0 et tout
u <K ¢ = A(z,D)u < cD™¢.

Nous pouvons, a présent, montrer la convergence de la série (3). Pour cela, nous
allons prouver la convergence de la série

) >ty D)y,

On peut, tout d’abord, remarquer que pour tout i > 1
Twi —wi+1 (t — wi+17 Y, DI)

ainsi que
Twi(t, Y, D/)

définissent des opérateurs différentiels & coefficients holomorphes que 1’on peut suppo-
ser bornés par M sur A(0, R) C (C;lui,wﬂrl x CF x Cptt et A(0,R) C C2, x C? x Ct!
respectivement. De méme, on peut supposer que ltl,w% (y) est holomorphe et bor-
née par M sur A(0,R) C C1 x Gy % (CZ“. On peut aussi supposer (car on étu-
die le probléme localement) que v est holomorphe sur R(A,(0,R) — L). On note
T R(Ay(0,R) — L) — Ay(0,R) — L la surjection canonique du revétement. Soit
z € R(A,(0,R) — L); v définit, au voisinage du point 7(z) = y°, un germe holo-
morphe que 'on note encore v et que I'on peut supposer borné par M’ sur le poly-
disque A, (y°,nr) € Ay (0,R) — L oun > 1et r > 0 sont fixés.
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Nous allons, a présent, majorer indépendamment de p

rp(t,y, D')u(y)
sur un voisinage de (0,3°) € C7 x C*! indépendant lui aussi de p.
On note, pour tout p > 1,

p—1

’FZD (wla ey wpv ta Y, D/)U(y) = ﬁﬂp (ta Y, D/) H ’Fw’i—wi*l (t - wH_lv Y, D/)(lhfw% : U) (y)
=1

0 _
(avec [[,_; = 1).
Montrons, a présent, le lemme fondamental suivant

Lemme 4.6 — 1l existe une constante c positive telle que, pour tout p € N*, pour tout
(w,...,wP,t) € A0, R) C C2 x C3, on ait

m(wh, .. wP ty, D u(y) < PTEDPd,

ou
n
@({):M'T_ avecézZ(yi—y?).
i=0
Démonstration. — Nous ne montrerons que le cas p > 2, le cas p = 1 étant d’une

adaptation évidente. On note tout d’abord

¢ = max {c(O, M,n,r),c(l, M, 77,7")},
ou les constantes ¢(0, M, n,r) et ¢(1, M,n,r) sont données par la proposition 4.5. On
fixe, & présent, p € N* et (w!,...,wP,t) € A0, R) C C? x C3.

v est holomorphe sur A, (y°,7) et est bornée par M’ car > 1, donc v € C{y—y°}
et d’apres la proposition 4.3, on a

v P.
On peut voir la fonction holomorphe a valeurs dans C, y + I;, _,1(y) (on rappelle que
(wh, ..., wP,t) est fixé) comme un opérateur d’ordre 0 dont le coefficient est borné par

M sur le polydisque A, (y°,nr); de plus, on a (r — &)®(£) > 0 d’apres la proposition
4.4. Par conséquent, vu que v < ®, on en déduit, d’apres la proposition 4.5, que

bty 1 -0 < c®.

Montrons, a présent, par récurrence sur j, que
[H Fui—wit1 (t — 0y, D) | (I —wy - v) < T DI,
i=1

Pour j =1, 0n a
(6) lyy—wi -v € C{y — "}

et
le—w2 (t - w27 Y, D/)
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est un opérateur holomorphe d’ordre 1 dont les coefficients (& valeurs dans C car
(w', ..., wP,t) est fixé) sont bornés par M sur le polydisque A, (y°, nr). De plus, on
a (r—E&)(c®(£)) > 0 d’apres la proposition 4.4. Done, vu que (6) est majorée par c®,
on a, d’apres la proposition 4.5,

ot —w2(t — w?,y, D) (ly, _ 1 - 0)(y) < DO,

1
ce qui prouve le résultat pour 7 = 1. On suppose le résultat vrai a 'ordre j — 1 et
montrons-le a ’ordre j.

j—1
(7) |: H Fwi’wH—l (t — wjﬂ, Y, D/) (ltlfw} . ’U)
=1

appartient & C{y — y°} et

Tawi —qi+1 (L — wtty, D"
est un opérateur holomorphe d’ordre 1 dont les coefficients (& valeurs dans C car
(w', ..., wP,t) est fixé) sont bornés par M sur le polydisque A, (y°, nr). De plus, on
a(r—& (DIt (€)) > 0 d’apres la proposition 4.4. Donc, vu que, par hypothése
de récurrence, (7) est majorée par ¢/ D/~1®, on a, d’apres la proposition 4.5,

J
[H Fui—win (E =0Ty, D) | (I, _ 1 -v) < DS,
i=1
ce qui prouve le résultat.

En réitérant le méme raisonnement pour

;pr (tv Y, D/)v
on termine aisément la preuve du lemme. O

On déduit de ce qui précede qu’il existe une constante c¢; > 0 telle que pour tout
y € Ay(y°, "), o r’ < r/(n+1) et pour tout (w',...,wP,t) € A(0,R) C C2 x C3,
on ait, d’apres la proposition 4.1,

[Fp(w', ... wP, t,y, D o(y)| < cp!

car pour tout y € A, (y°, 1), DP®(|&], ..., |&n]) < M'r'cPT1pl, ou € est une constante
ne dépendant que de 7.

On choisit, & présent, un polydisque A C A;(0, R) x A, (0, R) centré en origine
de C? x C"*H! tel que

P(A) C Ay(0, R).

On a alors pour tout z € R(A — L'), Pexistence d’un voisinage V de 7(2) = (t*, zV)
(ou 7 : R(A — L") — A — L' désigne la surjection canonique) inclus dans A — L’ et
d’une constante ¢y tels que pour tout (t,z) € V

~ 1
Tp(w 7...7U}p,t7y,Dl)’U(y)|y:¢(t7a:) < Cgp'
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On a donc, pour tout (¢,x) €

1 1 1
p71 ... 1
rp(t,y, D |y¢tr) /dsl/ ds2/ dsi™ /pds2 /2d31/2
S2 51 82
~ 1
‘t1t27“p(817517827527t,yaD/)U(y)‘yw(t’w)‘dsz
1 1 1 1 1 1
g/ dsf/ dsg/ dslffl/ dsgfl---/ dsi/ chplds)
0 0 sf sg s% sg
G
p!
ol s;t; = (siti,...,stt;) pour i = 1,2. La dernitre inégalité provenant du fait que
pour ¢ = 1,2

1
/ds/dspl--/ds =.
p:
La convergence de la série (5) sur R(A — L) découle de I'inégalité

c
g =d
|y:¢(t,r) p!

Tp (tv Y, DI)U(y)

On a ainsi l'existence d’une fonction holomorphe f sur R(A — L’) telle que 'on ait,

au voisinage du point a,
o xo—t2
z) = / dts / F(t,2)dt.
0 0

L’étude du prolongement analytique d’une telle intégrale est classique. En effet,
la méthode consiste en la déformation continue de la classe d’homologie relative du
simplexe d’intégration. On pourra trouver plus de détails dans [1, 5, 8, 9, 10, 13].

5. Quelques exemples

Nous présentons, ici, quelques exemples de détermination de lieux singuliers pour
certains problemes de Cauchy de la forme

a(z, D)u(z) = v(z),

u(z) = Dou(z) = 0 pour zo = 0.
On désignera par g(z,€) le symbole principal de 'opérateur a(z, D).
Exemple 5.1 — Si

= g9(x, &) = (§o — a&1 — b&2)éo ot a,b € C*,
— v est holomorphe sur R(Q — (K1 U Ko U L1 U L)) ou Q est un voisinage ouvert
connexe de 'origine de C"*! et

Klz{x1=0} KQZ{xQZO}a
Ly ={x1 + axy = 0} Ly = {za + bz = 0},
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alors v est ramifiée autour des caractéristiques de a(z, D) issues de T} : x; = 2o = 0
pour ¢ =1,2.

Il existe un voisinage ouvert connexe )’ C Q de origine tel que la solution u soit
holomorphe sur R(Q — (K; UKy ULy ULy UL)) ot

L = {bzy — azy = 0}.

Exemple 5.2 — Si

= g9(x,8) = (§o + 2281)S0;
— v est holomorphe sur R(C"*! — (K; U K3)) ou

Kl = {xl = 0} Kg = {(El — XX = 0},
— a(z, D) est un opérateur différentiel & coefficients holomorphes sur tout C"*+!,
la solution u est alors holomorphe sur R(C"t! — (K, U Ky U L)) ot
Exemple 5.3 — Si

— g(x,&) = (§o + 22261 + x32)&0,
v e HIR(C™! — (K1 UK>))) ot

K= {xl = 0} Ky = {(El — 2x9x0 + xgxg = 0},
— a(z, D) est un opérateur différentiel a coefficients holomorphes sur tout C"+!,
la solution w est alors holomorphe sur R(C™ — (K; U K U L)) ot
L = {(z123 — 23)z3 = 0}.

Exemple 5.4 — Si
= g9(z, &) = (S — & — &),

— v est holomorphe sur R(2 — (K7 U K3)) ol  est un voisinage ouvert connexe
de l'origine de C**! et

Klz{l‘l—xO:O} KQZ{Z‘l—Z‘Q—(QL‘Q—Z‘Q)z:O},
il existe alors un voisinage ouvert connexe ' C §2 de l'origine tel que la solution u
soit holomorphe sur R(Q' — (K7 UKy ULy U Ly U L)) ol
le{x1:O}, ng{xl—xg:()} et E:{xl—xgz()}.
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