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Résumé. — Ce volume constitue les actes du colloque sur les groupes de Galois
arithmétiques et différentiels qui s’est déroulé au CIRM de Luminy (France) du 8
au 13 Mars 2004. Le but était de rendre compte du rapprochement en cours entre
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Abstract (Arithmetic and differential Galois groups). — On March 8-13, 2004, a meet-
ing was organized at the Luminy CIRM (France) on arithmetic and differential Galois
groups, reflecting the growing interactions between the two theories. The present vol-
ume collects the proceedings of this conference. It covers the following themes: moduli
spaces (of curves, of coverings, of connexions), including the recent developments on
modular towers; the arithmetic of coverings and of differential equations (fields of
definition, descent theory); fundamental groups; the inverse problems and methods of
deformation; and the algorithmic aspects of the theories, with explicit computations
or realizations of Galois groups.
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P. Boalch — Brief introduction to Painlevé VI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
1. Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
2. Monodromy and actions of the fundamental group of the base . . . . . . . . . . . . 71
3. Main example: the PVI fibrations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
4. Algebraic solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
Appendix A: Riemann–Hilbert map . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
Appendix B: connections on fibre bundles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

A. Buium — Correspondences, Fermat quotients, and uniformization . . . . . . . . . 79



vi TABLE DES MATIÈRES
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se concentrer sur les espaces de modules connexes Mg des courbes de genre g
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divers. Une classe de Nielsen (§1) est un ensemble, constitué à partir d’un
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dulaire à partir des branches de pointes g − p′, p et Weigel, grâce à la
généralisation des structures de spin.
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laires de rang supérieur (avec des exemples) : presque tous les premiers
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SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2006
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differential equation, leading to some questions regarding algebraic solutions.



xvi ABSTRACTS

Correspondences, Fermat quotients, and uniformization
Alexandru Buium . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

Ordinary differential equations have an arithmetic analogue in which func-
tions are replaced by integer numbers and the derivative operator is replaced
by a Fermat quotient operator. This paper reviews the basics of this theory and
explains some of the applications to the invariant theory of correspondences.

Jacobiens, jacobiennes et stabilité numérique
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SÉMINAIRES & CONGRÈS 13
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of related Nielsen classes for any prime p dividing |G|. A nonempty (infinite)
projective system of braid orbits in these Nielsen classes is an infinite (G,C)
component (tree) branch. These correspond to projective systems of irreducible
(dim r−3) components from {H(Gp,k(G),C)}∞k=0, the (G,C, p) Modular Tower
(MT). The classical modular curve towers {Y1(pk+1)}∞k=0 (simplest case: G is
dihedral, r = 4, C are involution classes) are an avatar.

The (weak) Main Conjecture 1.2 says, if G is p-perfect, there are no rational
points at high levels of a component branch. When r = 4, MTs (minus their
cusps) are systems of upper half plane quotients covering the j-line. Our topics.

– §3 and §4: Identifying component branches on a MT from g-p′, p and
Weigel cusp branches using the MT generalization of spin structures.

– §5: Listing cusp branch properties that imply the (weak) Main Conjec-
ture and extracting the small list of towers that could possibly fail the
conjecture.

– §6: Formulating a (strong) Main Conjecture for higher rank MTs (with
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pull-back theory of Klein, that allowed the description of the projective mo-
nodromy groups by Baldassarri ([Bal81]), as well as the connection with Gro-
thendieck’s theory of dessins d’enfants, that leads to explicit properties and
formulae. The results of Beukers and van der Waall ([BvdW04]) concerning
the full monodromy group are also presented. The last section describes the
Lamé operators L1 with finite monodromy in terms of the values of the Weiers-
traß zeta function corresponding to the elliptic curve associated to L1, as well
as the connection with the modular forms.
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Hurwitz-space map ramifies and when connected components have empty
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PRÉFACE

Les recherches récentes en théorie de Galois des polynômes P (T, Y ) (ou des fonc-
tions algébriques) d’une part et des opérateurs différentiels L(T, ∂) d’autre part, ont
rapproché ces deux théories. Dans les deux situations, on se fixe une base géométrique,
et on s’intéresse aux extensions, algébriques ou différentielles, de cette base. Parmi
les principaux résultats qui ont marqué cette convergence, on peut citer la conjecture
d’Abhyankar et son analogue différentiel, le problème inverse de Galois (classique ou
différentiel) sur k(T ) pour un corps k algébriquement clos ou assez“large”, ainsi qu’un
certain nombre de réalisations explicites sur des petits corps (notamment grâce à la
méthode de rigidité).

Le colloque de Luminy avait pour but de favoriser les échanges et collaborations
entre chercheurs des deux domaines ; il a porté sur les thèmes suivants, communs aux
deux directions :

• espaces de modules : espaces de modules de courbes et de revêtements, espaces
de modules pour des connexions, compactification, tours modulaires ;

• arithmétique des revêtements et des équations différentielles : corps de définition,
théorie de la descente, dessins d’enfant ;

• groupes fondamentaux, en toutes caractéristiques : conjecture d’Abhyankhar,
problèmes inverses, méthodes de déformation ;

• théorie de Galois explicite : calcul de groupes de Galois, réalisation explicite de
groupes, méthode de rigidité.

Les articles contenus dans ce volume reflètent ce programme, avec un accent par-
ticulier sur les questions de modules.

Ainsi, dans le cadre algébrique, le texte de M. Romagny et S. Wewers est une in-
troduction moderne aux espaces de modules de revêtements (espaces de Hurwitz) :
travaux récents sur leur construction (sur Spec(Z), compactification), applications
arithmétiques ou aux questions de réduction. Les trois articles de P. Dèbes, M. Fried
et D. Semmen couvrent un développement en cours des espaces de Hurwitz, la théorie
des tours modulaires : construction et applications, recherche de composantes (compo-
santes de Harbater-Mumford), conjecture de Fried sur les points rationnels, pro-points
sur des corps complets.

Dans le cadre différentiel, l’article de Berkenbosch et van der Put décrit la variation
du groupe de Galois dans une famille d’équations différentielles, et celui de Dettweiler
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et Wewers la variation de la cohomologie parabolique. On trouvera les récents progrès
sur le problème de Riemann-Hilbert dans l’article de Malek, tandis que les questions
d’isomonodromie sont développées dans l’article de Boalch sur Painlevé VI.

Ce dernier article présente une nouvelle construction d’équations différentielles à
solutions algébriques. Ce thème, à la jonction des deux domaines depuis leur origine,
fait également l’objet de l’article de Berkenbosch, qui étend le théorème de Klein aux
équations d’ordre 3, et de celui de Litcanu et Zapponi, qui traite d’équations de Lamé
à monodromie finie. Les courbes modulaire y apparaissent, et sont étudiées en détail
dans l’article de Couveignes. L’aspect algorithmique, très présent dans ces differents
textes, est abordé de façon théorique par celui de Simpson.

Le cadre différentiel n’oublie pas la caractéristique p : voir l’article de Matzat, qui
fait le lien entre ces questions et les équations différentielles p-adiques et celui de
Buium sur la théorie géométrique des quotients de Fermat. Enfin, du côté algébrique,
l’article de Pop concerne la conjecture anabélienne pour un corps de fonctions K sur
un corps algébriquement clos de caractéristique différente d’un nombre premier � : on
y voit comment retrouver les diviseurs de Zariski premiers à partir du pro-� groupe
de Galois maximal au-dessus de K.

Outre les présents éditeurs, le comité scientifique du colloque était composé
d’Y. André (ENS Paris), D. Harbater (Univ. Penn.), H. Matzat (IWR Heidelberg),
M. van der Put (Univ. Groningen) et M. Singer (MSRI). Nous les remercions ici pour
leur collaboration. Nous remercions également pour leur travail les rapporteurs des
textes publiés dans ce volume.
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