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SUR UN MODELE DE DYNAMIQUE DE
POPULATIONS STRUCTURE EN AGE:
APPLICATION EN HALIEUTIQUE

(ON A MODEL OF AGE-STRUCTURED
POPULATION DYNAMICS: APPLICATION IN
FISHERY)

Ali Moussaoui

Abstract. The aim of this work is the formulation and the study of a stock-effort fishing model,
in which the fish population is structured by age and is governed by the McKendrick-von Foerster
partial differential equation while the fishing effort is described by an ordinary differential equation.
In this model, the number of vessels increases when the fishery makes profit, otherwise it decreases.
The existence and uniqueness of solutions for the system are proved by using the Banach fixed
point theorem. Existence of several stationary solutions is studied: extinction equilibrium where
there are no fish and there is no fishing, a Fishery Free Equilibrium (FFE) as well as a Sustainable
Fishery Equilibrium (SFE). A relatively simple method is used to arrive at a condition of stability

of stationary solutions.

1 Introduction

De nombreux auteurs ont proposé des modeles de croissance de population qu’on
peut trouver de maniére condensée dans des ouvrages comme (Murray [25], ou
Bazykin [6]). Ces modeles partent du plus simple, la croissance malthusienne formalisée
par un modele linéaire, & des modeles plus complexes prenant en compte la structure
de l'espace (Modele de Fisher, voir par exemple le livre de Murray [25]), la structure
en age (équation de McKendrick-von Foerster [29]), la présence de retard prenant
en compte par exemple le temps de maturation [19] ou des modeles combinant ces

2010 Mathematics Subject Classification: 92A15; 92D25; 93A30.
Keywords: Age-structured model, McKendrick-von Foerster equation, Fisheries management,
Steady states, Stability.

kst sk ok sk ok sk s ok sk sk ok ok sk sk ok sk sk sk s ok sk sk sk s sk sk sk ok sk sk sk s ok sk sk sk s sk sk sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk s sk sk sk sk ok sk sk ok ok sk ok sk sk ok ok sk skok ok sk ok

http://www.utgjiu.ro/math /sma


http://www.utgjiu.ro/math/sma/v13/v13.html
http://www.utgjiu.ro/math/sma

différentes structures. Les modeles les plus simples visent a décrire empiriquement
une croissance observée (modele linéaire, modele logistique). Les autres tentent de
décrire et d’expliquer I'impact d’une structure de la population (spatiale, en age
ou en poids, ect.) sur la croissance. Le choix de la structure n’est pas anodin
et dépend essentiellement du probleme posé : elle permet entre autres d’ajouter
du réalisme au modele afin de répondre & certaines questions auxquelles les modeles
plus simples ne permettraient pas de répondre. Le premier exemple de structuration
qui vient en téte et connu de tous remontent au début du XXe siecle avec Sharpe
et Lotka [26] en 1911, et avec McKendrick [23] en 1926 (voir aussi Lotka [21, 25]).
Ces modeles (linéaires) ont été rigoureusement étudiés par Feller [16], et Bellman
et Cooke [7], en utilisant les équations intégrales de Volterra et la transformée de
Laplace. Les modeles linéaires ne peuvent décrire toutes les situations en dynamique
de population. Dans le cas ou 'on fait dépendre les parametres du modele de la
densité de la population, on obtient des modeles non linéaires dits modeles densité-
dépendants. Les modeles non linéaires ont été étudiés a partir des années 70 avec
les travaux de Gurtin et MacCamy [17]. Nous renvoyons aux livres de Hoppensteadt
[18], Webb [29], Magal et Ruan [22], pour un survol du sujet.

Dans le domaine de I’halieutique, plusieurs modeles mathématiques ont été développés
pour décrire la dynamique des pécheries [10, 11, 12, 27, 28]. Les modeles les plus
simples supposent une équation logistique pour le stock de poissons avec un terme
de capture proportionnel au stock et a l'effort de péche (donné, par exemple, le
nombre de bateaux impliqués dans la péche). L’étape suivante consiste a ajouter
une équation pour l'effort de péche, conduisant & des modeles de péche de type
prédateurs-proies, c’est le modele de Smith [27, 28]. Dans [1, 2, 3, 4, 24], les auteurs
ont publié de nombreux travaux qui s’attachent a décrire la dynamique des modeles
de pécherie dans lesquels plusieurs échelles de temps interviennent. Malgré les
simplificiations mathématiques que fournissent ces différences d’échelles de temps,
la dynamique des pécheries peut s’averer trés complexes (voir par exemple[5]).

Cet article se situe dans ce contexte général et illustre un modele de gestion de
la péche. L’objectif est de mettre en place un modele dynamique stock-effort avec
une structuration continue obtenu & partir du modele de McKendrick-von Foerster
[23, 29], décrivant 1’évolution d’une population de poissons exploitée par une flotte
de péche. La population de poissons est représentée par une équation aux dérivées
partielles du premier ordre structurée en age et l'effort de péche est représenté par
une équation différentielle ordinaire dans le temps. Dans ce travail, on suppose que
les ressources alimentaires pour les poissons sont abondantes, ainsi on peut supposer
que les poissons d’une méme taille ont le méme age, ceci peut justifier le choix de la
structuration en age. On démontre que le comportement de la population dépend
d’une valeur qui est étroitement liée au taux de reproduction net de la population.
Le manuscrit est organisé comme suit. Dans un premier temps, on présente le
modele, La section 3 prouve l'existence et 1'unicité de la solution du probleme
proposé. Pour ce faire, on utilise une version du théoreme de Banach-Picard [9]
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dans un espace de Banach approprié. La section 4 présente un cas particulier pour
lequel les différents taux ne dépendent pas de I’age. Cette version simplifiée permet
de retrouver la forme classique des modeles globaux stock-effort sans structuration
en age. On montre Pexistence de plusieurs équilibres: un équilibre trivial ou il
n’y a ni poisson ni péche, un équilibre sans péche (ESP) aussi bien qu’un équilibre
qui permettra un développement durable de la péche (EPD). Par analogie avec
I’épidémiologie, on introduit la notion de Ry en pécherie. Par la théorie de Lyapunov,
on démontre que lorsque Ry < 1, Iéquilibre sans péche (ESP) est globalement
asymptotiquement stable (G.A.S), et lorsque Ry > 1 alors 1’équilibre de pécherie
durable (EPD) est G.A.S. La section 5 s’intéresse au cas d’une population structurée
en age continu avec des taux dépendant de l’dge. On généralise les résultats du
cas précédent. On montre qu’il existe un équilibre sans péche et un équilibre de
pécherie durable. On généralise également la notion de Ry de pécherie au cas de la
structuration en age. Finalement, on étudie la stabilité des équilibres du modele.

2 Présentation du modele

Soit u(a,t) la densité de population d’age a > 0 au temps ¢t > 0. Notons par

+oo
P(t) = /0 u(a, t)dx, (2.1)

la population totale au temps ¢. Notons u(a) > 0 le taux de mortalité naturelle
d’individus d’age a, et S(a, P(t)) > 0 le taux de fertilité naturelle. On suppose que
B dépend aussi de la densité totale de la population. Sous ces hypotheses, I’évolution
de la densité u est régie par I’équation aux dérivées partielles

gz + ?;; = —u(a)u(a,t) — q(a)u(a,t)E(t), (2.2)
qui traduit I’évolution au cours du temps, due au processus de vieillissement et de
mortalité (naturelle et par péche), d’une cohorte de la population (groupe d’individus
de méme age). Dans cette équation, E est l'effort employé par un bateau de péche
(qui peut comprendre le coiit du carburant, le temps passé en mer, etc.) et g(a) > 0
est le coefficient de capturabilité supposé dépendre de ’age.

On note c¢ le colt unitaire par unité de temps de l'effort de péche et p(a) le prix du
poisson d’age a. Le revenu net du secteur de la péche est:

/000 p(a)g(a)u(a,t)E(t)dx — cE(t).

C’est la différence entre la recette totale, RT = [ p(a)q(a)u(a,t)E(t)da, et le cotit
total, CT = cE(t). On suppose pour simplifier que la dynamique de I'effort de péche
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4 A. Moussaoui

s’écrit sous la forme d’une équation différentielle ordinaire

dE

W (e /0 " pla)a(@)ula. 1da) E(1). (2.3)

Formellement, ceci implique que effort de péche augmente (resp., diminue) tant
que: RN = (RT — CT) > 0, (resp., < 0).
Le processus de reproduction qui fait croitre la population est donné par I’équation

+o00
B(t) = u(0,t) = ; B(a, P(t))u(a,t)da. (2.4)

La dynamique de la solution démarre au temps t = 0 de
u(z,0) = ¢(a), E(0) = Ey, (2.5)

ot ¢(a) > 0 p.p est une fonction donnée dans L'(R,) et Ey est une constante
positive.

3 Existence et unicité des solutions
Afin de simplifier les équations, nous utiliserons les notations ci-dessous :

7T(a, ,87 E') =e fcf(N(SJra*t)+q(s+a—t)E(s))dS,

’y(t, u) _ e—ct—i-fot 0+°° p(a)q(a)u(ms)dads'
Soient 1" > 0 a choisir par la suite et M > 0 choisi de telle sorte que
¢(a) >0 p.p,

<I>:/ pla)da < M et 0<Ey<M.
0

Pour avoir des solutions continues, nous supposons

6(0) = /0 " B(a, B)(a)da. (3.1)

Commencons par définir 'espace de Banach X dans lequel nous allons considérer
nos solutions

X = {v = (u, E) € L>([0,T); L} (0, 00)) x L*([0,T])|
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sup. [lu(8)]l11000) < 2M, [E@) <2M pop ¢,
0<t<T

muni de la norme produit usuelle

[(u, E)|lx = sup_|lu(.,t)[|L1(0,00) + sup [E(?)].
t€[0,T] t€[0,T7]
On considere [ : X — X l'opérateur défini par
I(u, E) = (I (u, E), I(u, E)),

avec

d(a—t)m(0,t, E) si a>t
Li(u,E)(a,t) = (3.2)
Bt—a)n(t—a,t,E) si a<t
et
Ir(u, E)(a,t) = Eyy(t, u). (3.3)

Les formules précédentes s’obtiennent en intégrant I’équation (2.2) le long des caractéristiques
et ’équation (2.3) par rapport au temps ¢.

Dans toute la suite, nous nous placerons dans le cadre des hypotheéses générales
suivantes:

Hypothese 1.
e les fonctions p(.), ¢(.), p(.) sont positives ou nulles, bornées et vérifient les
inégalités suivantes:
- 0 < p(a) < = sup p(a),

a
- 0 < g(a) < g =supq(a),

a
- 0 < p(a) < p = supp(a),

a
e la fonction B € L®(Ry x Ry) est a valeurs positives ou nulles, strictement
décroissante par rapport a P et est a support compact telle que pour tout Py, P €
Ry

B(a, P1) = B(a, P2)| < 61[PL — Po|  p.p a€Ry,

ot 81 est une constante positive. On note par 3 = ||| o-
Ces hypotheses sont faites pour des raisons techniques. Ainsi nous avons le résultat
suivant:

Théoréme 1. Considérons le systéeme (2.1)-(2.5) avec Uhypothése 1, alors, pour
tout T > 0 et ¢ € L'(R,), il existe une unique solution globale v = (u, E) € X qui
satisfait (3.2) et (3.3). Ainsi, v est Uunique solution du systéeme (2.2)-(2.5). En
outre u(a,t) > 0 et E(t) > 0 dés que ¢(a) >0 et Eg > 0.
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6 A. Moussaoui

Démonstration. Nous avons besoin du lemme suivant pour démontrer ce
théoreme.

Lemme 2. Supposons vérifiée l’hypothése 1, alors pour tout vy := (u1, Eq1) € X et
Vg 1= (UQ,EQ) e X

Z) Tr(a7/8’E) S 17
i) 381 > 0 tel que |B(t)| <61, te€0,T).

iti) 3 02(T) > 0 tel que ¥V o, B,t € [0,T]
|T(cv, B, E1) — m(a, B, B2)| < 62(T) sup |Ei(t) — Ea(t)] ou 02(T) = qT.

t€[0,T]
(3.6)
Proof. i) — ii) Ces inégalités sont évidentes.
iii) |m(a, B, B1) — w(a, B, Eo)| = e~ [ ((sta=t)+a(s+a—)Er(s)ds _ =[] (u(s+a—t)+q(s+a—t)Ea(s))ds
g
< lq(s + a —t)(E1(s) — Ea(s))|ds
B
< [ |Bus) - Bals)lds
< 6o(T) sup [Eq(t) — Ea(t)],

ou nous avons utilisé 'inégalité: |e™* —e Y| < |z —y|, ¥V 2,y € Ry, (théoreme des
accroissements finis). O

Pour démontrer I'existence des solutions positives de (3.2) et (3.3), nous utilisons
le théoreme du point fixe de Banach-Picard dans I’espace de Banach X. On démontre
que I envoie X dans X et que [ est strictement contractante pour T' petit.

(H)I :X—=X
De la définition de I, on a

—+o00 t —+o0
/ 1 (u, E)|(a, )z — / Blt—ayr(t—a,t, EYla+ | é(a—6)w(0,¢, E)da
0 0 t

+o0o

= /t ( +o0 B(b, P(t — a))u(b,t — a)db) m(t —a,t, E)da + P(a —t)7(0,t, E)da
0 \Jo

t

< 2MpBT + " ¢(a)da
0
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< 2MpBT + M.
(3.7)

On a également :

L (u, B)|(t) = Eoy(t,u)
< Eoefé5 f0+oo p(a)q(a)u(a,s)dads
< Meﬁqfot fo+°° u(a,s)dads

< MePaMT (3.8)
Il en résulte que pour T suffisamment petit, 'opérateur I envoie X dans X.
(2) Maintenant, nous allons montrer que I est strictement contractante pour 7' petit.
Soient (u, E1) et (ug, Eo) dans X et vérifiant (2.2)-(2.5). Notons que: I(uy, F1)|i=0 =
I(ug, E2)|i=0-

[ 11 (ur, E1) (- 1) — T1(uz, B2) (- 8) [ L1 (0,00)

t +o00
= / ’I1(U1,El)—fl(UQ,Eg)‘(a,t)da-f—/ |11(U1,El)—fl(UQ,EQ)Ka,t)da = J1+J2
0 t

e Estimation de J;
t
J1 = / |Bi(t — a)7(t —a,t, E1) — Ba(t — a)n(t — a,t, Es)|da
0
t
_ / |(Bi(t = a) = Balt = ) )t — a,t, By) + Balt = 0) (n(t — a8, By) = n(t — a1, Fy) )| da
0

t t
g/ \Bl(t—a)—Bz(t—a)\daJr/ By(t —a)|7(t — a,t, By) — w(t — a,t, E2)|da
0 0

Ji I

Evaluons maintenant J{. On a

t —+o00
Jl < /O /0 18(b, Pi(t — a))ur (bt — a) — B(b, Pat — a))us(b, t — a)|dbda

t p+oo
: /0 /0 |B(b, P(t — a)) = B(b, Pa(t — a))|ur (b, — a)dbda

t +oo
+/0 /0 5(b,P2(t—a))‘u1(b,t—a) —uQ(b,t—a)|dbda.
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8 A. Moussaoui

De I’hypothese 1, on obtient

t +oo
J}g&l/ ‘Pl(t—a)—Pg(t—a)‘/ wr (b £ — a)dbda
0 0
_ t —+o00
+ﬁ/‘/ @ﬂ@t—@—wuwj—aﬂ%mz
0 JoO

< T(2M6y + B) sup / lui(a,t) — us(a,t)|da.
te[0,7] /0

Estimation de J?

J2 < /Ot (/Ooo B(b, Pyt — a))us(b, t — a)db) in(t — a,t, By) — 7(t — a,t, B)|da

t
< 2MB/ |7T(t - avtvEl) - W(t —a,t, E2)|da
0
<2MBGT? sup |Ei(t) — Ea(t)|
t€[0,T]
< OMBS(T)T sup [Ey(t) — Ea(t)].
te[0,7

e Estimation de Js

+oo
Jy = ¢(a —t)|7(0,t, Er) — w(0,t, E2)|da.
t

En utilisant (3.6), on obtient

+oo
Jy < 8o(T) sup |Ex(t) — Es(t) / $(a)da
t€[0,7] 0

< 02(T)M sup |Ey(t) — Ea(t)].
t€[0,T]

Par conséquent, on a pour tout t € [0, 7

(11 (w1, E1) (- 1) — Tn(ug, E2) (- 8)[| L1 0,00) <

T(2M 61 + ) sup / lui(a,t) — us(a,t)|dx + gT M (1 +28T) sup |E1(t) — Eo(t)]
t€[0,7] J0 te[0,T]
(3.9)
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et
|Io (w1, En) — Io(uz, Ea)| = Eo|y(t,u1) = ~(t,uz)| (3.10)
< M‘efot O+oo p(a)q(a)ui(a,s)dads 6f0i O+0<> p(a)q(a)uz (a,s)dads'
(3.11)
t “+oo
< Me473‘7MT/0 /0 p(a)q(a)|u1(a, s) — ua(a, s)ldads
(3.12)

< pgMe*PIMTT sup / ‘ul(a, t) — ug(a, t)‘da
te[0,7] Jo

(3.13)

otl nous avons utilisé la relation: e® — e¥ = (@Y (e=¥ — ¢~%).
Choisissons T assez petit de telle sorte que 'opérateur I devienne une contraction.
Par conséquent, nous avons prouvé l'existence locale et l'unicité de solution du
probléeme (2.2)-(2.5) sur un intervalle 0 < ¢t < T4, 00 Thpeq dépend de [|(, Ep)||x-
De plus, si Tyee < 00 alors

i ol = +oc
On passe maintenant a l’existence globale. Notons que les inégalités (3.7)-(3.8) sont
vrai non seulement pour 7T petit, ainsi les solutions sont bornées quand ¢t — T;,q. €t
par suite Tj,q, = +00, d’ou 'existence globale.
Comme les taux vitaux f(x, P) et u(x) sont positifs, on vérifie aisément la positivité
de la solution du systeme (2.2)-(2.5).

4 Etude d’un cas particulier

Supposons que les taux ne dépendent pas de I’age a, c’est-a-dire

Bla, P) = B(P), wa) = p, q(a) = ¢, p(a) = p.

A partir du systéme (2.2)-(2.5), on obtient la paire suivante d’équations différentielles
ordinaires

a2 = o(P)P — ¢qPE,
42 — (~c+pgP)E, (4.1)

P(0) = Py, E(0) = Fo,

ou a(P) = B(P) — p décrit l'effet de la population totale sur la fertilité. Ce systeme
est bien connu car il ressemble au modele proie-prédateur de Lotka-Volterra [25].
Il a un équilibre d’extinction donné par P = 0 et £ = 0, ou il n’y a ni poisson ni
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10 A. Moussaoui

péche; cet équilibre est localement asymptotiquement stable si «(0) < 0, ¢’est-a-dire
si B(0) < p, et instable sinon. Ainsi, on suppose désormais que

B(0) > p. (4.2)

En ’absence d’effort de péche, on peut obtenir I’équilibre avec que des poissons en
résolvant I’équation

B(P) = . (4.3)

Par analogie avec la situation en épidémiologie, on appelle cet équilibre ’équilibre
sans péche (ESP) et on le note par v = (P,0). Les hypothéses 1 et (4.2) impliquent
que cette équation a une seule solution positive P.

On montre facilement que cet équilibre est stable si

qu—c<O,

et instable sinon. De maniere completement analogue a I’épidémiologie, on peut
définir une reproductivité nette du prédateur [13, 14]. La notion de reproductivité
nette vient de la démographie [21]. C’est le nombre moyen de prédateurs secondaires
engendrés par un prédateur typique pendant sa vie lorsqu’il a été introduit dans
une population de proies (a Iéquilibre) sans prédateur. Dans notre contexte, la
reproductivité nette pour une pécherie sera l'effort de péche moyen engendré (au sens
économique) par un effort de péche donné pendant sa durée d’existence, lorsqu’il est
appliqué a une population de poissons non encore péchée a 1’équilibre démographique.
Avec (4.1), la durée d’existence moyenne d’un effort de péche est %, tandis que I'effort
de péche secondaire engendré par unité de temps est pgP. Ainsi, en utilisant par
exemple 'approche de van den Driessche et Watmough [15], on voit que

Ry = Pl (4.4)

c

Un article sur ce sujet est apparu dans [2] ot les auteurs introduisent la notion et le
calcul de la reproductivité nette dans le contexte de pécherie. D’apres les résultats
de [13], on sait que si Ry < 1, alors Déquilibre sans péche (ESP) (]5, 0) est localement
asymptotiquement stable; cet équilibre est instable si Ry > 1. Posons

c
P.=—. 4.5

o (4.5)

On appelle la quantité P, la taille minimale du stock (TMS) pour que des bateaux

s’engagent dans la pécherie.

Cherchons maintenant des équilibres tels que E > 0, c’est-a-dire des équilibres pour
lesquels I'effort de péche est non nul. Pour ces équilibres, ’effort de péche est durable
et la pécherie est économiquement viable. On appelle ces équilibres des équilibres
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Sur un modele de dynamique de populations structure en age 11

de péche durable (EPD). Notons (Py, E,) un tel équilibre avec F, > 0. Le modele
(4.1) a un unique EPD positif (P, E,), ou

P,
po= et p= )
pq q
Cet équilibre est positif lorsque a(Py) > 0, c’est-a-dire lorsque S(Py) > p. On
démontre aussi qu’il est localement asymptotiquement stable.

4.1 Stabilité globale de ’ESP

Théoréme 3. Si Ry < 1, Uéquilibre sans péche ESP est globalement asymptotiquement
stable dans l’orthant positif avec Ey > 0.

Démonstration. On considere la fonction de Lyapunov suivante:

V= (P—P—Plog 5) + g
P p
Il est facile de vérifier que V' est définie positive, c’est a dire V(P, E) > 0et V(P, E) =

0 si et seulement si (P, E) = (P,0). Sa dérivée le long de la trajectoires de (4.1) est
donnée par:

&v._P-PdP  1dE
a P dt pdt
=<P—P><a<P>—qE>+<qEP—§E>

= a(P)(P - P)+ S(Ry - 1)E
: <0

Comme « est décroissante et o P) = 0, nous avons a(P)(P — P) < 0. Ainsi % <0,
ceci prouve la stabilité de 'ESP (voir Figure 1). On conclut par le principe de
Lasalle [20], que le plus grand ensemble invariant tel que % = 0 est réduit a I'ESP.
Ceci termine la preuve du théoreme.

4.2 Stabilité globale de PEPD

Théoréme 4. Si Ry > 1, alors I’équilibre de péche durable EPD est globalement
asymptotiquement stable dans l’orthant positif.

Démonstration. L’équilibre ESP est strictement positif si et seulement si
j%oﬁ> 1.
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12 A. Moussaoui

On considere la fonction de Lyapunov:

W:(P—R—amg£)+;@LJz—&bg§)

La dérivée de W le long de la trajectoire est,

dw _P—P, dP+1E E, dE
d P dt E  dt’

= (P = P)(a(P) —qE) + E(E — E.)(—c+pgP).

Par les équations de 1’équilibre:

OC(P*) - qE* = Oa
—c+pgP, =0,

nous avomns:

aw

— = (P=P)(a(P) —a(P.) —4(E - E.)) + ¢(P = P.)(E - E.).

Le théoreme des accroissements finis donne

aw

2
— — P, <’
S = (R)(P—P)? <0

ou Py € (P, P,) c’est a dire que M est semi définie négative. L’équilibre EPD est
donc stable par le théoreme de Lyapunov On prouve 'attractivité de cet équilibre en
utilisant le principe d’invariance de LaSalle. Nous remarquons que 'égalité <; dW =0
se produit si et seulement si P(t) = P, par conséquent, nous avons:

dE

—c+pgP(t))E(t),

( )
(—c+pgP)E(t),
0,

ainsi E(t) = E*, il en résulte que 'EPD est globalement asymptotiquement stable
(voir Figure 1). Ceci termine la preuve du théoreme.

D’un point de vue biologique, Ry > 1 signifie que le stock se trouverait dans une
situation d’exploitation équilibrée et durable. Cela peut arriver dans plusieurs cas,
par exemple, si les colits sont plus faibles ou le prix est assez élevé.
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Sur un modele de dynamique de populations structure en age 13
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Figure 1: Figure a gauche: cas d’une pécherie viable (RO > 1). Figure a droite: cas
d’un équilibre sans péche (Ry < 1).

5 Existence d’équilibres pour le modele de pécherie structuré
par age

L’une des propriétés importantes dans 1’étude de la dynamique des populations est

celle du comportement asymptotique et des équilibres de la population [1, 8, 25, 29].

Pour le systeme (2.2)-(2.5), un état d’équilibre (u(a,t), E(t)) = (u*(a), E*) vérifie

les équations

D~ (a) + gla) B (a), (5.1)

( —c+ /0 p(a)q(a)u*(a)da) E* =0, (5.2)
+oo

u*(0) = ; B(a, P*)u*(a)da, (5.3)

ou P* et E* sont, respectivement, le stock total de poissons et l'effort de péche a
I’équilibre, la constante P* est donnée par P* = fOOO u*(a)da.
En résolvant (5.1) directement, on obtient:

u*(a) = u*(0)7(a, E*) (5.4)
ou 7(a, E*) est la probabilité qu’un poisson vive jusque ’dge a en présence de effort
de péche a I’équilibre, elle est donnée par

m(a, E*) = e~ Jo (o) ta(s) E)ds (5.5)
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14 A. Moussaoui

Pour trouver u*(0), E* et P*, on reporte la formule pour u*(a) dans les autres
équations et I'on obtient le systéme non linéaire suivant de trois équations avec les
inconnues u*(0), E* et P*:

u* 0) fo° Bla, P*)m(a, E*)da,
0 =u*(0)E* [;° p(a)q(a)m(a, E*)dx — cE*, (5.6)
0 fo = *)da.

On voit ainsi que toute solution (u*(0), E*, P*) de (5.6) détermine un équilibre
(u*(a), E*) du systeme (2.2)-(2.5).

Il existe un équilibre d’extinction ou il n’y a ni poisson ni pécherie; il s’obtient avec
la solution triviale u*(0) =0, E* =0, P* =0 du systeme (5.6).

En plus de cet équilibre, il existe un équilibre sans pécherie (ESP), qui est solution
du systeme

1= / B(a, P)mo(a)da, (5.7)
P = (0) /0 ro(a)da, (5.8)

ou mo(a) = 7(a,0).
Si’on suppose un instant que P dans (5.7) est connu et constant, alors @(0) s’obtient
avec I’équation (5.8). Ainsi @(0) est de la forme:

P
Jo~ mo(a)da’
Par conséquent, la recherche d’ESP conduit a s’intéresser au nombre de solutions de

I'équation (5.7).
Posons

(0) = (5.9)

P) = /0 ~ Bla, P)ro(a)da, (5.10)

qui est appelé la reproductivité nette et qui est le nombre moyen d’individus qu’engendre
un individu au cours de sa vie lorsque la population totale est P. A I’équilibre P,
la reproductivité nette est égale a 1. Les hypotheses sur le taux de naissance en
fonction de P garantissent que Plim R(P) =

— 00
L’existence et les propriétés de ’équilibre dépendent du parametre seuil Ry défini
par

_ /0 ” Bo(a)mo(a)da, (5.11)

ou fo(a) = B(a,0). Si Ry > 1, il y a une solution positive P telle que R(P) = 1. Si
Ry < 1, I'équation R(P) =1 n’a pas de solution positive. Par conséquent, on a:
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Sur un modele de dynamique de populations structure en age 15

Lemme 5. Si Ry > 1, alors le systéme (5.6) admet un seul ESP ® = (i(a),0).
Dans tout ce qui suit, on suppose que Ry > 1.

Cherchons maintenant des équilibres de péche durable (EPD). Notons (u*(a), E*)
un tel équilibre avec E* > 0. Il doit vérifier les équations

/000 B(a, P*)r(a, E*)da = 1, (5.12)
P* =u*(0) /000 m(a, E*)da, (5.13)
u*(0) /Ooo p(a)q(a)m(a, E*)da — ¢ = 0. (5.14)

L’équation (5.14) donne

*(0 5.15
wi(0) = fo )7 (a, B*)da’ ( )
On remplace (5.15) dans ’équation (5.13) et ’on obtient
cfo (a, E*)d
* " (5.16)
fo )w(a, E )d

Comme dans le cas des ESP, on définit la reproductivité nette en présence d’un
effort de péche:

R(P,E) :/ B(a, P)m(a, E)da. (5.17)
0
On doit donc résoudre le systéme non linéaire suivant en P et E:
R(P,E) =1, (5.18)
E)d
pP= Cfo (a, E)da (5.19)
ISP (a,E)da’

Chaque solution positive de ce systeme d’equatlons donne un EPD (u*(a), E*). Avec
la méme technique que dans [8], on peut résoudre par rapport & E en fonction de
P par le théoreme des fonctions implicites. Pour chaque P fixé arbitrairement,
I'équation R(P, E) = 1 d’inconnue E a une solution unique, qui cependant peut étre
positive ou négative. Ceci définit F = f(P) comme une fonction continue pour tout
P > 0. De plus,

g%(Rf(P)) = _/000 ﬁ(a,P)</0a q(s)ds)w(a,f(P))da <0.
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16 A. Moussaoui

Noter que f (]5) = 0: 'effort de péche est nul pour ’équilibre sans pécherie.
Insérons E = f(P) dans (5.19). On obtient I’équation en P

/0 h (p(a)q(a)P - c>7r(a, F(P))da = 0. (5.20)
Notons F'(P) le coté gauche de (5.20), c’est-a-dire
F(P) = /0 <p(a)q(a)P - c)w(a,f(P))da. (5.21)

On définit un seuil Ry par

Ry = P J5* p(a)g(a)mo(a)da
' Cfooo mo(a)da ’

qui généralise la reproductivité nette définie par (4.4) dans le cas ou les parametres
ne dépendent pas de I’age. On arrive ainsi au résultat suivant:

(5.22)

Lemme 6. Supposons que Ry donné par (5.11) soit > 1 et que Ro > 1 ot Ry est
donné par (5.22). Alors le systéme admet un seul EPD (u*(a), E*).

Démonstration. On a F(0) < 0 et F(P) > 0. Donc il existe P* € (0, P) tel
que F(P*) = 0. On en déduit immédiatement la valeur correspondante de effort
de péche E* = f(P*). Puisque Ry > 1, cette valeur est positive.

6 Analyse de la stabilité des équilibres

Pour examiner la stabilité locale des équilibres dont on vient de discuter ’existence,
on linéarise le systéme (2.2)-(2.5) prés de ces équilibres.
Considérons les perturbations v(a,t), F(t) respectivement de u*(a), E*. Ainsi

u(a,t) =v(a,t) +u*(a), E(t)=F(t)+ E".

Avec le systeme (2.2)-(2.5), on peut dire que ces perturbations vérifient le systéme
suivant

oL 4 0 = (@) — a(a) Ev(a 1) — ala)u’ (@ F(), (61
0(0, ) = /O Bla, P*Yo(a, t)da + /0 n(t)8(a, P*)u* (a)da, (6.2)
dF

i —cF + E* /Ooop(a)q(a)v(a,t)da + F/Ooop(a)q(a)u*(a)da, (6.3)

ott B'(a, P*) = B (a, P*) et n(t) = [ v(a,t)da.
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Sur un modele de dynamique de populations structure en age 17

6.1 Analyse de stabilité de 1’équilibre d’extinction
Le systeme linéarisé (6.1)-(6.3) pres de cet équilibre devient
ov Ov

%0 + 5= —pu(a)v, (6.4)
0(0, ) = /0 ~ Bo(a)v(a, t)da, (6.5)
dF

s —cF. (6.6)

Pour obtenir I’équation caractéristique de ce systeme, on cherche des solutions de la
forme v(t,r) = eMw(x), F(t) = eMG. Substituons dans (6.4)-(6.6) et divisons par
e les fonctions w et F doivent vérifier

Aw(a) +w'(a) = —p(a)w(a), (6.7)

/ Bo(a (6.8)

AG = — (6.9)

Visiblement, A\ = —c est une des valeurs propres; elle est négative. On suppose donc

que A # —c de sorte que G = 0. Pour trouver les autres valeurs propres, on cherche
des solutions non nulles des deux premieres équations. En résolvant I’équation (6.7),
on obtient

w(a) = w(0)e Jo (Hs)dstA)ds (6.10)

En reportant (6.10) dans (6.8), et en divisant chaque c6té par w(0) (puisque w(0) #
0), on obtient I’équation caractéristique du systeme (2.2)-(2.4) a I’équilibre d’extinction

| = / Bo(a)e Jo s+ gy (6.11)
0
Notons F'(\) le coté droit de 1'équation (6.11):

/ /8() s)ds+>\)dsda

On peut ainsi écrire ’équation (6.11) sous la forme
F(\) =1 (6.12)

Pour A réel, la fonction F'(\) est évidemment décroissante. De plus, F(co) = 0 et
F(0) = Ro. On a donc les deux cas suivants:

(1) Si Ry > 1, alors F(0) > 1. A cause de la monotonie de F, il existe une racine
réelle positive. L’équilibre d’extinction est donc instable.
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18 A. Moussaoui

(2) Si Ry < 1, alors F(0) < 1. L’équation caractéristique F'(\) = 1 a une unique
solution réelle A* < 0. Sil’équation F'(A) = 1 a d’autres solutions qui sont complexes,
elles doivent avoir une partie réelle négative. En effet, pour A complexe avec R(\) >

0,on a
[F(A)] < F(R(A)) < Ro < 1.

Ceci contredit 1’égalité (6.12). On obtient donc que R(A) < 0si Ry < 1. Autrement
dit, I’équilibre d’extinction est localement asymptotiquement stable si Ry < 1. On
a donc démontré:

Théoréme 7. Pour le systéme (2.2)-(2.5), Uéquilibre d’extinction est localement
asymptotiquement stable (LAS) si Ry < 1, mais instable si Ry > 1.
6.2 Analyse de stabilité de 1’équilibre sans pécheries (ESP)

La linéarisation du modele original structuré par age (2.2)-(2.5) prés de I'équilibre
® = (u(a),0) s’obtient & partir du systeme linéarisé (6.1)-(6.3):

00+ %~ () — gla)aF, (613)
v(0, ) = /0 ~ Bla, Po(a, tyda + /0 (D)8 (a, Pia)da, (6.14)
A /0 " p(a)g(a)ila)da. (6.15)

On pose désormais

[ee]
A= [ paa(@)a()da
0
Rappelons que pour I’ ESP <i>, on a défini dans (5.22) le seuil RO ainsi:

Ry = P[5 p(a)g(a)mo(a)da
' Cfooo mo(a)da

Il résulte de la formule pour %(0) donnée par (5.9) et de l'expression de Ay que

- A
Ry = ="
C

On affirme le résultat suivant:
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Sur un modele de dynamique de populations structure en age 19

Lemme 8. Si Ry > 1, alors ’ESP est instable.

Démonstration. Si By > 1, alors 4y > ¢. En résolvant 1’équation (6.15), on

obtient que
F(t) = Fpeldo=9

qui tend vers +o0o quand t — 400. Donc I’équilibre est instable.

Dans le reste de cette section, on considere 'ESP & = (4i(a),0) olt Ry < 1.
Pour trouver I’équation caractéristique pour le systeme (6.13)-(6.15), on cherche des
solutions de la forme

(v(t,a), F(t)) = (Mw(a), MG),

En substituant dans (6.13)-(6.15) pour (w(a),G), on obtient le systéme suivant:
Aw(a) +w'(a) = —p(a)w(a) — q(a)uG,
=B (a)da +n [;° B'(a, P)i(a)da, (6.16)
AG = ApG — G,

oun = [ w(a)da. Deux cas se présentent:

Cas 1: Si A = Ag — ¢, alors A < 0. De plus, la derniere équation est vérifiée
pour tout G tel que G # 0. On peut choisir comme solution non nulle des équations
(6.16) (w(a),G), ou w(a) est la solution des deux premieres équations avec le G
choisi. Une telle solution w(a) existe si A = Ay — ¢ n’est pas une valeur propre des
deux premieres équations du systéme (6.16) avec G = 0.

Cas 2: X\ # Ap — ¢. On doit avoir G = 0. Alors AG = (Ap — ¢)G. On peut avoir
un vecteur propre non nul si les deux équations restantes ont une solution non nulle
w(z). Les autres valeurs propres sont solutions du systéme suivant.

Mwo(a) + (@) = —p(a)w(a),

- 6.17
=JB8 (a)da+n [}~ f'(a, P)i(a)da. (6.17)

Une solution de la premiere équation différentielle pour w(a) donne
w(a) = w(0)e Jo () +Nd (6.18)

En remplagant 1’expression (6.18) dans 'expression pour w(0) ci-dessus, on obtient
I’équation caractéristique

1—/ B(a,15)6_[0“(“(5)+>‘)d5da+/ ﬁ'(a,ﬁ)ﬁ(a)da/ e~ Jo () +N)ds g (6.19)
0 0 0
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20 A. Moussaoui

Notons A(A) le coté droit de (6.19), c’est-a-dire

_ / ” Ba, e WOV g 4 o / T e I N ds g (6.20)
0 0

ol la constante o est donnée par o = [;° ' (a, P)i(a)da. Ainsi on peut écrire
I’équation (6.19) sous la forme

A()\):/ (5(@,]5)—1—04) — o (r()+Nds g — (6.21)
0
Evidemment,

A(0) = R(P) + a/ —Jo s g =1 + a/ — o s gy < 1, (6.22)
0 0

puisque P, la population totale & 1’équilibre, est solution de 1’équation R(P)=1et
que o < 0. On peut montrer que pour A réel, A(\) — 0 quand A\ — co.

Dans le lemme 9, la stabilité locale de 'ESP est démontrée dans le cas spécial ou
le taux de naissance est indépendant de 1’dge et densité-dépendant, c’est-a-dire:

Lemme 9. Supposqns que Ry < 1, alors Uéquilibre sans péche ESP est asymptotiquement
stable si —a < 2B(P).

Démonstration. Soit A = x + iy, x,y € R une solution complexe arbitraire de
Iéquation A(N\) =1 avec R(\) > 0. Alors

1:’A(>\)|:|(ﬁ(P)+Oé)f e~ fo(#(s +)\d8da|
(6.23)
< ](/B(P + o fo e~ Jo (u(s)+Re(N) ds ).

Mais on a supposé que —a < 203 (]5) On conclut que

\</ B(P ()ds g =1,

ce qui est une contradiction. Ainsi on a R(\) < 0. Autrement dit, PESP est LAS,
ce qui termine la preuve.
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Sur un modele de dynamique de populations structure en age 21

6.3 Stabilité de 1’équilibre de coexistence

L’analyse de stabilité de 1’équilibre non trivial (u*(a), E*), pour lequel leffort de
péche est non nul, est plus compliquée. Notre étude se simplifie grandement si
I’on considére le cas ou tous les parametres sauf 8 sont indépendants de la taille:
p(a) = p, p(a) = p et g(a) = ¢q sont constants. Dans ce cas, on montre que 'EPD
est localement asymptotiquement stable sous certaines hypotheses.

Lemme 10. Supposons que Ry > 1 et B(a, P*) = B(P*)e™ 7%, ou v est paramétre
positif ou nul, alors ’EPD est localement asymptotiquement stable.

Démonstration. Pour examiner la stabilité locale de 1’équilibre non trivial, on
considere la solution exponentielle du systeme (6.1)-(6.3)

v(t,a) = eMw(a), F(t) = MG, (6.24)

ou A est un parametre. Il résulte de ’équation (5.2) que

oo
| vl @da =
0
En utilisant les solutions (6.24), le systéme (6.1)-(6.3) donne

No(a) + /(@) = —puo(a) — gB*w(a) — qu* ()G,
w(0) = fooo B(a, P*)w(a)da +n fooo B'(a, P*)u*(a)da, (6.25)

AG =nE*pg,

oo
n= / w(a)da. (6.26)
0
En résolvant la premiére équation de (6.25), on obtient

w(@) = w(O)e~Oherae _ ICCON [oGuvaa _ o=Ovtirati] - (g.07)

A

En mettant la valeur de w(a) tirée de 1’équation (6.27) dans I’équation (6.26), on

obtient .
w(0)(p+ gB*) — ¢Z R u*(0)

n = . 6.28

(b4 qE*) (A + p + gE) (629
En résolvant I’équation (6.28) en n, on obtient
Aw(0)

n=-——~+* (6.29)
M+ LA+ K
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ou
2u* 0)E*
L =p+qFE", oy LAl ()* )
w+qlb
On substitue (6.29) dans la derniere équation de (6.25), ce qui donne
pqw(0) E*

=" 6.30
N+LA+K (6.30)

Substituons la valeur de G et n dans (6.27). On obtient la forme suivante de w(a)

_ —(Ap+gE*)a qu*(O)w(O)pqE* —(p+gE*)a _ —(A+p+gE*)a
w(a) =w(0)e NOZ+ L)+ K) (e e ) (6.31)

Substituons cette expression dans la seconde équation de (6.25), on obtient I’équation
caractéristique

o] 2, % * *
1 :/ B(a, P*)e’(’\ﬂ‘“E*)“(l -5 paw(0)E (X — 1)>da+ '
0

N+ LA+ K) N+ LA+ K’
(6.32)
ou a* = ' (a, P*)u*(a)da. Notons F(A) le coté droit de I’équation (6.32):
* * u*(0)E* a a*
= [y~ Bla, P*)e”urala (1 — P (e — 1))da+ TR
(6.33)

, 2, % * * .
Evidemment, F(0) =1 — % [5° aBla, P*)e=(WraE")adq. Donce on a toujours
F(\) < L
Ainsi donc, par un calcul direct, I’équation caractéristique est transformée en

a*\?

1— = > P e~ AtutaE a g,
X+ LX2 + KA+ pg2u(0)E /0 Pla, Pr)e ¢

Un calcul direct montre que le dénominateur dans ’équation caractéristique peut
s’écrire

* * * * N u* 2E*
AP+ LN+ KX+ p*u*(0)E* = (A+ p+ qE*)(A* + R), ot R = %

Ainsi I’équation caractéristique devient

a*\?
A+ p+qE*) (N +R)

/ ﬂ P* —va —(>\+M+qE*)ad
L’équation pour ’équilibre R(P*, E*) =1 donne

/ B(P*)e e taE")ag, — 1
0

kst sk ok sk ok sk s ok sk sk ok ok sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk s sk sk sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk s sk sk sk ok sk ok sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk ok ok sk ok sk sk ok ok sk sk ok ok sk ok

Surveys in Mathematics and its Applications 13 (2018), 1 — 26
http://www.utgjiu.ro/math/sma


http://www.utgjiu.ro/math/sma/v13/v13.html
http://www.utgjiu.ro/math/sma

Sur un modele de dynamique de populations structure en age 23

Une intégration donne

B(P*) =~ +p+qE"

L’équation caractéristique se réduit donc a

a* 1
N+ (n+gEN2+ R N+ R(u+qE*) A+~ +p+qBE*

Si 'on définit
A=p+qE* — o,

B=R—a"(y+p+qE),
C = R(p+qE"),

alors I’équation caractéristique peut s’écrire comme une équation cubique:
N+ AN+ B A+ C =0.

Puisque a* < 0, ona A > 0, B > 0et C > 0. De plus, il n’est pas difficile de
voir que AB > C. D’apres le critere de Routh et Hurwitz, on sait que les racines

sont négatives ou elles ont une partie réelle négative. Ainsi I’équilibre non trivial est
stable. CQFD

7 Remarques de conclusion

Dans cet article, nous nous sommes intéressés a I’étude d’un modele structuré afin de
décrire la dynamique des populations marines exploitées. On a introduit un modele
stock-effort dans lequel 'effort de péche est modélisé par une équation différentielle
ordinaire tandis que la population de poissons a une structure par age. Le modele
est construit a partir de modeles structurés par age déja existants en ajoutant le
recrutement de nouveau-nés et une dynamique pour ’effort de péche. Tout d’abord,
on a examiné le cas ou les parametres du modele ne dépendent pas de I'age, ce
qui conduit & une paire d’équations différentielles ordinaires. On a défini un seuil
pour ce systeme, semblable & la reproductivité nette en épidémiologie et qui permet
entre autres de savoir si une maladie peut ou non s’installer dans une population.
Dans notre cas, la reproductivité nette va nous permettre d’obtenir une condition
nécessaire d’existence d’un équilibre positif, autrement dit un équilibre de péche
durable. Quand la reproductivité nette de la pécherie est inférieure a 1, la pécherie
ne peut persister et 'effort global de péche disparait. Sinon il existe un équilibre de
pécherie durable qui est globalement asymptotiquement stable. Deuxiemement, on
résoud complétement le comportement asymptotique du modele structuré par age.
Plusieurs équilibres existent: un équilibre d’extinction, un équilibre sans pécherie
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(ESP) et un équilibre de péche durable (EPD). Inspiré par la démographie et
I’épidémiologie, on a introduit un seuil Ry pour le modele de pécherie. En particulier
lorsque Ry > 1, il y a toujours un ESP. On a trouvé que 1’équilibre d’extinction est
localement stable si Ry < 1 et instable sinon. De plus, on a trouvé que 'ESP
est instable si la reproductivité nette de la pécherie du ESP Ry est plus grand
que 1. On a étudié la stabilité de 'EPD dans un cas plus simple, ou nous avons
fait I’hypotheése que les taux sont constants par rapport a l'age, et que le taux
de naissance prend la forme [(a,P) = [(P)e 7. On a montré que 'EPD est
localement asymptotiquement stable sous des conditions additionnelles.

Ce modele présente une double caractéristique. D’une part, c¢’est un outil théorique
qui permet d’analyser de maniere théorique I'impact d’une exploitation halieutique
sur la biomasse d’un écosysteme et sur la production qui en est issue. D’autre part, ce
modele est un outil de diagnostic permettant d’analyser des situations particulieres,
et débouchant généralement sur des prévisions et des recommandations de gestion.
L’analyse du modele a permis d’obtenir quelques résultats intéréssants. Nous avons
démontré que si la reproductivité nette de la pécherie est supérieure a 1, alors il
existe un équilibre de pécherie durable qui est stable, cela peut arriver par exemple,
si les couts sont plus faibles ou si le prix est assez élevé.

La stabilité locale de 1’équilibre de coexistence dans le cas général ou les parametres
dépendent de I’age est un probleme ouvert, que ’'on souhaiterait discuter en détail
dans un article a venir.
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