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О ГОМОТОПАХ АЛГЕБР НОВИКОВА

В. А. Середа, В. Т. Филиппов

Аннотация: Пусть Φ — ассоциативное коммутативное кольцо с единицей, содер-
жащее 1

2
. Рассматривается гомотоп алгебры Новикова, т. е. алгебра Aϕ, полу-

ченная из алгебры Новикова A посредством производной операции x · y = xyϕ на
Φ-модуле A, где отображение ϕ удовлетворяет равенству xyϕ = x(yϕ), и находятся
условия, при которых гомотоп алгебры Новикова снова является алгеброй Новико-
ва. Библиогр. 3.

Пусть Φ — ассоциативное коммутативное кольцо с единицей, содержащее 1
2 .

Неассоциативная Φ-алгебра A называется Φ-алгеброй Новикова, если в A выпол-
няются тождества

x(yz) = y(xz), (1)

(x, y, z) = (x, z, y), (2)

где (x, y, z) = (xy)z − x(yz) — ассоциатор элементов x, y, z (алгебры Новикова
были впервые введены в [1]).

В статье рассматривается гомотоп алгебры Новикова, т. е. алгебра Aϕ,
полученная из алгебры Новикова A посредством производной операции x · y =
xyϕ на Φ-модуле A, где отображение ϕ удовлетворяет равенству xyϕ = x(yϕ),
и находятся условия, при которых гомотоп алгебры Новикова снова является
алгеброй Новикова.

Далее через A и V обозначим соответственно произвольную Φ-алгебру Но-
викова и произвольную неассоциативную Φ-алгебру. Для сокращения запи-
си слова вида U = (. . . ((x1x2)x3) . . . )xn будем записывать без скобок: U =
x1x2x3 . . . xn. Если не оговорено противное, будем предполагать, что x, y, z, . . .
— произвольные элементы алгебры V (алгебры A).

Правым и левым умножениями на x называются соответственно отобра-
жения Rxy → yx и Lxy → xy элемента y ∈ V . Алгеброй правых умножений
(левых умножений) алгебры V называется подалгебра R(V ) (подалгебра L(V ))
алгебры эндоморфизмов EndΦ V Φ-модуля V , порожденная тождественным эн-
доморфизмом ε и всеми правыми умножениями Rx (левыми умножениями Lx),
где x ∈ V .

Следуя [2], отображение ϕ ∈ EndΦ V назовем 1
2 -дифференцированием алгеб-

ры V , если для любых x, y ∈ V выполняется равенство

xyϕ =
1
2
xϕy +

1
2
x(yϕ). (3)

Далее будем использовать следующие обозначения: x ◦ y = xy + yx — j-
умножение; (x, y, z)o = (x ◦ y) ◦ z − x ◦ (y ◦ z) — j-ассоциатор элементов x,
y, z; [x, y] = xy − yx — коммутатор элементов x и y; V (−) — коммутатор-
ная алгебра алгебры V , т. е. антикоммутативная Φ-алгебра, определенная на
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Φ-модуле V посредством операции коммутирования [x, y] = xy−yx; Γl(V ) — ле-
вый центроид алгебры V , т. е. централизатор алгебры L(V ) в алгебре EndΦ V ;
∆(V ) — множество 1

2 -дифференцирований алгебры V ; C(V ) = Γl(V )∩∆(V (−)).
По определению Γl(V ), ϕ ∈ Γl(V ) тогда и только тогда, когда

xyϕ = x(yϕ) (4)
для любых x, y ∈ V .

Из тождества (1) следует, что L(A) ⊆ Γl(A) и, в частности, L(A) — комму-
тативная подалгебра алгебры EndΦ(A).

Если ϕ ∈ Γl(V ), то в силу (4) для любых x, y, z ∈ V имеем равенство
(x, y, z)ϕ = xyzϕ−x(yz)ϕ = xy(zϕ)−x(yzϕ) = xy(zϕ)−x(y(zϕ)) = (x, y, zϕ). (5)

Отсюда и из тождества (2) для любых x, y, z ∈ A, ϕ ∈ Γl(A) получим равенство
(x, y, z)ϕ = (x, z, y)ϕ = (x, z, yϕ) = (x, yϕ, z). (6)

Пусть ϕ ∈ Γl(V ). Легко проверить, что в алгебре V следующие равенства
равносильны:

[x, y]ϕ =
1
2
[xϕ, y] +

1
2
[x, yϕ], (7)

[x, y]ϕ = xϕy − yϕx, (8)
xϕ ◦ y = yϕ ◦ x. (9)

Следовательно, ϕ ∈ C(A) тогда и только тогда, когда выполняются (4) и одно
из равенств (7)–(9).

1. Гомотопы и изотопы алгебр Новикова

Пусть ϕ — произвольный фиксированный элемент алгебры EndΦ V . Опре-
делим на Φ-модуле алгебры V новое умножение (·), положив

x · y = xyϕ (10)
для любых x, y ∈ V . Φ-модуль V относительно умножения (·) становится
Φ-алгеброй, которую назовем гомотопом алгебры V и обозначим через Vϕ. Если
ϕ — обратимый элемент EndΦ V , то гомотоп Vϕ назовем изотопом алгебры V .

Теорема 1.1. Если A — Φ-алгебра Новикова ( 1
2 ∈ Φ), ϕ — произвольный

элемент из C(A), то гомотоп Aϕ является алгеброй Новикова.
Доказательство. В силу (10), (4) и тождества (1)

x·(y·z)−y·(x·z) = x(yzϕ)ϕ−y(xzϕ)ϕ = x(yz)ϕ2−y(xz)ϕ2 = [x(yz)−y(xz)]ϕ2 = 0.
Следовательно, в алгебре Aϕ выполняется тождество (1).

Пусть (x, y, z)· = (x ·y) ·z−x ·(y ·z) — ассоциатор элементов x, y, z в алгебре
Aϕ. Применив последовательно (4), (8), (5), (6) и (2), получим

(x, y, z)· − (x, z, y)· = x · y · z − x · (y · z)− x · z · y + x · (z · y)
= xyϕzϕ− x(yzϕ)ϕ− xzϕyϕ+ x(zyϕ)ϕ

= xyϕzϕ− x(yz)ϕ2 − xzϕyϕ+ x(zy)ϕ2 = [xyϕz − x(yz)ϕ− xzϕy + x(zy)ϕ]ϕ

= [xyϕz − xzϕy − x[y, z]ϕ]ϕ = [x(yϕ)z − x(zϕ)y − x[y, z]ϕ]ϕ

= [x(yϕz) + (x, yϕ, z)− x(zϕy)− (x, zϕ, y)− x([y, z]ϕ)]ϕ

= [x(yϕz − zϕy − [y, z]ϕ) + (x, yϕ, z)− (x, zϕ, y)]ϕ

= [(x, y, z)ϕ− (x, z, y)ϕ]ϕ = [(x, y, z)− (x, z, y)]ϕ2 = 0.
Следовательно, в Aϕ выполняется тождество (2), т. е. Aϕ — алгебра Новикова.
Теорема доказана.
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Лемма 1.2. Если ϕ,ψ ∈ C(A) и ϕψ = ψϕ, то ϕψ ∈ C(A).

Доказательство. Пусть ρ = ϕψ. В силу (4)

xyρ = xyϕψ = x(yϕ)ψ = x(yϕψ) = x(yρ).

Следовательно, ρ ∈ Γl(A). Поскольку ϕ,ψ ∈ ∆(A(−)), ввиду (9)

xρ ◦ y = xϕψ ◦ y = yψ ◦ xϕ = xϕ ◦ yψ = xψϕ ◦ x = yϕψ ◦ x = yρ ◦ x.

Отсюда ρ ∈ ∆(A(−)) и, значит, ρ = ϕψ ∈ C(A). Лемма доказана.

Лемма 1.3. L(A) ⊆ C(A).

Доказательство. С учетом (1) имеем yzLx = x(yz) = y(xz) = y(zLx).
Поэтому

Lx ∈ Γl(A). (11)

Раскрыв ассоциаторы в тождестве (2), получим тождество

xyz − x(yz) = xzy − x(zy),

которое можно записать в виде

x[y, z] = xyz − xzy, (12)

так что [y, z]Lx = yLxz − zLxy. Тем самым Lx ∈ ∆(A(−)). Отсюда и из (11)
вытекает включение

Lx ∈ C(A). (13)

Поскольку по тождеству (1) операторы левого умножения перестановочны, то
из включения (13) и леммы 1.2 следует, что любое слово Lx1 . . . Lxn

∈ L(A)
лежит в C(A). Но тогда L(A) ⊆ C(A). Лемма доказана.

Замечание 1.4. Пусть Γ(A(−)) — центроид коммутаторной алгебры A(−)

алгебры A, т. е. централизатор алгебры умножений алгебры A(−). Легко ви-
деть, что Γ(A(−)) ⊆ ∆(A(−)). Если Γ(A(−)) = ∆(A(−)), то по лемме 1.3 имеем
включение Lx ∈ Γ(A(−)). Тогда в A выполняется тождество

x[y, z] = [y, z]Lx = [yLx, z] = [xy, z].

Отсюда

(x, y, z) = xyz − x(yz) = [xy, z] + z(xy)− x[y, z]− x(zy) = [xy, z]− x[y, z] = 0,

т. е. алгебра A ассоциативна. Следовательно, если A неассоциативна, то
Γ(A(−)) 6= ∆(A(−)).

Теорема 1.5. Если A — Φ-алгебра Новикова ( 1
2 ∈ Φ), ϕ — произвольный

элемент алгебры левых умножений L(A), то ее гомотоп Aϕ является Φ-алгеброй
Новикова.

Доказательство вытекает из леммы 1.3 и теоремы 1.1.
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Теорема 1.6. Если V — неассоциативная Φ-алгебра ( 1
2 ∈ Φ), ϕ — произ-

вольный обратимый элемент C(V ), то изотоп Vϕ является Φ-алгеброй Новикова
тогда и только тогда, когда V является Φ-алгеброй Новикова.

Доказательство. Если V — алгебра Новикова, то по теореме 1.1 Vϕ так-
же является алгеброй Новикова.

Пусть Vϕ — алгебра Новикова. Тогда в Vϕ выполняются тождества

x · (y · z) = y · (x · z), (x · y) · z − x · (y · z) = (x · z) · y − x · (z · y).

Отсюда и из определения операции (·) имеем

x(yz)ϕ2 = y(xz)ϕ2, (14)

xyϕzϕ− x(yz)ϕ2 = xzϕyϕ− x(zy)ϕ2. (15)

Поскольку ϕ обратимо, из (4) вытекает тождество (1), а из (15) — равенство
xyϕz − x(yz)ϕ = xzϕy − x(zy)ϕ, откуда

xyϕz − xzϕy = x[y, z]ϕ. (16)

Применив последовательно (8), (1), (8), (4) и (16), получим равенство

[(x, y, z)− (x, z, y)]ϕ = xyzϕ−x(yz)ϕ−xzyϕ+x(zy)ϕ = xyzϕ−xzyϕ−x[y, z]ϕ
= z(xy)ϕ+ [xy, z]ϕ− y(xz)ϕ− [xz, y]ϕ− x[y, z]ϕ

= z(xy)ϕ+ xyϕz − zϕ(xy)− y(xz)ϕ− xzϕy + yϕ(xz)− x[y, z]ϕ

= x(zy)ϕ+ xyϕz − zϕ(xy)− x(yz)ϕ− xzϕy + yϕ(xz)− x[y, z]ϕ

= x(zy)ϕ+ xyϕz − x(zϕy)− x(yz)ϕ− xzϕy + x(yϕz)− x[y, z]ϕ

= −2x[y, z]ϕ+ xyϕz − xzϕy + x(yϕz − zϕy)

− 2x[y, z]ϕ+ xyϕz − xzϕy + x([y, z]ϕ) = −x[y, z]ϕ+ xyϕz − xzϕy = 0.

Так как ϕ обратимо, отсюда следует тождество (2), т. е. Vϕ является алгеброй
Новикова. Теорема доказана.

Приведем пример алгебры Новикова U , показывающий, что не для всякого
ϕ ∈ Γl(U) гомотоп Uϕ является алгеброй Новикова.

Пусть U — линейное пространство над полем Φ характеристики p 6= 2,
dimU ≥ 2, α : U → Φ — линейный функционал, определенный на U . Введем
умножение на U по формуле

xy = α(x)y (17)

для любых x, y ∈ U .
Легко проверить, что относительно этого умножения пространство U ста-

новится ассоциативной алгеброй Новикова. Из (17) вытекает, что левое умно-
жение Lx имеет вид Lx = α(x)ε для любого x ∈ U , где ε — тождественное
отображение. Поэтому Lx перестановочно с любым элементом EndΦ U , т. е.
Γl(U) = EndΦ U . Следовательно, L(U) 6= Γl(U).

Пусть B = {ei}i∈I — базис U , ea ∈ B. Определим функционал α(x), поло-
жив α(ei) = 1 для любого i ∈ I, и линейное отображение ϕ такое, что eaϕ = ea,
ebϕ = 0 для всех eb ∈ B \ ea. В силу (17)

[ea, eb]ϕ− eaϕeb + ebϕea = eaebϕ− ebeaϕ− eaeb = ebϕ− eaϕ− eb = −ea − eb 6= 0.

Следовательно, ϕ не удовлетворяет равенству (8), ϕ /∈ ∆(U (−)), Γl(U) 6⊆
∆(U (−)), т. е. Γl(U) 6= C(U).
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Пусть C — 2-мерное подпространство U с базисом ea, eb. В силу (17) и опре-
деления отображения ϕ Cϕ — подалгебра алгебры Uϕ с таблицей умножения
базисных элементов

ea · ea = ea, eb · ea = ea, ea · eb = 0, eb · eb = 0.

Поскольку

(ea, eb, ea)·−(ea, ea, eb)· = (ea ·eb)·ea−ea ·(eb ·ea)−(ea ·ea)·eb−ea ·(ea ·eb) = −ea 6= 0,

то Cϕ и, значит, Uϕ не являются алгебрами Новикова.

2. Гомотопы первичных алгебр Новикова

Далее будет показано, что в любой первичной алгебре Новикова A выпол-
няется равенство Γl(A) = C(A) и тем самым Aϕ является алгеброй Новикова
для любого ϕ ∈ Γl(A).

Через [A,A] и M(A) обозначим соответственно Φ-подмодуль Φ-модуля A
и идеал A, порожденные всеми коммутаторами, а через (A,A,A) и D(A) —
Φ-подмодуль Φ-модуля A и идеал A, порожденные всеми ассоциаторами.

Лемма 2.1. В алгебре A выполняются равенства

[A,A] = M(A), (18)

(A,A,A) = D(A) (19)

и включение
D(A) ⊆M(A). (20)

Доказательство. Достаточно показать замкнутость Φ-подмодулей [A,A]
и (A,A,A) относительно умножения на элементы из A.

В силу леммы 1.3 Lx ∈ ∆(A(−)) для любого x ∈ A. Следовательно, в A
выполняется тождество

x[y, z] =
1
2
[xy, z] +

1
2
[y, xz]. (21)

Отсюда x[y, z] ∈ [A,A], A[A,A] ⊆ [A,A], [y, z]x = x[y, z] + [[y, z], x] ∈ [A,A],
[A,A]A ⊆ [A,A]. Поэтому выполняется равенство (18).

Вследствие (1)

t(x, y, z)− (x, y, tz) = t(xyz)− t(x(yz))− xy(tz) + x(y(tz))

= xy(tz)− x(t(yz))− xy(tz) + x(y(tz)) = −x(t(yz)) + x(y(tz)) = 0.

Следовательно, в A выполняется тождество

t(x, y, z) = (x, y, tz). (22)

В любой неассоциативной алгебре выполняется тождество Тейхмюллера

(xy, z, t)− (x, yz, t) + (x, y, zt)− x(y, z, t)− (x, y, z)t = 0. (23)

Ввиду (22) t(x, y, z) ∈ (A,A,A), т. е. A(A,A,A) ⊆ (A,A,A). Отсюда и из
(23) имеем включение

(x, y, z)t = (xy, z, t)− (x, yz, t) + (x, y, zt)− x(y, z, t) ∈ (A,A,A),
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т. е. (A,A,A)A ⊆ (A,A,A). Следовательно, выполняется равенство (19).
В силу (2) и (1)

2(x, y, z) = (x, y, z) + (x, y, z) = (x, y, z) + (x, z, y) = xyz − x(yz) + xzy − x(zy)

= [xy, z] + z(xy)− x(yz) + y(xz) + [xz, y]− x(zy)

= [xy, z] + x(zy)− y(xz) + y(xz) + [xz, y]− x(zy) = [xy, z] + [xz, y]. (24)

Из (2) вытекает включение

(A,A,A) ⊆ [A,A],

из которого и из (18) и (19) получаем включение (20).
Лемма доказана.
Пусть Nr(V ) — правоассоциативный центр алгебры V :

Nr(V ) = {n ∈ V ; (V, V, n) = 0}.

Если n ∈ Nr(A), то согласно (2) приходим к равенству

(A,n,A) = 0. (25)

Лемма 2.2. Правоассоциативный центр Nr(A) алгебры A является ее иде-
алом, и выполняется равенство

M(A)Nr(A) = 0. (26)

Доказательство. Пусть n ∈ Nr(A), x, y, z ∈ A. По тождеству (22) и
определению Nr(A),

(x, y, zn) = z(x, y, n) = 0. (27)
С другой стороны, применив последовательно (25), определениеNr(A), (2), (25),
(22) и снова (25), получим равенство

(x, y, nz) = xy(nz)− x(y(nz)) = xynz − (xy, n, z)− x(ynz) + x(y, n, z)

= xynz − x(ynz) = x(yn)z + (x, y, n)z − x(ynz)

= x(yn)z − x(ynz) = (x, yn, z) = y(x, n, z) = 0. (28)

Из (27) и (28) имеем включение zn, nz ∈ Nr(A). Следовательно, Nr(A) — иде-
ал A.

По определению Nr(A) и (1)

[x, y]n = xyn− yxn = x(yn) + (x, y, n)− y(xn)− (y, x, n) = x(yn)− y(xn) = 0.

Отсюда и из леммы 2.1 следует (26). Лемма доказана.

Напомним, что алгебра называется первичной, если произведение двух лю-
бых ее ненулевых идеалов ненулевое.

Предложение 2.3. Если A — первичная Φ-алгебра Новикова ( 1
2 ∈ Φ), то

либо A — ассоциативная коммутативная алгебра, либо Nr(A) = 0.
Доказательство. Если A является коммутативной, то по лемме 2.1 A

ассоциативна. Если A не является коммутативной, тогда M(A) 6= 0 и по лемме
2.2 Nr(A) = 0. Предложение доказано.

В связи с предложением 2.3 заметим, что существуют даже простые алгеб-
ры Новикова, которые не являются ассоциативными коммутативными алгебра-
ми (см., например, [3]) и, следовательно, имеют нулевой правоассоциативный
центр.
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Лемма 2.4. Если ai, bi (i = 1, . . . , k) — произвольные элементы из A,
удовлетворяющие соотношению∑

i

(x, ai, bi) = 0 (29)

для любого x ∈ A, то ∑
i

ai ◦ bi ∈ Nr(A). (30)

Доказательство. В дальнейшем знак суммы будем опускать, считая, что
в формулах, содержащих повторяющийся индекс i, имеется в виду суммирова-
ние по i от 1 до k.

Применив последовательно (23), (2), (29), (22), (2) и снова (22), получим
равенство

(xai, bi, y) = (x, aibi, y)− (x, ai, biy) + x(ai, bi, y) + (x, ai, bi)y

= (x, y, aibi)− (x, ai, biy) + x(ai, bi, y) = (x, y, aibi)− bi(x, ai, y) + (ai, bi, xy)

= (x, y, aibi)− bi(x, y, ai) + (ai, bi, xy) = (x, y, aibi)− (x, y, biai) + (ai, bi, xy).
(31)

По (23), (29), (2), (22), (2) и (29)

(x, y, aibi)− (x, y, ai)bi = (x, yai, bi)− (xy, ai, bi) + x(y, ai, bi)

= (x, yai, bi) = (x, bi, yai) = y(x, bi, ai) = y(x, ai, bi) = 0.

Следовательно,
(x, y, aibi) = (x, y, ai)bi. (32)

Используя последовательно (2), (23), (22), (29), (2), (22) и (32), находим

(xai, bi, y) = (xai, y, bi) = (x, aiy, bi)− (x, ai, ybi) + x(ai, y, bi) + (x, ai, y)bi
= ai(x, y, bi)− y(x, ai, bi) + x(ai, y, bi) + (x, ai, y)bi

= ai(x, y, bi) + x(ai, y, bi) + (x, ai, y)bi
= ai(x, y, bi) + (x, y, ai)bi + x(ai, y, bi) = (x, y, aibi) + (ai, bi, xy) + (x, y, ai)bi

= (x, y, aibi) + (ai, bi, xy) + (x, y, aibi) = 2(x, y, aibi) + (ai, bi, xy).

Отсюда и из (31) имеем равенство

(x, y, aibi)− (x, y, biai) + (ai, bi, xy) = 2(x, y, aibi) + (ai, bi, xy),

или, после приведения подобных, равенство

(x, y, ai ◦ bi) = 0.

Значит, выполняется включение (30). Лемма доказана.

Теорема 2.5. Если A — первичная Φ-алгебра Новикова ( 1
2 ∈ Φ), то Γl(A)

— коммутативная подалгебра алгебры EndΦA и выполняется равенство

Γl(A) = C(A). (33)

Доказательство. В силу (4) Γl(A) — подалгебра алгебры EndΦA. Пусть
ϕ, ψ — произвольные элементы из Γl(A). По предложению 2.3 либо A — ком-
мутативная ассоциативная алгебра, либо Nr(A) = 0.
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В первом случае в силу (4) и коммутативности A
xyϕψ = x(yϕ)ψ = yϕxψ = yϕ(xψ) = xψ(yϕ) = xψyϕ = y(xψ)ϕ = yxψϕ = xyψϕ.

Следовательно, xy[ϕ,ψ] = 0 и ввиду (4) x(y[ϕ,ψ]) = 0, y[ϕ,ψ] ∈ AnnA. Но с
учетом первичности A будет AnnA = 0. Поэтому y[ϕ,ψ] = 0, [ϕ,ψ] = 0, т. е.
Γl(A) коммутативна.

Вследствие коммутативности A и (4)
[x, y]ϕ− xϕy + yϕx = −y(xϕ) + x(yϕ) = −yxϕ+ xyϕ = 0.

Значит, ϕ ∈ ∆(A(−)), Γl(A) = C(A).
Пусть A не является коммутативной, тогда Nr(A) = 0. В силу (4)–(6)

получим равенство
(x, y, z[ϕ,ψ]) = (x, y, z)[ϕ,ψ] = (x, y, z)ϕψ − (x, y, z)ψϕ

= (x, y, zϕ)ψ − (x, yψ, z)ϕ = (x, yψ, zϕ)− (x, yψ, zϕ) = 0.

Отсюда z[ϕ,ψ] ∈ Nr(A) и по предложению 2.3 z[ϕ,ψ] = 0, [ϕ,ψ] = 0, Γl(A)
коммутативна.

В силу (5) и (6)
(x, y, zϕ)− (x, yϕ, z) = (x, y, z)ϕ− (x, y, z)ϕ = 0.

Отсюда и из леммы 2.4 получим включение y ◦ zϕ− yϕ ◦ z ∈ Nr(A) и, следова-
тельно, по предложению 2.3 y ◦ zϕ− yϕ ◦ z = 0, т. е. выполняется равенство (9).
Поэтому ϕ ∈ ∆(A(−)) и верно (33). Теорема доказана.

Из теоремы 1.1 и теоремы 2.5 вытекает

Теорема 2.6. Если A — первичная Φ-алгебра Новикова ( 1
2 ∈ Φ), ϕ — про-

извольный элемент из Γl(A), то гомотоп Aϕ является алгеброй Новикова.
В заключение покажем, что можно дать определение первичности алгебр

Новикова в более слабой форме.
Назовем алгебру V слабо первичной, если для любых идеалов I1, I2 алгебры

V из равенств I1I2 = 0, I2I1 = 0 следует, что либо I1 = 0, либо I2 = 0.

Лемма 2.7. В алгебре A выполняются равенства
D(A)Nr(A) = 0, (34)
Nr(A)D(A) = 0. (35)

Доказательство. Равенство (34) получаем из лемм 2.1 и 2.2. Для любого
n ∈ Nr(A) в силу (22) и леммы 2.2 имеем n(x, y, z) = (x, y, nz) = 0. Отсюда, из
лемм 2.1 и 2.2 вытекает (35).

Предложение 2.8. Φ-алгебра Новикова A ( 1
2 ∈ Φ) слабо первична тогда

и только тогда, когда A первична.
Доказательство. В силу леммы 2.7 либо алгебра A ассоциативна, либо

Nr(A) = 0.
В первом случае если I1, I2 — идеалы алгебры A такие, что I1I2 = 0, то иде-

ал I2I1 имеет нулевое умножение и, следовательно, ввиду слабой первичности
I2I1 = 0. Но тогда либо I1 = 0, либо I2 = 0. Поэтому алгебра A первична.

Во втором случае из равенства I1I2 = 0 и (1) следует равенство для любых
a ∈ I1, b ∈ I2:

(x, a, b) = xab− x(ab) = xab− a(xb) = 0.
По лемме 2.4 a◦b ∈ Nr(A) = 0. Значит, ba = −ab = 0, I2I1 = 0, т. е. A первична.

Обратное очевидно. Предложение доказано.
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