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ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ СИСТЕМ

ВТОРОГО ПОРЯДКА НА ПЛОСКОСТИ

Э. В. Арбузов

Аннотация: Регулярные решения эллиптических систем второго порядка на плос-
кости могут быть представлены через A-аналитические функции, удовлетворяющие
в рассматриваемой области операторному уравнению типа Бельтрами. Для восста-
новления решений по данным на участке границы области доказываются формулы
типа Карлемана. Полученные формулы используются при решении задач Коши
для системы уравнений Ламе, системы Навье — Стокса, а также системы уравне-
ний упругости с остаточной деформацией.
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1. Постановка задачи и основные результаты

Пусть � — произвольная ограниченная односвязная область в C с границей
класса C∞, M ⊂ ∂� — объединение конечного числа замкнутых дуг. Рассмот-
рим задачу Коши для эллиптической системы второго порядка в �:

A
∂2

∂x2V + 2B
∂2

∂x∂y
V + C

∂2

∂y2V = 0, V : �→ Rn, (1)

V (x, y)|M = G(x, y), P∂V (x, y)|M = H(x, y),

где A , B, C — постоянные матрицы размера n × n, P∂ является некоторым
дифференциальным оператором первого порядка (например, оператором на-
пряжения для системы уравнений Ламе или производной по нормали).

Система является эллиптической, т. е. матрицы A , C обратимы и харак-
теристический полином

det ‖A + 2Bλ+ Cλ2‖ = 0

не имеет вещественных корней.
Для регулярных решений системы (1) известно представление А. В. Бицад-

зе через аналитические векторнозначные функции и их производные до опре-
деленного порядка [1, c. 169].

В свою очередь, А. П. Солдатовым в работе [2, c. 194] было показано, что
это представление может быть записано в следующем виде:

V = Re�u, (2)
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где u : �→ Cn является A-аналитической функцией (от переменной zλ = x+λy
для λ-корня характеристического полинома), матрицы A и � выражаются через
коэффициенты системы A , B, C и матрица A нильпотентна: An = 0.

Определение. Пусть A — матрица размера n×n. Вектор-функция u(z) ∈
C1(�,Cn) называется A-аналитической в �, если

∂̄Au(z) := ∂z̄u(z)−A∂zu(z) = 0, z = x+ iy ∈ �. (3)
Таким образом, задача (1) становится эквивалентной задаче определения

A-аналитической функции, заданной на участке границы
∂̄Au(z) = 0, u(z)|M = f(z).

В [2] для определения матрицы � система (1) представлялась в виде экви-
валентной ей системы дифференциальных уравнений первого порядка, а затем
матрица полученной системы приводилась к жордановой форме.

В данной работе для случая n = 2 этот же результат получается c исполь-
зованием свойств A-аналитических функций.

Теорема 1. Пусть n = 2, λ1, λ2 — корни характеристического полинома с
Imλi > 0. Тогда решение системы (1) находится по формуле

V = Re�u,
где матрица � = (�1, �2) (�i — ее столбцы) и функция u(z) = (u1(z), u2(z))
определяются следующим образом:

a) если λ1 = λ2 = λ, то столбцы �1, �2 находятся из системы уравнений
A �1 + 2Bλ�1 + Cλ2�1 = 0,

A �2 + 2Bλ�2 + Cλ2�2 + 2(A + B(λ̄+ λ) + C λ̄λ)�1 = 0,
(4)

а функция u(z) = (u1(z), u2(z)) является решением уравнения(
∂x −

1
λ
∂y

)
u(z)−

(
0 − α

2λ
0 0

)(
∂x +

1
λ
∂y

)
u(z) = 0, α = λ̄− λ; (5)

б) если λ1 6= λ2, то столбцы �1, �2 находятся из уравнений
A �i + 2Bλ�i + Cλ2�i = 0, i = 1, 2, (6)

а компоненты функции u(z) = (u1(z), u2(z)) являются решениями уравнений

∂xui −
1
λi
∂yui = 0, i = 1, 2.

Замечание. Матрица � находится из той же системы уравнений (4), что
и коэффициенты в представлении А. В. Бицадзе [1, c. 169].

Функция u(z) является A-аналитической функцией по переменной zλ =
x+ λy:

u(z) = ũ(x+ λy) = ũ(ξ, η) = ũ(ζ),

где (∂̄ζ − A∂ζ)ũ = 0, с матрицей A =
(

0 − λ̄−λ
2λ

0 0

)
, если λ1 = λ2 = λ, и A = 0,

если λ1 6= λ2.
В частном случае, когда λ1 = λ2 = i, функция u(z) является обычной A-

аналитической функцией по переменной z = x + iy с матрицей A =
(

0 1
0 0

)
.

Свойства таких функций и формулы типа Карлемана в случае, когда область
является полуплоскостью {Im z > 0}, рассматривались в [3].

Связь между граничными условиями задач (1) и (2) дается в следующем
утверждении.



Задача Коши для эллиптических систем 5

Теорема 2. Пусть V = Re�u — решение системы (1) и

V |M = g(x, y) ∈ C1(M,R2),
∂

∂ν
V

∣∣∣∣
M

= h(x, y) ∈ C(M,R2);

f = v + iw — граничные значения функции u(z):

u|M = f.

Пусть матрицы �′, Ti,j (i, j = 1, 2) таковы, что

1) det
(

Re� − Im�
Re�′ − Im�′

)
6= 0;

2) T11� + T12�A0 = T21�A
−1
0 + T22� = �′, где A0 =

(
λ α
0 λ

)
или A0 =(

λ1 0
0 λ2

)
в зависимости от кратности корней характеристического полино-

ма λ.
Тогда граничные условия V (x, y) и u(z) связаны соотношениями(

Re� − Im�
Re�′ − Im�′

)(
v
w

)
=
(
g
h̃

)
,

где

h̃(x, y)|M = Re

(x,y)∫
(x0,y0)

h′(ξ, η) ds,

h′(x, y) = (τ1(T11∂x + T12∂y)) + τ2(T21∂x + T22∂y))V (x, y).

Таким образом, в зависимости от вида лежащих в верхней полуплоскости
корней характеристического полинома для решения исходной задачи рассмат-
риваются несколько случаев.

Если λ = i — корень кратности 2, то решение задачи Коши (1) сводится к
задаче A-аналитического продолжения с участка границы:

∂̄Au(z) = 0, z ∈ �, u(z)|M = f(z), (7)

где функция f(z) = g(z) + ih(z) определяется из данных Коши для системы (1)

и A — нильпотентная матрица: A =
(

0 1
0 0

)
.

В случае, когда λ — произвольное комплексное число, являющееся корнем
кратности 2, необходимо решить задачу A-аналитического продолжения функ-
ции от переменной zλ:(
∂x −

1
λ
∂y

)
u(z)−

(
0 − α

2λ
0 0

)(
∂x +

1
λ
∂y

)
u(z) = 0, α = λ̄−λ; u(z)|M = f(z).

(8)
Если корни λ1, λ2 различны, то компоненты вектор-функции u(z)=(u1(z), u2(z))
являются решениями следующих краевых задач:

∂xui −
1
λi
∂yui = 0, i = 1, 2, ui(z)|M = fi(z). (9)

Решение всех этих задач находится по методу, предложенному Т. Карлема-
ном [4] и обобщенному в работах [5–8], через построение функций со специаль-
ными свойствами на границе области.
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Если M =
m⋃
k=1

Mk, где Mk — замкнутые дуги длины lk с граничными

точками z1
k, z

2
k, то, выбирая ε < l/2, где l = min

k
lk, определим множества

Mε
k =

{
z ∈ Mk \ B

(
zik, ε

)
, i = 1, 2

}
и Mε =

m⋃
k=1

Mε
k (здесь B(z, ε) — откры-

тый круг с центром в точке z радиуса ε).
В случае, когда λ = i — корень кратности 2, используется результат следу-

ющей теоремы (при n = 2).

Теорема 3.1. Пусть An = 0, u(z) — A-аналитическая функция в �. Пусть
φ0(x, y) = ψ(x, y) + iχ(x, y), где функция ψ(x, y) ∈ C∞(∂�) является «сглажен-
ной» гармонической мерой множества M :

�ψ(x, y) = 0, (x, y) ∈ �, ψ(x, y)|Mε = 1, ψ(x, y)|∂�\M = 0,

χ(x, y) — гармонически сопряженная к ψ(x, y) функция. Пусть, далее,

φ(z) =
n−1∑
k=0

∂kφ0(z)
z̄k

k!
Ak, z = x+ iy, �N (z) = eNφ(z).

Тогда решение задачи Коши (7) дается следующей формулой:

u(z) =
1

2πi

∫
M

(dζ +Adζ̄)(ζ − z + (ζ − z)A)−1�N (z)−1�N (ζ)f(ζ)

+
1

2πi

∫
∂�\M

(dζ +Adζ̄)(ζ − z + (ζ − z)A)−1�N (z)−1�N (ζ)f(ζ). (10)

Второй интеграл равномерно стремится к нулю при N → 0 на компактных
подмножествах из �. При этом решение системы (1) дается формулой (2).

Для случая произвольного корня λ = λ′ + iλ′′ кратности 2 рассмотрим
отображение (x, y) → (ξ, η):

ξ = x+ λ′y, η = λ′′y, zλ = x+ λy = ξ + iη = ζ, z−λ = x− λy.

Обозначим через �λ образ области � при данном отображении.

Теорема 3.2. Пусть φ(ξ, η) — аналитическая функция по переменной zλ в
области �λ:

∂̄zλφ(zλ) = 0, Reφ(zλ)|Mε
λ

= 1, Reφ(zλ)|∂�\Mλ
= 0,

Reφ(zλ) ∈ C∞(∂�λ). Положим �(z) = φ(zλ) + ∂zλφ(zλ)A′z−λ, A′ =
(

0 − α
2λ

0 0

)
.

Тогда для решения задачи (8) справедлива формула

u(z) =
(−1)k

2πi
lim
N→∞

∫
M

(dζ +Adζ̄)(ζ − z + (ζ − z)A)−1�N (z)−1�N (ζ)f(ζ),

где k = 0 при |a| < 1 и k = 1 при |a| > 1, a = (1 + iλ)/(1− iλ).
Когда кратность корней характеристического полинома равна 1, исходная

задача сводится к определению двух скалярных аналитических функций от пе-
ременных zλi , т. е. в данном случае необходимо применить классическую фор-
мулу Карлемана с последующей заменой переменных для каждого корня λi.
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Теорема 3.3. Пусть �λ — образ области � при отображении (x, y) → (ξ, η),
функция φ(ξ + iη) = φ(ζ) аналитическая по переменной ζ = zλ:

∂̄zλφ(zλ) = 0, Reφ(zλ)|Mλ = 1, Reφ(zλ)|∂�\Mλ
= 0.

Тогда справедлива формула

u(z) =
1

2πi
lim
N→∞

∫
Mλ

ũ(ζ)
ζ − zλ

eN(φ(ζ)−φ(zλ)) dζ,

где ũ(ζ) = ũ(x+ λy) = u(z).
Применяя эту формулу для каждого из корней характеристического по-

линома λi, получим вектор-функцию u(z) = (u1(z), u2(z)), которая является
решением задачи (9).

2. Доказательства

Доказательство теоремы 1. Так как A , B, C — вещественнозначные
матрицы, то корнями характеристического уравнения

det ‖A + 2Bλ+ Cλ2‖ = 0

являются как λ, так и λ̄.
Пусть λ1, λ2 — корни с положительными мнимыми частями. Возможны две

ситуации: λ1 6= λ2 и λ1 = λ2.
Рассмотрим сначала случай, когда λ — корень кратности 2: λ1 = λ2 = λ.

Пусть u(z) — решение уравнения (5). Тогда(
1 α

2λ
0 1

)
ux =

1
λ

(
1 − α

2λ
0 1

)
uy, uy =

(
λ α
0 λ

)
ux = A0ux.

Таким образом,
uxy = A0uxx, uyy = A2

0uxx. (11)

Если через �1, �2 обозначить столбцы матрицы � = (�1, �2), то

�A0 = (λ�1, α�1 + λ�2), �A2
0 = (λ2�1, 2αλ�1 + λ2�2).

Подставляя выражение V = �u в систему (1) и используя соотношения (11),
получим

A �uxx + 2B�uxy + C�uyy =
(
A � + 2B�A0 + C�A2

0
)
uxx.

При этом столбцы получившейся матрицы записываются в виде

A �1 + 2B�1λ+ C�1λ
2, A �2 + 2B�2λ+ C�2λ

2 + 2Bα�1 + 2αλC�1.

Так как λ — корень характеристического полинома, найдется вектор �1 такой,
что

A �1 + 2B�1λ+ C�1λ
2 = 0.

Добавив это выражение ко второму столбцу, имеем

(2Bα+ 2αλC + 2A + 4Bλ+ 2Cλ2)�1 = 2(A + B(α+ 2λ) + C(αλ+ λ2))�1.

При α = λ̄− λ второй столбец записывается в виде

A �2 + 2Bλ�2λ
2 + 2(A + B(λ̄+ λ) + C λ̄λ)�1.
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Таким образом, если для определения матрицы � мы решим систему урав-
нений

A �1 + 2B�1λ+ C�1λ
2 = 0,

A �2 + 2Bλ�2λ
2 + 2(A + B(λ̄+ λ) + C λ̄λ)�1 = 0,

то V = �u будет решением системы (1).
Эта система в точности совпадает с системой для определения коэффи-

циентов в общем представлении регулярных решений системы (1), полученной
А. В. Бицадзе.

В случае, когда λ1 6= λ2, частные производные функции u(z) связаны соот-
ношением

uy =
(
λ1 0
0 λ2

)
ux = A′0ux.

При этом uxy = A′0uxx, uxy = A′20uxx. Подставляя V = �u в систему (1), для
определения столбцов матрицы � получаем систему

A �i + 2B�iλi + C�iλi
2 = 0, i = 1, 2,

т. е. только первое уравнение системы (4).
Следовательно, определив матрицу �, можно найти общий вид решения

системы (1) V = �u.
В силу того, что коэффициенты системы (1) A , B, C — вещественные

матрицы, вещественное решение системы (1) представляется в виде V = Re�u.

Доказательство теоремы 2. Зная значения функций V (x, y), ∂
∂νV (x, y)

на множестве M , можно определить на M значения производных

∂xV (x, y) = −νy∂τg(x, y) + νxh(x, y), ∂yV (x, y) = νx∂τg(x, y) + νyh(x, y),

где (νx, νy) — вектор единичной внешней нормали, ∂τ — производная по каса-
тельному направлению функции g(x, y).

Определим функцию

h′(x, y) = (τ1(T11∂x + T12∂y) + τ2(T21∂x + T22∂y))V (x, y).

Подставим выражение V = �u и воспользуемся тем, что uy = A0ux:

h′ = τ1(T11� + T12�A0)∂xu+ τ2
(
T21�A

−1
0 + T22�

)
∂yu.

Так как по условию теоремы T11� + T12�A0 = T21�A
−1
0 + T22� = �′, то

h′ = τ1�
′∂xu+ τ2�

′∂yu = �′
∂

∂τ
u.

Поэтому

�′u =

(x,y)∫
(x0,y0)

h′(ξ, η) ds+ V0 = h̃(x, y) + V0.

Взяв вещественные части, получим Re�u = g, Re�′u = Re h̃+ ReV0 и(
Re� − Im�
Re�′ − Im�′

)(
v
w

)
=
(

g
Re h̃+ ReV0

)
. (12)
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Следовательно, при фиксированном V0 значения v, w находятся однозначно, так
как

det
(

Re� − Im�
Re�′ − Im�′

)
6= 0.

Кроме того, без ограничения общности можно считать, что V0 = 0. В самом
деле, пусть u(z) = (v, w)(z) — решение системы при V0 = 0. Можно определить
постоянный вектор u0 = (v0, w0) такой, что Re�′u0 = V0, Re�u0 = 0. Тогда
функция u(z) + u0 будет решением (12), но решением эллиптической системы
(1) является V = Re�(u+ u0) = Re�u, т. е. можно полагать V0 = 0.

3. Доказательство теоремы 3.1. Как и в классическом случае A = 0
[7], рассмотрим функцию (в нашем случае операторную), которая на множестве
∂� \M стремится к нулю.

Идея использовать для построения такой функции гармоническую меру
множества M принадлежит Г. М. Голузину и В. И. Крылову [5]. Они развили
идею Т. Карлемана [4] применить для решения задачи аналитического продол-
жения функцию со специальными свойствами на границе области. В нашем
случае рассматривается операторная функция

φ(z) =
n−1∑
k=0

∂kφ0(z)
z̄k

k!
Ak, z = x+ iy, �N (z) = eNφ(z).

Такая функция является A-аналитической (в силу того, что An = 0 и ∂̄φ0(z) =
0), и она коммутирует с оператором A, поэтому существует и функция �−1

N (z) =
e−Nφ(z).

Используя формулу Коши, доказанную в работе [9] для общего случая опе-
ратора A, получаем

u(z) =
1

2πi

∫
∂�

(dζ +Adζ̄)(ζ − z + (ζ − z)A)−1�N (z)−1�N (ζ)f(ζ).

Если оценить норму ‖�N (z)−1�N (ζ)‖, то окажется, что она будет стремить-
ся к нулю при N →∞ и ζ ∈ ∂� \M :

‖�N (z)−1�N (ζ)‖ = eN(ψ(ζ)−ψ(z))‖eN
∑n−1
k=1 (∂kφ0(ζ) ζ̄

k

k! −∂
kφ0(z) z̄

k

k! )Ak‖

≤ eN(ψ(ζ)−ψ(z))(1 + eωφN)(n−1),

где ψ(ζ) = Reφ0(z) — «сглаженная» гармоническая мера множества M , обла-
дающая следующими свойствами:

ψ(ζ) = 0, ζ ∈ ∂� \M ; 0 ≤ ψ(z) ≤ 1, z ∈ �,

и ωφ — константа, зависящая от области � и функции φ0:

ωφ = sup
k,z,ζ

|∂kφ0(ζ)ζ̄k − ∂kφ0(z)z̄k|, z ∈ �, ζ ∈ ∂�, k = 1, . . . , n− 1.

Поэтому, когда N →∞, интеграл по ∂� \M стремится к нулю и в итоге полу-
чается формула (10), позволяющая восстановить функцию u(z) по данным на
множестве M .

Доказательство теоремы 3.2. Предварительно докажем аналог фор-
мулы Коши для функций, являющихся решением уравнения (5).
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Теорема 4. Пусть(
∂x −

1
λ
∂y

)
u(z)−

(
0 − α

2λ
0 0

)(
∂x +

1
λ
∂y

)
u(z) = 0, α = λ̄− λ.

Тогда ∂̄Au = 0 при

A =
( 1+iλ

1−iλ − 2iα
(1−iλ)2

0 1+iλ
1−iλ

)
=
(
a b
0 a

)
и

u(z) =
(−1)k

2πi

∫
∂�

(dζ +Adζ̄)(ζ − z + (ζ − z)A)−1u(ζ),

где k = 0 при |a| < 1 и k = 1 при |a| > 1, a = (1 + iλ)/(1− iλ).
Доказательство. Преобразуем уравнение uy = A0ux:

A0ux − uy = A0(∂̄ + ∂)u+ i(∂̄ − ∂)u = (A0 + iE)∂̄u+ (A0 − iE)∂u

= i(E − iA0)∂̄u− i(E + iA0)∂u = i(E − iA0)(∂̄ − (E − iA0)−1(E + iA0)∂)u

= i(E − iA0)∂̄Au = 0,

где

A =
(

1− iλ −iα
0 1− iλ

)−1( 1 + iλ iα
0 1 + iλ

)
=
( 1+iλ

1−iλ
2iα

(1−iλ)2

0 1+iλ
1−iλ

)
=
(
a b
0 a

)
.

Матрица E − iA0 обратима, поэтому ∂̄Au = 0.
Так как функция z + Az̄ является A-аналитической, применяя формулу

Грина, можно показать, что

K�u =
∫
∂�

(dζ+Adζ̄)(ζ−z+(ζ − z)A)−1u(ζ)=
∫
∂�ε

(dζ+Adζ̄)(ζ−z+(ζ − z)A)−1u(ζ),

где ∂�ε = {ζ : |ζ − z| = ε}. Далее,

K�u =
∫
∂�ε

(dζ +Adζ̄)(ζ − z + (ζ − z)A)−1(u(ζ)− u(z))

+
∫
∂�ε

(dζ +Adζ̄)(ζ − z + (ζ − z)A)−1u(z).

Так как ζ = z + iεeiφ, имеем

(dζ +Adζ̄)(ζ − z + (ζ − z)A)−1 = i(eiφ − e−iφA)(eiφ + e−iφA)−1 dφ

= i

(
eiφ−e−iφa
eiφ+e−iφa

−2b
(eiφ+e−iφa)2

0 eiφ−e−iφa
eiφ+e−iφa

)
dφ.

При этом первый интеграл в формуле для K�u при ε→ 0 стремится к нулю, а
второй вычисляется явно по теореме о вычетах:

i

2π∫
0

eiφ − e−iφa

eiφ + e−iφa
dφ =

∫
|z|=1

z2 − a

z2 + a

dz

z
=
{

2πi, |a| < 1,
−2πi, |a| > 1,
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i

2π∫
0

−2b
(eiφ + e−iφa)2

dφ = i

2π∫
0

−2bz
(z − i

√
a)2(z + i

√
a)2

dz = 0.

Заметим, что |a| = | 1+iλ1−iλ | 6= 1, так как λ не является вещественным числом.
Таким образом,

K�u =
{

2πi u(z), |a| < 1,
−2πi u(z), |a| > 1.

Продолжим доказательство теоремы 3.2. Покажем, что функция �(z) =

φ(zλ) + ∂zλφ(zλ)z−λA′ c матрицей A′ =
(

0 − α
2λ

0 0

)
обладает следующими свой-

ствами:
1) [(∂x − 1

λ∂y)−A′(∂x + 1
λ∂y)]e

�(z) = 0,
2) [e�(z), A′] = 0,
3) [e�(z1), e�(z2)] = 0 ∀z1, z2 ∈ �,
4) (e�(z))−1 = e−�(z),
5) ‖e(�(ζ)−�(z))N‖ → 0 ∀z ∈ �,∀ζ ∈ ∂� \M при N →∞.
В самом деле, свойство 1 проверяется непосредственным вычислением, а

свойства 2–4 следуют из того, что все матрицы треугольные вида
(
a b
0 a

)
.

Для доказательства свойства 5 оценим ‖e(�(ζ)−�(z))N‖. Вычисляя

e�(z) = eφ(zλ)
(

1 − α
2λ∂zλφ(zλ)z−λ

0 1

)
,

получим

e−�(z)Ne�(z1)N = eN(φ(z1λ)−φ(zλ))
(

1 N α
2λ (∂z1λφ(z1

λ)z
1
−λ − ∂zλφ(zλ)z−λ)

0 1

)
.

Следовательно,

‖eN(�(z1)−�(z))‖ ≤ eN Re(φ(x1+λy1)−φ(x+λy))(1 +Nω(φ)),

где ω(φ) — константа, зависящая от φ(z) и �.
При z ∈ �, z1 ∈ ∂� \M имеем

Reφ(x1 + λy1) = 0, 0 < Reφ(x+ λy) < 1,

поэтому

‖eN(�(z1)−�(z))‖ ≤ e−N Re(φ(x+λy)(1 +Nω(φ)) → 0, N →∞.

В итоге, используя полученную в теореме 4 формулу Коши, для опреде-
ления функции u(z), которая является решением уравнения (5), приходим к
формуле типа Карлемана

u(z) =
(−1)k

2πi
lim
N→∞

∫
M

(dζ +Adζ)(ζ − z + (ζ − z)A)−1eN(�(ζ)−�(z))f(ζ),

где матрица A и число k определены в условиях теоремы.
Доказательство теоремы 3.3. В случае λ1 6= λ2 для определения функ-

ции u(z) = (u1(z), u2(z)) достаточно решить две задачи Коши с неполными дан-
ными

∂xui(z)−
1
λi
∂yui(z) = 0, i = 1, 2, ui(z)|M = fi(z).
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Функции fi(z) находятся также по алгоритму, предложенному в теореме 2.
Для каждого λi рассмотрим функцию ũ(ξ + iη) такую, что

∂̄ũ(ξ + iη) = 0,

в областях �λi , каждая из которых является образом области � при соответ-
ствующем отображении z = (x, y) → zλi = x+ λiy. Тогда

u(z) = ũi(x+ λiy) = ũ(ξ + iη)

является решением уравнения(
∂x −

1
λi
∂y

)
u(z) = 0

и
u(z) = ũ(zλi) =

1
2πi

∫
∂�λi

ũ(ζ)
ζ − zλi

dζ,

т. е. в этом случае мы приходим к определению функций ui(z) по классиче-
ской формуле Карлемана, используя метод «гасящей функции» с последующей
заменой переменных.

3. Примеры

В этом разделе приводятся примеры использования полученных формул
типа Карлемана при решении задач Коши для некоторых уравнений математи-
ческой физики в произвольных ограниченных областях с гладкими границами
на плоскости.

Задача Коши для системы уравнений Ламе. Рассмотрим задачу Ко-
ши для cистемы уравнений Ламе, описывающей состояние плоской изотропной
упругой среды в некоторой области � ⊂ C:

µ�V + (λ+ µ)∇ div V = 0, (13)

V |M = G(x), (14)
T∂V |M = H(x). (15)

Здесь λ, µ — положительные постоянные, V = (V1, V2) — вектор смещений, T∂ —
оператор напряжения, определяемый равенством T∂V |M = σν|m для вектора
внешней нормали ν = (ν1, ν2) и тензора напряжения σ, элементы которого свя-
заны с вектором смещения V соотношениями Гука

σxx = λ(∂xV1 + ∂yV2) + 2µ∂xV1, σyy = λ(∂xV1 + ∂yV2) + 2µ∂yV2,

σxy = σyx = µ(∂yV1 + ∂xV2) + 2µ∂xV1.

Легко показать, что

T∂ =
(

(λ+ 2µ)ν1 µν2
λν2 µν1

)
∂x +

(
µν2 λν1
µν1 (λ+ 2µ)ν2

)
∂y.

Переходя от вектора нормали к вектору касательного направления, оператор
T∂ можно записать в виде

T∂ = τ1

(
0 −µ
−λ 0

)
∂x + τ1

(
−µ 0
0 −(λ+ 2µ)

)
∂y + τ2

(
λ+ 2µ 0

0 µ

)
∂x

+ τ2

(
0 λ
µ 0

)
∂y = T11τ1∂x + T12τ1∂y + T21τ2∂x + T22τ2∂y.
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Теорема 5. Пусть функция V (x, y) ∈ C2(�; R2) ∩ C1(�; R2) является ре-
шением задачи (13)–(15).

Тогда V (x, y) находится по формуле

V = Re�u,

где � =
(

i i
−1 2κ− 1

)
, κ = λ+3µ

λ+µ , а u(z) — A-аналитическая функция для

A =
(

0 −1
0 0

)
, принимающая на множестве M значения u|M = f = g + ih, где

функции g(z), h(z) определяются из системы

(
Re� − Im�
Re�′ − Im�′

)(
g(x)
h(x)

)
=

 G(x)
(x,y)∫

(x0,y0)
H(x, y) ds

 , (16)

где �′ = 2µ
(

1 2− κ
i −iκ

)
.

Значения функции u(z), z = x + iy ∈ �, находятся по формулам типа
Карлемана

u(z) = lim
N→∞

1
2πi

(∫
M

eN(φ0(ζ)−φ0(z))
((

f1
f2

)
(ζ)

+
(
N(∂φ0(ζ)ζ̄ − ∂φ0(z)z̄) +

ζ − z

ζ − z

)(
f2
0

)
(ζ)
)

dζ

ζ − z

−
∫
M

eN(φ0(ζ)−φ0(z))
(
f2
0

)
(ζ)

dζ̄

ζ − z

)
.

Доказательство. Запишем систему (13) в развернутом виде:

µ(∂xxV1 + ∂yyV1) + (λ+ µ)∂x(∂xV1 + ∂yV2) = 0,

µ(∂xxV2 + ∂yyV2) + (λ+ µ)∂y(∂xV1 + ∂yV2) = 0.

Отсюда определим матричные коэффициенты системы:

A =
(
λ+ 2µ 0

0 µ

)
, 2B =

(
0 λ+ µ

λ+ µ 0

)
, C =

(
µ 0
0 λ+ 2µ

)
.

Найдем корни характеристического полинома:

det
∥∥A + 2Bλ0 + Cλ2

0
∥∥ =

∣∣∣∣λ+ 2µ+ µλ2
0 (λ+ µ)λ0

(λ+ µ)λ0 µ+ (λ+ 2µ)λ2
0

∣∣∣∣
= (λ+ 2µ)µ

(
1 + 2λ2

0 + λ4
0
)

= 0.

Так как система эллиптическая, матрицы A ,C обратимы, следовательно, (λ+
2µ) 6= 0, µ 6= 0, т. е. корни находятся из уравнения 1 + 2λ2

0 + λ4
0 =

(
1 + λ2

0
)2 = 0.

Таким образом, в верхней полуплоскости получаем корень λ0 = i кратности 2.
По теореме 1 решение системы (13) находится по формуле

V = Re�u,
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где функция u(z) является решением уравнения(
∂x −

1
λ0
∂y

)
u(z)−A

(
∂x +

1
λ0
∂y

)
u(z) = 0

с матрицей

A =
(

0 − ī−i
2i

0 0

)
=
(

0 1
0 0

)
.

При λ0 = i уравнение принимает вид ∂̄u(z) = A∂u(z).
Столбцы матрицы � определяются из системы (4), которая в данном случае

принимает вид

(λ+ µ)
(

1 i
i −1

)
�1 = 0, (λ+ µ)

(
1 i
i −1

)
�2 + 2(λ+ 3µ)�1 = 0.

Отсюда, если взять �1 =
(

i
−1

)
, имеем(

1 i
i −1

)
�2 = −2

λ+ 3µ
λ+ µ

(
i
−1

)
= −2κ

(
i
−1

)
, �2 =

(
i

−2κ− 1

)
.

В работе [2] показано, что решение системы (13) представимо в виде V =
Re�′u′, где u′(z) — A′-аналитическая функция,

A′ =
(

0 0
i/2 0

)
, �′ =

(
i 1

−κ− 1 i

)
, κ =

λ+ 3µ
λ+ µ

.

Если взять функцию u = Du′, то ∂̄u = D∂̄u′ = DA′∂u′ = DA′D−1∂u, т. е.
функция u = Du′ является A-аналитической функцией с A = DA′D−1.

При D =
(

1/2 −i
1/2 0

)
имеем

A = DA′D−1 = −2i
(

1/2 −i
1/2 0

)(
0 0
i/2 0

)(
0 i

−1/2 1/2

)
=
(

0 1
0 0

)
.

При этом решение системы Ламе находится по формуле

V = Re�′D−1Du′ = �u,

где

� = �′D−1 = −2i
(

i 1
−κ− 1 i

)(
0 i

−1/2 1/2

)
=
(

i i
−1 −2κ− 1

)
,

а u(z) — A-аналитическая функция уже с вещественной матрицей A =
(

0 1
0 0

)
,

т. е. получаем тот же самый результат, что и по предложенному в теореме 1
методу.

Однако при решении задачи Коши для системы уравнений Ламе, где в
граничных данных присутствует оператор напряжения, удобнее перейти к A-

аналитическим функциям с матрицей A =
(

0 −1
0 0

)
.

В этом случае при вычислении граничных значенийA-аналитической функ-
ции по теореме 2 можно будет воспользоваться матрицами Tij , определенными
в операторе напряжения.
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Действительно, если V = Re�u, где

� =
(

i i
−1 −2κ− 1

)
, ∂̄u(z) = A∂u(z), A =

(
0 1
0 0

)
,

то
V = Re�−u− = Re�D−1Du,

с матрицей D =
(

1 2
0 −1

)
. При этом

∂̄u−(z) = A−∂u−(z),

A− = DAD−1 =
(

1 2
0 −1

)(
0 1
0 0

)(
1 2
0 −1

)
=
(

0 −1
0 0

)
,

�− = �D−1 =
(

i i
−1 −2κ− 1

)(
1 2
0 −1

)
=
(

i i
−1 2κ− 1

)
.

Для определения граничных значений A-аналитической функции u(z) с

матрицей A =
(

0 −1
0 0

)
вычислим матрицу �′ из теоремы 2. Имеем

A0 = (E −A)−1(E +A) =
(

1 −1
0 1

)2

=
(

1 −2
0 1

)
, A−1

0 =
(

1 2
0 1

)
.

Поэтому

T11� + iT12�A
−1
0 =

(
0 −µ
−λ 0

)(
i i
−1 2κ− 1

)
+ i

(
−µ 0
0 −(λ+ 2µ)

)(
i i
−1 2κ− 1

)(
1 2
0 1

)
=
(

2µ 2µ(2− κ)
i2µ −i(λ+ (λ+ 2µ)(2κ− 3))

)
.

Так как

λ+ (λ+ 2µ)(2κ− 3) = λ+ (λ+ 2µ)
(

2
λ+ 3µ
λ+ µ

− 3
)

=
2λµ+ 6µ2

λ+ µ
= 2µκ,

то
T11 + iT12�A

−1
0 = 2µ

(
1 2− κ
i −iκ

)
.

Аналогично

T22� − iT21�A0 =
(

0 λ
µ 0

)(
i i
−1 2κ− 1

)
− i

(
λ+ 2µ 0

0 µ

)(
i i
−1 2κ− 1

)(
1 −2
0 1

)
= 2µ

(
1 2− κ
i −iκ

)
= �′.

Найдем det �̃ = det
(

Re� − Im�
Re�′ − Im�′

)
. Имеем

�̃ =


0 0 −1 −1
−1 2κ− 1 0 0
2µ 2µ(2− κ) 0 0
0 0 −2µ 2µκ

 ,
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Поэтому det �̃ = 4µ(1 + κ)2 6= 0 и граничные значения функции f(z) определя-
ются однозначно через данные Коши (14), (15). Следовательно, задача Коши
для системы уравнений Ламе эквивалентна задаче A-аналитического продол-

жения с матрицей A =
(

0 −1
0 0

)
. Получив значения функций g(x), h(x) на

множестве M по данным Коши G(x), H(x), функцию u(z) можно восстановить
по формулам типа Карлемана из теоремы 3.1, а затем по u(z) найти решение
исходной задачи.

Вычисляя функцию �N (z) из теоремы 3.1 для конкретной матрицы A =(
0 −1
0 0

)
, получаем

φ(z) = φ0(z) + ∂φ0(z)z̄A =
(
φ0(z) −∂φ0(z)z̄

0 φ0(z)

)
,

�−1
N (z)�N (ζ) = eN(φ0(ζ)−φ0(z))

(
1 N(∂φ0(ζ)ζ̄ − ∂φ0(z)z̄)
0 1

)
.

Подставляя полученное значение в формулу Карлемана, приходим к следующей
формуле, дающей решение задачи A-аналитического продолжения:

u(z) = lim
N→∞

1
2πi

(∫
M

eN(φ0(ζ)−φ0(z))
((

f1
f2

)
(ζ)

+
(
N(∂φ0(ζ)ζ̄ − ∂φ0(z)z̄) +

ζ − z

ζ − z

)(
f2
0

)
(ζ)
)

dζ

ζ − z

−
∫
M

eN(φ0(ζ)−φ0(z))
(
f2
0

)
(ζ)

dζ̄

ζ − z

)
.

При этом, оценивая интеграл по ∂� \M , можно показать, что он будет меньше
ε при N > Nε, где

Nε =
2e

(1− e)ψ(z)
ln
(

πρ∂�\M (z)ψ2(z)ε
16ω|∂� \M |‖f‖∂�\M

)
(здесь ω = 2 sup

z∈∂�
|∂φ0(z)z̄|, |∂�\M | — длина дуги �\M , ρ∂�\M (z) — расстояние

от точки z до множества � \M).
Из полученной формулы типа Карлемана следует оценка условной устой-

чивости:
‖V (x, y)‖ ≤ εl(f(z)) + c(ε)‖f(z)‖M ,

где f(z) является граничным значением u(z),

l(f(z)) = ‖f(z)‖(∂�\M ;C2), c(ε) = Cε1−
c

ψ(z)(e−1) ,

и ψ(z) — гармоническая мера множества M .
При этом если, используя формулу Карлемана, мы приближенно вычислим

значение VN (x, y) при N > Nε, то ошибка оценивается величиной

‖V − VN‖ ≤ ‖�‖ε

при условии определения данных Коши G(z), H(z) с погрешностью не более ε0:

ε0 ≤ C1ε
2e

(e−1)ψ(z) , C1 =
ρM (z)
|M |

(
|∂� \M |
ρ∂�\M (z)

‖f‖
)1− 2e

(e−1)ψ(z)
(
πψ2(z)

8ω

) 2e
(e−1)ψ(z)

‖�̃‖.
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В работе [10] получено решение задачи Коши для системы уравнений Ламе
в областях специального вида с помощью функций Карлемана. Доказанные
выше результаты дают другой подход к решению поставленной задачи через
A-аналитические функции и позволяют найти формулу решения в явном виде
в случае произвольной ограниченной области с гладкой границей на плоско-
сти. В случае, когда область � является полуплоскостью {Im z > 0}, формулы
Карлемана для системы уравнений Ламе были получены в [3].

Задача Коши для системы уравнений упругости с остаточной де-
формацией. В работе [11] в качестве одного из примеров были рассмотрены
некоторые обратные задачи для следующей системы уравнений:

PV (x) = ∇x · (λ(x) tr(∇x ⊗ V ) + 2µ(x)(∇x ⊗s V ) + (∇x ⊗ V )tT (x)) = 0, (17)

описывающей состояние равновесия изотропной неоднородной упругой среды с
остаточной деформацией. Предполагается, что на объект не оказывается внеш-
них воздействий, но они происходили в прошлом (сдвиги, смещения, сейсмиче-
ская активность) и оставили внутри объекта напряжения, которые моделируют-
ся тензором второго порядка T (x), обладающим свойствами бездивергентности:

∇x · T (x) = 0, x ∈ �, (18)

и нулевым напряжением на поверхности:

T (x) · ν = 0, x ∈ ∂�. (19)

Условия на параметры упругости

λ(x) + µ(x) > 0, x ∈ �̄, (20)

и положительная определенность тензора

µ(x)I + T (x) > 0, x ∈ �, (21)

обеспечивают эллиптичность системы (17).
Операторы в (17) определены следующим образом:

∇x · V = div V (x), (∇x · T )i =
n∑
j=1

∂Tij
∂xj

, v ⊗s w =
1
2
(v ⊗ w + w ⊗ v),

(u⊗∇x) = (∇x ⊗ u)t, tr(v ⊗ w) = v · w, trT =
n∑
i=1

tii.

В случае, когда n = 2, при постоянных λ, µ, T и выполнении условий (19)–
(21) система (17) является эллиптической системой 2-го порядка с постоянными
коэффициентами на плоскости. Поэтому, воспользовавшись результатами, по-
лученными в предыдущих теоремах, можно найти решение задачи Коши для
системы (17).

Теорема 6. Пусть для λ, µ, T выполняются условия (19)–(21). Тогда век-
тор смещения V (x, y), являющийся решением задачи Коши

PV (x, y) = ∇x · (λ tr(∇x⊗V )+2µ(∇x⊗sV )+(∇x⊗V )tT ) = 0, (x, y) ∈ �, (22)

V |M = F (x, y), T∂V |M = G(x, y),
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с оператором напряжения T∂ находится по формуле

V = Re�u,

где матрица � определяется из результатов теоремы 1, причем корни характе-
ристического полинома λ0 находятся из уравнения(

λ+ 2µ+ t11 + (t12 + t21)λ0 + (µ+ t22)λ2
0
)(
µ+ t11 + (t12 + t21)λ0

+ (λ+ 2µ+ t22)λ2
0
)
− (λ+ µ)2λ2

0 = 0,

а вектор-функция u(z) в зависимости от значений λ0 находится по формулам
типа Карлемана, приведенным в теоремах 3.1–3.3.

Доказательство. Имеем

tr(∇x ⊗ V ) = tr
(
∂xV1 ∂xV2
∂yV1 ∂yV2

)
= div V,

∇x ⊗s V =
1
2
(∇x ⊗ V + V ⊗∇x) =

1
2
(∇x ⊗ V + (∇x ⊗ V )t)

=
1
2

[(
∂xV1 ∂xV2
∂yV1 ∂yV2

)
+
(
∂xV1 ∂yV1
∂xV2 ∂yV2

)]
.

Таким образом, система (22) записывается в виде

∇x ·
(
λ div V E+µ

(
2∂xV1 ∂xV2 + ∂yV1

∂yV1 + ∂xV2 2∂yV2

)
+
(
∂xV1 ∂yV1
∂xV2 ∂yV2

)(
t11 t12
t21 t22

))
= λ

(
∂xxV1 + ∂xyV2
∂xyV1 + ∂yyV2

)
+ µ

(
2∂xxV1 + ∂xyV2 + ∂yyV1
∂xyV1 + ∂xxV2 + 2∂yyV2

)
+
(
t11∂xxV1 + t21∂xyV1 + t12∂xyV1 + t22∂yyV1
t11∂xxV2 + t21∂xyV2 + t12∂xyV2 + t22∂yyV2

))
= (λ+ µ)

(
∂xxV1 + ∂xyV2
∂xyV1 + ∂yyV2

)
+ µ

(
∂xxV1 + ∂yyV1
∂xxV2 + ∂yyV2

)
+ t11∂xxV + (t21 + t12)∂xyV + t22∂yyV

= µ�V + (λ+ µ)∇ div V + t11Vxx + (t21 + t12)Vxy + t22Vyy,

т. е. при T ≡ 0 получается обычная система уравнений Ламе. Если же T 6= 0,
то коэффициенты эллиптической системы имеют вид

A =
(
λ+ 2µ 0

0 µ

)
+ t11E, B =

(
0 λ+ µ

λ+ µ 0

)
+ (t12 + t21)E,

C =
(
µ 0
0 λ+ 2µ

)
+ t22E.

Поэтому при вычислении корней характеристического полинома, приходим к
следующему уравнению:

det
((

λ+ 2µ+ t11 0
0 µ+ t11

)
+
(
t12 + t21 λ+ µ
λ+ µ t12 + t21

)
λ0

+
(
µ+ t22 0

0 λ+ 2µ+ t22

)
λ2

0

)
=
(
λ+ 2µ+ t11 + (t12 + t21)λ0 + (µ+ t22)λ2

0
)
(µ+ t11 + (t12 + t21)λ0
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+ (λ+ 2µ+ t22)λ2
0)− (λ+ µ)2λ2

0 = 0.

Решая это уравнение для конкретной матрицы T , находим корни λ0 и в
зависимости от их значений используем результаты теорем 3.1–3.3. При этом
связь данных Коши для вектора смещений V (x, y) и A-аналитической функции
u(z) определяется так же, как и для обычной системы Ламе.

Задача Коши для системы уравнений Навье — Стокса. Как показа-
но в [12], с A-аналитическими функциями связана и линеаризованная система
уравнений Навье — Стокса:

�V1 = ∂xp, �V2 = ∂yp, ∂xV1 + ∂yV2 = 0, V |M = G(x),
∂

∂ν
V

∣∣∣∣
M

= H(x),

(23)
где V = (V1, V2) — вектор скорости и p — давление.

Для этой системы справедливо следующее утверждение.

Теорема 7. Пусть V (x, y) ∈ C2(�; R2) ∩ C1(�; R2), p(x, y) ∈ C1(�; R2) —
решение задачи Коши для системы уравнений Навье — Стокса.

Тогда V (x, y) находится по формуле

V = Re�u, � =
(

i 4i
−1 −2

)
,

а p = 4∂xw2, где u(z) = v(z) + iw(z), u(z) = (u1(z), u2(z)) — A-аналитическая

функция для A =
(

0 −1
0 0

)
, принимающая на множестве M значения u|M =

f = g + ih, функции g(t), h(t) определяются из системы (15)

(
Re� − Im�
Re�′ − Im�′

)(
g(x)
h(x)

)
=

 G(x)
(x,y)∫

(x0,y0)
H ′(x, y) ds

 ,

с матрицей �′, определенной в теореме 5, и

H ′(x, y) = T∂V (x, y),

где T∂ — дифференциальный оператор напряжения (15).
Для функции u(z) справедлива формула типа Карлемана, приведенная в

теореме 5.
Доказательство. Как показано в [12], решение этой системы также на-

ходится через A-аналитическую функцию u′(z) = v′(z) + iw′(z), u′ =
(
u′1, u

′
2
)
, c

матрицей A′ =
(

0 0
i/2 0

)
по формулам

V = Re �1u
′, p = −2 Im ∂u′1,

где �1 =
(
−i/2 1
−1/2 i

)
.

Переходя к A-аналитической функции u(z) с A =
(

0 −1
0 0

)
, получим, что

решение поставленной задачи выражается формулой V = Re�u, где

� = �1D
−1 =

(
i 4i
−1 −2

)
,
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с матрицей D =
(

3/2 −i
−1/2 0

)
, а

p = −2 Im ∂u′1 = −2 Im ∂(D−1u)1 = −2 Im ∂(−2u2) = 2(∂xw2 − ∂yv2) = 4∂xw2

в силу того, что ∂̄u =
(

0 −1
0 0

)
∂u и, следовательно, ∂̄u2 = 0, т. е. u2(z)

является обычной аналитической функцией.
Исходя из данных Коши, можно определить частные производные вектора

скорости V (x, y) на множестве M и по ним найти значения дифференциального
оператора напряжения T∂V (x, y). Его удобно использовать вследствие того, что
выбор матриц Tij обеспечивает выполнение условий теоремы 2 и нахождение
матрицы �′. Поэтому по данным Коши G(x), H(x) значения f(x) определяются
однозначно и для нахождения A-аналитической функции u(z) можно применить
доказанные в теореме 5 формулы типа Карлемана, а также полученную оценку
условной устойчивости.
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