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СВОБОДНОЙ ГРУППЫ
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Аннотация: Доказано, что во всякой свободной неабелевой группе существует ко-
нечно порожденная изолированная подгруппа, которая не отделима в классе ниль-
потентных групп. В качестве следствия получен отрицательный ответ на вопрос
Д. И. Молдаванского (см. «Коуровскую тетрадь», вопрос 15.60): «Верно ли, что
любая конечно порожденная p′-изолированная подгруппа свободной группы отде-
лима в классе конечных p-групп?»
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Следуя А. И. Мальцеву [1], будем говорить, что подгруппа H группы G
финитно отделима от элемента g ∈ G \ H, если существует гомоморфизм ϕ
группы G в некоторую конечную группу, при котором ϕ(g) 6∈ ϕ(H). Подгруппу,
которая отделима от всех не входящих в нее элементов, называют финитно от-
делимой. Рассматривая вместо гомоморфных отображений на конечные группы
гомоморфизмы в группы какого-либо другого класса K , придем к определению
отделимости в классе K . В частности, если K — класс конечных p-групп, то
отделимость в этом классе будем называть p-отделимостью. Проблема финит-
ной отделимости подгрупп тесно связана с проблемой вхождения элементов в
подгруппу [1].

Из результата М. Холла [2] следует, что любая конечно порожденная под-
группа свободной группы является финитно отделимой.

Теорема Холла перестает быть справедливой, если класс конечных групп
заменить классом конечных p-групп. Действительно, рассмотрим в бесконеч-
ной циклической группе G = 〈a〉 подгруппу H = 〈aq〉, где q — простое число,
отличное от p. Очевидно, a 6∈ H, но при любом гомоморфизме группы G на
p-группу образ элемента a попадает в образ подгруппы H, т. е. подгруппа H не
является p-отделимой.

В приведенном примере H не является p′-изолированной в G. Напомним,
что подгруппа H группы G называется p′-изолированной (где p — простое чис-
ло), если для любого простого числа q, отличного от p, и для произвольного
элемента g ∈ G из включения gq ∈ H следует, что g ∈ H. Если же в разо-
бранном выше примере рассматривать только p′-изолированные подгруппы, то
каждая из них является p-отделимой.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (код проекта 02–01–01118).
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Д. И. Молдаванский высказал гипотезу о том, что последнее утверждение
справедливо для любой свободной группы.

Вопрос [3, вопрос 15.60]. Верно ли, что любая конечно порожденная p′-
изолированная подгруппа свободной группы отделима в классе конечных p-
групп? Легко видеть, что это верно для циклических подгрупп.

В пользу этой гипотезы говорит и результат Е. Д. Логиновой [4, § 3] о том,
что во всякой конечно порожденной нильпотентной группе любая p′-изолирован-
ная подгруппа отделима в классе конечных p-групп.

Основным результатом настоящей заметки является

Теорема. Во всякой свободной неабелевой группе существует конечно по-
рожденная изолированная подгруппа, которая не отделима в классе нильпо-
тентных групп.

Так как всякая конечная p-группа является нильпотентной [5, с. 162], а
всякая изолированная подгруппа является и p′-изолированной для любого про-
стого p, то непосредственно из этой теоремы получается отрицательный ответ
на вопрос Д. И. Молдаванского.

Следствие. Во всякой свободной неабелевой группе для любого простого
числа p существует конечно порожденная p′-изолированная подгруппа, которая
не отделима в классе конечных p-групп.

Перейдем непосредственно к доказательству теоремы. Рассмотрим свобод-
ную неабелеву группу

F = 〈x, y, zi(i ∈ I)〉,

где I — некоторое, возможно, пустое множество индексов. Выберем в ней под-
группу

H = 〈x[y, x], y, zj(j ∈ J)〉,

где [y, x] = y−1x−1yx, а J — некоторое подмножество множества I. Заметим,
что H является собственной подгруппой группы F и, в частности, не содержит
элемента x. Действительно, если обозначить a = x[y, x], b = y, то всякое сло-
во, приведенное в алфавите A =

{
a±1, b±1, z±1

j (j ∈ J)
}
, содержащее хотя бы

один из символов a±1 или b±1, является приведенным и как слово в алфави-
те X =

{
x±1, y±1, z±1

i (i ∈ I)
}
, а потому содержит либо символ y, либо y−1 и,

следовательно, не может быть равно x.
Покажем, что подгруппа H не отделима в классе нильпотентных групп.

Для этого рассмотрим фактор-группы группы F по членам нижнего централь-
ного ряда γnF , n ∈ N, где

γ1F = F, γi+1F = [γiF, F ], i = 1, 2, . . . ,

и соответствующие гомоморфизмы

ϕn : F −→ F/γnF, n = 1, 2, . . . .

Заметим, что при любом из этих гомоморфизмов образ подгруппы H совпадает
с образом подгруппы 〈x, y, zj(j ∈ J)〉. Действительно, это очевидно при n = 1, 2,
а при n > 2 следует из хорошо известного факта [6, теорема 31.2.5] о том, что
если нильпотентная группа G по модулю коммутанта G′ = γ2G порождается
элементами a1, a2, . . . , ar, то и сама G порождается элементами a1, a2, . . . , ar.
Так как группы F/γnF являются свободными нильпотентными, подгруппа H
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не является отделимой в классе свободных нильпотентных групп, а потому и в
классе всех нильпотентных групп.

Для завершения доказательства теоремы осталось доказать, что подгруп-
па H изолирована в F . Для простоты доказательства ограничимся случаем,
когда порождающие zi отсутствуют. Общий случай разбирается аналогично.
Справедлива

Лемма. Подгруппа H = 〈x[y, x], y〉 изолирована в свободной группе F =
〈x, y〉.

Доказательство. Обозначим a = x[y, x], b = y. Будем рассматривать
элементы группы F как слова в алфавите X = {x±1, y±1}, а элементы подгруп-
пы H либо как слова в алфавите A = {a±1, b±1}, либо как слова в алфавите
X, подставляя вместо a и b их выражения в алфавите X. Символом «≡» бу-
дем обозначать графическое равенство слов а алфавите X, а символом «=» —
равенство элементов в группе F .

Предположим, что для некоторого приведенного слова f из F и некоторого
ненулевого целого m элемент fm лежит в H. Не уменьшая общности, будем
считать, что m > 0. Тогда для некоторых целых чисел α1, β1, α2, β2, . . . , αk, βk,
отличных от нуля, за исключением, возможно, α1 и βk, справедливо равенство

fm = aα1bβ1aα2bβ2 . . . aαkbβk . (1)
Заметим, что если правая часть этого равенства приведена в алфавите A, то она
приведена и в алфавите X. Покажем, что мы можем считать приведенное сло-
во fm циклически приведенным. Действительно, рассмотрим последнюю букву
приведенного слова fm. Если этой буквой является y, то βk > 0. Если, далее,
первая буква слова fm отлична от y−1, то это слово циклически приведено.
Если же fm начинается с y−1, то α1 = 0, а β1 < 0, т. е. слово, стоящее в пра-
вой части равенства (1), не является циклически приведенным и в алфавите A.
Сопряжем обе части равенства (1) элементом y−1 = b−1. Получим элемент, яв-
ляющийся m-й степенью элемента из F и лежащий в H. Аналогичным образом
разбирается случай, когда fm оканчивается буквой y−1. Предположим теперь,
что fm оканчивается буквой x. Тогда βk = 0, αk > 0. Если fm начинается с
буквы, отличной от x−1, то fm циклически приведено. Если же fm начинает-
ся с буквы x−1, то α1 < 0. Сопряжем обе части равенства (1) элементом a−1,
получим элемент, являющийся m-й степенью элемента группы F и лежащий в
H. Если же fm оканчивается буквой x−1, то рассуждаем аналогично. Повто-
ряем описанную процедуру до тех пор, пока не придем к равенству типа (1), в
котором слово fm уже циклически приведено.

Далее рассматриваем равенство (1), считая слово fm циклически приведен-
ным. Это означает, что fm ≡ f1f2 . . . fm, где fi ≡ f , т. е. в произведении fifi+1
уже нет сокращений, i = 1, 2, . . . ,m− 1. Рассмотрим равенство

f1f2 . . . fm = aα1bβ1aα2bβ2 . . . aαkbβk . (2)
Если окажется, что f1 равно начальному подслову слова, стоящего в правой
части равенства (2), то это будет означать, что f1 равно слову в алфавите A,
т. е. f = f1 ∈ H, и требуемое утверждение справедливо.

Покажем, что другие случаи невозможны.
Предположим, что f1 равно произведению начального подслова, стоящего

в правой части равенства (2), и подслова слова a или a−1, т. е. для некоторого
показателя αl, 1 ≤ l ≤ k, имеем aαl ≡ aγa0a1aδ, |αl| = |γ|+ |δ|+ 1, и

f1 ≡ aα1bβ1aα2bβ2 . . . bβl−1aγa0,
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где a ≡ a0a1 при αl > 0 и a−1 ≡ a0a1 при αl < 0. В зависимости от начальной
буквы слова f1 рассмотрим несколько случаев.

Пусть слово f1 начинается с буквы x. Так как f1 ≡ f2, то f2 также должно
начинаться с буквы x, а это возможно в следующих двух случаях:

f1 ≡ aα1bβ1aα2bβ2 . . . bβl−1aγxy−1x−1y, γ ≥ 0, a0 ≡ xy−1x−1y,

или
f1 ≡ aα1bβ1aα2bβ2 . . . bβl−1aγx−1y−1, γ ≤ 0, a0 ≡ x−1y−1.

В первом случае
f2 ≡ xaδbβlaαl+1w,

где w — некоторое приведенное слово. Так как f1 начинается с буквы x, то
α1 > 0 и

f1 ≡ xy−1x−1yxaα1−1bβ1 . . . aγxy−1x−1y.

Для того чтобы первые три буквы слова f2 совпадали с первыми тремя буквами
слова f1, необходимо, чтобы δ = 0, βl = −1, αl+1 < 0, но тогда

f2 ≡ xy−1x−1y−1xyx−1aαl+1+1w

и, сравнивая четвертые буквы у f1 и f2, видим, что f1 6≡ f2, т. е. этот случай
невозможен.

Аналогичным образом доказывается, что f1 не может начинаться и с буквы
x−1.

Разберем случай, когда f1 начинается с буквы y. В этом случае α1 = 0,
β1 > 0. Чтобы f2 также начиналось с y, необходимо, чтобы

f1 ≡ bβ1aα2bβ2 . . . aγxy−1x−1, γ ≥ 0,
или

f1 ≡ bβ1aα2bβ2 . . . aγx−1y−1x, γ ≤ 0,
и легко заметить, что в обоих случаях β1 = 1. Тогда в первом случае

f2 ≡ yxaδbβlaαl+1w, δ ≥ 0,
где w — некоторое приведенное слово. Для того чтобы вторая буква у f1 была
такой же, как и у f2, необходимо, чтобы α2 > 0, т. е.

f1 ≡ yxy−1x−1yxaα2−1bβ2 . . . aγxy−1x−1,

а чтобы третья и четвертая буквы у f2 совпадали соответственно с третьей и
четвертой буквами у f1, необходимо, чтобы δ = 0, βl = −1, αl+1 < 0, т. е.

f2 ≡ yxy−1x−1y−1xyxaαl+1−1w,

но, сравнивая пятые буквы у f1 и f2, видим, что f1 6≡ f2. Во втором случае
f2 ≡ yx−1aδbβlaαl+1w, δ ≤ 0.

Так как вторая буква у f1 такая же, как и у f2, то α2 < 0, т. е.
f1 ≡ yx−1y−1xyx−1aα2+1bβ2 . . . aγx−1y−1x.

Так как третья и четвертая буквы у f2 совпают соответственно с третьей и
четвертой буквами у f1, то δ = 0, βl = −1, αl+1 > 0, т. е.

f2 ≡ yx−1y−1xy−1x−1yxaαl+1−1w,

но, сравнивая пятые буквы у f1 и f2, видим, что f1 6≡ f2. Следовательно, f1 не
может начинаться с буквы y.

Аналогичным образом проверяется, что f1 не может начинаться и с буквы
y−1. Таким образом, лемма, а вместе с ней и теорема доказаны.
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