
Сибирский математический журнал
Май—июнь, 2004. Том 45, № 3

УДК 514.745.82

МАГНИТНЫЙ ГЕОДЕЗИЧЕСКИЙ ПОТОК

В ОДНОРОДНОМ ПОЛЕ НА КОМПЛЕКСНОМ

ПРОЕКТИВНОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Д. И. Ефимов

Аннотация: Доказана коммутативная интегрируемость гамильтоновой системы
на касательном расслоении комплексного проективного пространства, гамильтони-
ан которой совпадает с гамильтонианом геодезического потока, а скобка Пуассона
изменена добавлением формы Фубини — Штуди к стандартной симплектической
форме.
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1. Введение

Пусть Mn — многообразие с римановой метрикой gij , которая задает изо-
морфизм касательного и кокасательного расслоений (преобразование Лежанд-
ра)

ξ ∈ TxM
n → p ∈ T ∗

xM
n

по формуле

ξ = (ξ1, . . . , ξn) → p = (p1, . . . , pn), pk = gkiξ
i, k = 1, . . . , n.

Симплектическая форма ω = dpi∧dxi задает на пространстве гладких функций
на кокасательном расслоении скобки Пуассона

{f, g} =
n∑

i=1

(
∂f

∂xi

∂g

∂pi
−

∂f

∂pi

∂g

∂xi

)
.

При этом пространство функций становится алгеброй Ли со скобками Пуассона
в качестве коммутатора. Говорят, что функции f, g находятся в инволюции,
если их скобка Пуассона тождественно равна нулю: {f, g} ≡ 0.

Гамильтоновой системой с гамильтонианом H : T ∗Mn → R на симплек-
тическом многообразии T ∗Mn называется поток, который задается уравнением

df

dt
= {f,H},

определяющим изменение любой гладкой функции вдоль потока. Функции,
которые инвариантны относительно потока, называются первыми интегралами
или интегралами движения потока.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (код проекта 03–01–00403).
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Гамильтонова система называется интегрируемой (в коммутативном смыс-
ле), если она имеет n первых интегралов в инволюции, градиенты которых неза-
висимы почти всюду на T ∗Mn. Такое семейство первых интегралов называется
полным коммутативным набором независимых интегралов.

Геодезический поток, описывающий движение частицы по инерции с кине-
тической энергией |ẋ|2/2 = gij ẋiẋj/2, задается гамильтонианом

H(x, p) =
1
2
gij(x)pipj ,

где gijgjk = δik.
Включение магнитного поля, которое согласно уравнениям Максвелла опи-

сывается замкнутой 2-формой

F = Fijdx
i ∧ dxj ,

не изменяет гамильтониан, а состоит в деформации скобок Пуассона, принима-
ющих вид

{f, g} =
n∑

i=1

(
∂f

∂xi

∂g

∂pi
−

∂f

∂pi

∂g

∂xi

)
+

n∑

i,j=1

Fij
∂f

∂pi

∂g

∂pj

(см. [1]). Полученная гамильтонова система называется магнитным геодезиче-
ским потоком.

В то время как интегрируемость геодезических потоков на однородных про-
странствах достаточно хорошо изучена, аналогичная проблема для магнитных
геодезических потоков вообще не рассматривалась.

На CPn с римановой метрикой, определяемой вещественной частью инду-
цированного из Cn+1 эрмитова скалярного произведения, рассмотрим геодези-
ческий поток в магнитном поле, заданном формой Фубини — Штуди. В работе
доказана

Теорема 1. Магнитный геодезический поток на TCPn допускает полный
коммутативный набор независимых интегралов, т. е. он интегрируем.

В работе существенно используется набор интегралов, построенный Тим-
мом [2] для геодезического потока на TCPn.

Автор благодарит И. А. Тайманова за постановку задачи и полезные об-
суждения и Я. В. Базайкина за полезные обсуждения.

2. Метрики Фубини — Штуди

Комплексное проективное пространство CPn — это многообразие проходя-
щих через точку 0 комплексных прямых в (n+1)-мерном комплексном линейном
пространстве Cn+1.

Стандартное эрмитово скалярное произведение

〈ξ, η〉 =
∑

ξkη̄k (1)

на Cn+1 индуцирует на касательных пространствах к CPn эрмитову структуру.
Пусть π : Cn+1 \ 0 → CPn — проекция, сопоставляющая точке z 6= 0 ком-

плексную прямую, проходящую через 0 и z. Каждый вектор ζ, касательный к
CPn в точке π(z), представляется (неоднозначно) в виде

ζ = π∗ξ, ξ ∈ TzCn+1.
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Формула

〈ζ1, ζ2〉 =
〈ξ1, ξ2〉〈z, z〉 − 〈ξ1, z〉〈z, ξ2〉

〈z, z〉2
(2)

задает эрмитову метрику на касательных векторах к CPn.
Вещественная и мнимая части этой эрмитовой метрики определяют соот-

ветственно риманову метрику на CPn (метрику Фубини — Штуди) и невырож-
денную кососимметрическую форму

�(ζ1, ζ2) = − 1
π

Im〈ζ1, ζ2〉. (3)

Эта форма замкнута и, следовательно, задает на CPn симплектическую струк-
туру (форма Фубини — Штуди).

Линейные преобразования Cn, сохраняющие эрмитово скалярное произве-
дение (1) (унитарные преобразования), индуцируют преобразования CPn, со-
храняющие эрмитову структуру (2).

Геодезические потоки метрики Фубини — Штуди интегрируемы. Мы бу-
дем рассматривать магнитные геодезические потоки, полученные включением
магнитного поля

F = �.

Функция Гамильтона остается первым интегралом деформированного фазового
потока, что неверно для дополнительных первых интегралов. Дополнительные
первые интегралы старой системы уравнений не будут интегралами новой, но
в данной работе показано, что первые интегралы геодезического потока могут
быть продеформированы в первые интегралы магнитного геодезического пото-
ка.

Линейные дополнительные интегралы геодезического потока обусловлены
симметриями метрики Фубини — Штуди. Эти симметрии задаются унитар-
ными преобразованиями Cn. А именно, нужно взять поле Киллинга однопа-
раметрической группы унитарных преобразований, тогда компонента импульса
вдоль этого поля Киллинга будет первым интегралом (теорема Нётер). Оказы-
вается, если подставить это поле Киллинга в форму (3), то получится точная
1-форма, т. е. существует такая функция на CPn, что ее дифференциал ра-
вен получившейся 1-форме. Если добавить эту функцию к соответствующему
интегралу геодезического потока, то получается интеграл деформированного
фазового потока. Таким образом, каждый линейный интеграл геодезического
потока добавлением соответствующей функции может быть достроен до инте-
грала нового потока. Для полной интегрируемости магнитного геодезического
потока на CPn одних линейных интегралов недостаточно, однако описанная
конструкция понадобится нам для корректировки отображения момента. Пе-
рейдем к доказательству.

3. Свойства формы Фубини — Штуди

Следуя статье Тимма [2], представим CPn как

CPn = G/H,

где G = U(n + 1), H = U(n) × U(1). На g = u(n + 1) есть Ad(G)-инвариантная
невырожденная симметричная положительная билинейная форма

B(X,Y ) = −1
2

Re tr(X · Y ), X, Y ∈ g. (4)
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Ad(G)-инвариантность следует из свойств следа матрицы

B(X,Y ) = B(Ad(g)X,Ad(g)Y ) ∀g ∈ G,

где Ad(g)X = gXg−1. Ортогональным дополнением h = u(n)×u(1) относительно
формы B будет

m =
{(

0 x
−x̄T 0

)
: x ∈ M(n, 1; C)

}
,

где M(n, 1; C) — пространство n× 1-матриц над C. Пространство m отождеств-
ляется с Tπ(e)CPn при помощи π∗|e, где π : G → CPn — каноническая про-
екция. Так как m инвариантно относительно действия Ad(H) (Ad(H)m = m)
и ограничение формы (4) на m будет невырожденной положительной Ad(H)-
инвариантной формой, то таким образом B|m×m определяет на CPn риманову
G-инвариантную метрику, которая совпадает с метрикой Фубини — Штуди (ве-
щественная часть эрмитовой структуры (2)).

Далее отождествляются u(n + 1) и u∗(n + 1) с помощью (4), а также каса-
тельное и кокасательное расслоения CPn с помощью G-инвариантной римано-
вой метрики.

Форма Фубини — Штуди (3) также G-инвариантна. На m она определяется
следующим образом:

�0(X,Y ) = − 1
π
B(J, [X,Y ]), (5)

X,Y ∈ m, а матрица J имеет вид

J =
(

0 0
0 i

)
, i =

√
−1,

т. е. все ее элементы нулевые, кроме одного. Для произвольных касательных
векторов gX, gY ∈ Tπ(g)CPn, X,Y ∈ m, положим

�(gX, gY ) = �0(X,Y ) = − 1
π
B(J, [X,Y ]).

Корректность этого определения следует из того, что форма B Ad(H)-инва-
риантна и матрица J инвариантна относительно присоединенного действия H:

J = Ad(h)J ∀h ∈ H.

Пусть теперь Aϕ — однопараметрическая подгруппа G, которая являет-
ся однопараметрической группой преобразований CPn и сохраняет метрику и
форму Фубини — Штуди. Обозначим через g̃ϕ точку, в которую переводит Aϕ

точку g (для малых ϕ эта точка близка к g в силу однопараметричности Aϕ).
Поскольку g̃ϕ = Aϕg, то

dg̃ϕ
dϕ

∣∣∣∣
0

=
dAϕ

dϕ

∣∣∣∣
0
g = K

— поле Киллинга, и так как Aϕ фактически однопараметрическая группа уни-
тарных матриц, существует такая косоэрмитова матрица X, что Aϕ будет ее
матричной экспонентой Aϕ = exp(Xϕ). Тогда

K =
dAϕ

dϕ

∣∣∣∣
0
g = Xg.
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Лемма 3.1. Для любого поля Киллинга K существует такая функция f,
что

df = �(K, ·).
Доказательство. Для киллингова поля K = Xg рассмотрим функцию

fX(g) = − 1
π
B(J, g−1Xg).

Посчитаем значение дифференциала этой функции в точке π(g) на векторе gY ∈
Tπ(g)CPn, Y ∈ m:

dfX |g(gY ) = − 1
π

d

dt

∣∣∣∣
0
B(J, exp(−Y t)g−1Xg exp(Y t))

= − 1
π
B(J, [g−1Xg, Y ]) = �(Xg, gY ).

В силу произвольности вектора gY это доказывает утверждение леммы. �
Доказанное в лемме 3.1 свойство формы Фубини — Штуди пригодится в

следующем разделе.

4. Отображение момента

Форма ω̃ = ω + ε�, где ω — стандартная симплектическая форма на кока-
сательном расслоении, ε ∈ R, � — форма Фубини — Штуди, задает структуру
симплектического многообразия на T ∗CPn. Параметр ε позволяет проследить
за деформацией геодезического потока с добавлением магнитного поля. Груп-
па G действует на T ∗CPn симплектическими диффеоморфизмами, причем это
действие гамильтоново. Это значит, что для любого X ∈ g однопараметриче-
ская группа exp(Xt) индуцирует векторное поле на T ∗CPn, которое будет га-
мильтоновым с некоторой функцией Гамильтона, вид которой будет дан позже.
Форма ω̃ устанавливает соответствие между ковекторами и векторами ω1 7→ η
по правилу

ω1(ξ) = ω̃(ξ, η).
В частности, каждой функции f ∈ C∞(T ∗CPn) можно сопоставить векторное
поле sgradf («косой градиент»):

df(ξ) = ω̃(ξ, sgradf).
Структуру алгебры Ли на C∞(T ∗CPn) задает скобка Пуассона

{f, g} = ω̃(sgrad g, sgradf). (6)
Используя риманову метрику, можно отождествить касательное и кокасатель-
ное расслоения, поэтому все выкладки будем проводить в касательном рассло-
ении.

Пространство TXTCPn, X ∈ m = Tπ(e)CPn, можно отождествить (см. [2]) с{(
v,−1

2
[v,X ] + w

)
, v, w ∈ m

}
⊂ TX(TG) = TX(G × g).

Симплектическая структура на пространстве TXTCPn определяется с помощью
формы (4)

ω̃X

((
v1,−

1
2
[v1, X ] + w1

)
,

(
v2,−

1
2
[v2, X ] + w2

))

= B(w1, v2) −B(w2, v1) + ε�(v1, v2).
Используя симплектическое действие группы G на TCPn, можно получить вы-
ражение для симплектической структуры в произвольной точке gX ∈ TCPn,
X ∈ m, g ∈ G. Справедлива
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Лемма 4.1 (см. [2]). Симплектическая структура на TCPn в точке gX
имеет вид

ω̃gX

(
g∗|X

(
v1,−

1
2
[v1, X ] + w1

)
, g∗|X

(
v2,−

1
2
[v2, X ] + w2

))

= B(w1, v2) −B(w2, v1) + ε�(v1, v2). �
G-инвариантные функции f на TCPn находятся во взаимно однозначном

соответствии с Ad(H)-инвариантными функциями h : m → R, которое устанав-
ливается по правилу f(gX) = h(X). Градиент gradh(X) произвольной функции
h ∈ C∞(g) в точке X ∈ g определяется с помощью формы B следующим обра-
зом:

dh(X)(Y ) = B(gradh(X), Y ), Y ∈ g.

Лемма 4.2. Пусть f : TCPn → R — произвольная G-инвариантная функ-
ция, определенная Ad(H)-инвариантной функцией h : m → R. Гамильтоново
векторное поле функции f дается формулой

sgradf(gX) = g∗|X

(
v,−1

2
[v,X ] + w

)
,

где v = gradh(X) и

w = −1
2
[gradh(X), X ]m + ε

1
π

[J, gradh(X)]m.

Доказательство. Согласно [2, предложение 3.4] ∀v1, w1 ∈ m

dfgX

(
g∗ ◦ (π∗)∗|X

(
v1,−

1
2
[v1, X ] + w1

))

= B(gradh(X), w1) −B

(
−1

2
[gradh(X), X ], v1

)

= ω̃gX

(
g∗|X

(
v1,−

1
2
[v1, X ] + w1

)
, sgradf(gX)

)

= B(w1, v) −B(w, v1) − ε
1
π
B([v1, v], J) = B(v, w1) −B

(
w + ε

1
π

[v, J ], v1

)
.

Следовательно,

v = gradh(X), w = −1
2
[gradh(X), X ]m + ε

1
π

[J, gradh(X)]m. �

Функция Гамильтона геодезического потока имеет вид

H(gX) = h(X) =
1
2
B(X,X), X ∈ m, (7)

ее гамильтоново векторное поле таково:

sgradH(gX) = g∗|X

(
X, ε

1
π

[J,X ]m
)
. (8)

По теореме Нётер компонента импульса вдоль поля Киллинга K = Y g, со-
ответствующего однопараметрической группе Aϕ = exp(Y ϕ), будет линейным
первым интегралом геодезического потока без магнитного поля, т. е. при ε = 0.
Если перейти к касательному расслоению, то интеграл будет иметь вид

ĨY (gX) = B(X, g−1Y g).

Однако функция ĨY не будет интегралом магнитного потока и ее нужно немного
изменить, чтобы она сохранялась магнитным геодезическим потоком.
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Лемма 4.3. Линейным интегралом магнитного геодезического потока, со-
ответствующим полю Киллинга K = Y g, будет функция

IY = ĨY − εfY .

Доказательство. Посчитаем дифференциал функции в произвольной
точке gX, g ∈ G, X ∈ m:

d(IY )gX
(
g∗ ◦ (π∗)∗|X

(
v1,−

1
2
[v1, X ] + w1

))

=
d

dt

∣∣∣∣
0

(
B

(
X + tw1 −

1
2
t[v1, X ]m + O(t2), e−tv1g−1Y getv1

)

+ ε
1
π
B(J, e−tv1g−1Y getv1)

)
= B

(
g−1Y g, w1 −

1
2
[v1, X ]m

)

+ B(X, [g−1Y g, v1]) + ε
1
π
B(J, [g−1Y g, v1]). (∗)

Если теперь подставить гамильтоново поле sgradH функции Гамильтона гео-
дезического потока (8), т. е. v1 = X,w1 = ε 1

π [J,X ]m, то правая часть в (∗)
преобразуется так:

B

(
g−1Y g, ε

1
π

[J,X ]m
)

+ B(X, [g−1Y g,X ]) + ε
1
π
B(J, [g−1Y g,X ]),

а поскольку второе слагаемое исчезает, а первое и третье можно преобразовать,
приходим к выражению

ε
1
π
B((g−1Y g)m, [J,X ]) + ε

1
π
B(g−1Y g, [X, J ]) ≡ 0,

так как [m, h] ⊂ m и (g−1Y g)m можно заменить на g−1Y g. �
Отображение момента P : TCPn → g определяется следующим образом:

B(P (κ), X) := IX(κ), κ ∈ TCPn, X ∈ g,

где IX дано в лемме 4.3.

Лемма 4.4. Отображение момента P : TCPn → g имеет вид

P (gY ) = Ad(g)Y + ε
1
π

Ad(g)J,

где gY ∈ Tπ(g)CPn, Y ∈ m, g ∈ G.

Доказательство. Для произвольного X ∈ g имеем

B(P (gY ), X) = ĨX(gY ) − εfX(g) = B(Y, g−1Xg) + ε
1
π
B(J, g−1Xg)

= B(gY g−1, X) + ε
1
π
B(gJg−1, X) = B

(
gY g−1 + ε

1
π
gJg−1, X

)
. �

Отображение момента постоянно на траекториях магнитного геодезическо-
го потока, так как функции IX являются его интегралами. Поэтому каждая
функция h ∈ C∞(g) генерирует первый интеграл этого потока Ih:

Ih := h ◦ P ∈ C∞(TCPn).
В частности, если X ∈ g рассмотреть как функцию на g (значение на элементе
Y равно B(X,Y )), то это определение IX совпадает с предыдущим. Таким
образом, имеется отображение C∞(g) → C∞(TCPn), h 7→ Ih.

Введем скобку Ли — Пуассона на C∞(g), которая соответствует симплек-
тической структуре Кириллова на орбитах коприсоединенного представления.
Для h1, h2 ∈ C∞(g) определим {h1, h2} ∈ C∞(g) следующим образом:

{h1, h2}(X) = B(X, [gradh1(X), gradh2(X)]). (9)
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Предложение 1. Отображение C∞(g) → C∞(TCPn), h 7→ Ih = h ◦ P
задает гомоморфизм алгебр, т. е.

I{ h1,h2} = { Ih1 , Ih2} для всех h1, h2 ∈ C∞(g).

Докажем следующую вспомогательную лемму (см. [2, предложение 3.6]).

Лемма 4.5. Гамильтоново векторное поле функции Ih = h ◦ P имеет вид

sgrad Ih(gX) = g∗|X(v,−1
2
[v,X ] + w),

где

v = (Ad(g−1)ζ)m, w = [Ad(g−1)ζ,X ]m − 1
2
[(Ad(g−1)ζ)m, X ]m,

ζ = gradh
(

Ad(g)
(
X + ε

1
π
J

))
.

Доказательство. По аналогии с доказательством леммы 4.2 выписыва-
ется дифференциал, а именно для любых v1, w1 ∈ m

d(Ih)gX
(
g∗ ◦ (π∗)∗|X

(
v1,−

1
2
[v1, X ] + w1

))

=
d

dt

∣∣∣∣
0

(
h ◦ Ad(g exp tv1)

(
X + ε

1
π
J + tw1 −

1
2
t[v1, X ]m + O(t2)

))

= B

(
ζ,Ad(g)

([
v1, X + ε

1
π
J

]
+ w1 −

1
2
[v1, X ]m

))

= B(Ad(g−1)ζ, w1) + B

(
Ad(g−1)ζ,

[
v1, X + ε

1
π
J

]
− 1

2
[v1, X ]m

)
(10)

= B(v, w1) −B

(
w + ε

1
π

[v, J ], v1

)
. (11)

Следовательно, v = (Ad(g−1)ζ)m, а второе слагаемое в (10) равняется

B

(
Ad(g−1)ζ,

[
v1, X + ε

1
π
J

])
− 1

2
B(Ad(g−1)ζ, [v1, X ]m)

= B

(
v1,

[
X + ε

1
π
J,Ad(g−1)ζ

])
−

1
2
B((Ad(g−1)ζ)m, [v1, X ])

= −B

([
Ad(g−1)ζ,X + ε

1
π
J

]
, v1

)
−B

(
1
2
[X, (Ad(g−1)ζ)m], v1

)

= −B

([
Ad(g−1)ζ,X + ε

1
π
J

]
, v1

)
−B

(
−

1
2
[(Ad(g−1)ζ)m, X ], v1

)
.

Из этого и второго слагаемого в (11) получается

w + ε
1
π

[v, J ] =
[
Ad(g−1)ζ,X + ε

1
π
J

]

m

− 1
2
[(Ad(g−1)ζ)m, X ]m,

w = [Ad(g−1)ζ,X ]m + ε
1
π

[Ad(g−1)ζ, J ]m − 1
2
[(Ad(g−1)ζ)m, X ]m − ε

1
π

[v, J ].

Так как [m, h] ⊂ m и J коммутирует с любым вектором из h, второе и четвертое
слагаемые сокращаются и остается окончательное выражение для w. �
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Доказательство предложения 1. Возьмем поля sgrad Ih1 , sgrad Ih2 и
подставим в (6), где выражение для ω̃ дано в лемме 4.1:

{Ih1 , Ih2}(gX) = ω̃gX( sgrad Ih2 , sgrad Ih1)

= B

(
[Ad(g−1)ζ2, X ]m − 1

2
[(Ad(g−1)ζ2)m, X ]m, (Ad(g−1)ζ1)m

)

−B

(
[Ad(g−1)ζ1, X ]m −

1
2
[(Ad(g−1)ζ1)m, X ]m, (Ad(g−1)ζ2)m

)

− ε
1
π
B([(Ad(g−1)ζ2)m, (Ad(g−1)ζ1)m], J)

можно убрать проектирование на m коммутаторов, так как B(m, h) = 0

= B

(
[Ad(g−1)ζ2, X ]− 1

2
[(Ad(g−1)ζ2)m, X ], (Ad(g−1)ζ1)m

)

−B

(
[Ad(g−1)ζ1, X ] − 1

2
[(Ad(g−1)ζ1)m, X ], (Ad(g−1)ζ2)m

)

− ε
1
π
B([(Ad(g−1)ζ2)m, (Ad(g−1)ζ1)m], J)

разложим Ad(g−1)ζi = (Ad(g−1)ζi)m + (Ad(g−1)ζi)h и получим

= B

(
1
2
[(Ad(g−1)ζ2)m, X ], (Ad(g−1)ζ1)m

)

+ B([(Ad(g−1)ζ2)h, X ], (Ad(g−1)ζ1)m) −B

(
1
2
[(Ad(g−1)ζ1)m, X ], (Ad(g−1)ζ2)m

)

−B

(
[(Ad(g−1)ζ1)h, X ], (Ad(g−1)ζ2)m) + ε

1
π
B([(Ad(g−1)ζ1)m, (Ad(g−1)ζ2)m], J

)

добавим B([(Ad(g−1)ζ1)h, (Ad(g−1)ζ2)h], X) ≡ 0, которое ничего не меняет, и
заметим, что первое и третье слагаемые совпадают

= B([(Ad(g−1)ζ1)m + (Ad(g−1)ζ1)h, (Ad(g−1)ζ2)m + (Ad(g−1)ζ2)h], X)

+ ε
1
π
B([(Ad(g−1)ζ1)m, (Ad(g−1)ζ2)m], J)

если аналогичную процедуру проделать со вторым слагаемым, то получим

= B([Ad(g−1)ζ1,Ad(g−1)ζ2], X) + ε
1
π
B([Ad(g−1)ζ1,Ad(g−1)ζ2], J)

= B

(
[ζ1, ζ2],Ad(g)(X + ε

1
π
J)

)
= I{h1,h2}(gX).

Это в точности выражение (9) для h1 и h2. �
Из предложения следует, что достаточно найти семейство функций в инво-

люции в C∞(g). Рассмотрим функции h ∈ C∞(g), инвариантные относительно
присоединенного действия группы G на g:

h(Ad(g)X) = h(X) ∀g ∈ G, ∀X ∈ g.
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Если зафиксировать X, подставить в это соотношение однопараметрическую
группу exp(Y t) вместо g и взять производную, то для инвариантных функций
получается

B(gradh(X), [Y,X ]) = B(X, [gradh(X), Y ]) = 0 ∀Y ∈ g. (12)

Из этого и (9) следует, что скобка Ли — Пуассона инвариантной функции с лю-
бой другой равна нулю. Это свойство инвариантных функций используется для
построения инволютивного набора интегралов. Из (12) также можно получить
выражение для инвариантных функций

[X, gradh(X)] = 0 ∀X ∈ g. (13)

5. Метод Тимма

В работе Тимма [2] рассматривается цепочка подалгебр u(n + 1)

u(1) ↪→ u(2) ↪→ · · · ↪→ u(n) ↪→ u(n + 1),

вложенных, как показано на схеме:

Пусть πi : u(n + 1) → u(i) — соответствующая ортогональная проекция, hi ∈
C∞(u(i)) — Ad(U(i))-инвариантная функция. Тогда любые две функции hi ◦
πi, hj ◦ πj ∈ C∞(u(n + 1)) находятся в инволюции в силу соотношений (9), (13)
и вложенности подалгебр.

Пусть теперь h, f ∈ C∞(u(i)) — две Ad(U(i))-инвариантные функции. То-
гда f ◦πi, h ◦πi также находятся в инволюции в силу Ad(U(i))-инвариантности.
Таким образом, достаточно рассматривать Ad(U(i))-инвариантные функции,
чтобы получить полный набор интегралов в инволюции. В качестве такого на-
бора интегралов можно взять функции (см. [2])

h ◦ π1 ◦P, h ◦ π2 ◦ P, . . . , h ◦ πn ◦P, f ◦ π2 ◦P, f ◦ π3 ◦P, . . . , f ◦ πn ◦P, H, (14)

где H — гамильтониан (7), P — отображение момента,

h(ζ) = −
i

2
tr ζ, f(ζ) = −

1
4

tr ζ2.

Это полный коммутативный набор интегралов (количество интегралов 2n). До-
кажем независимость их гамильтоновых полей почти всюду на TCPn. Для этого
достаточно доказать независимость в какой-нибудь одной точке.

Найдем гамильтоново поле функции h ◦ πj ◦ P , j = 1, . . . , n, в точке X ∈ m:

X =
(

0 x
−x̄T 0

)
, x =




x1
...
xn


 , xi ∈ C,

gradh(πj(P (X))) = πj(iEn+1) =
(

0 0
0 iEj

)
,
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где Ej — единичная матрица размера j × j. По лемме 4.5 v = 0, а w имеет вид

w = [gradh(πj(P (X))), X ]m =
(

0 −ix(j)

−ix̄T
(j) 0

)
,

где x(j) отличается от x тем, что все ее компоненты, начиная с n−j+2-й, равны
нулю.

Выпишем гамильтоново поле функции f ◦ πj ◦ P , j = 2, . . . , n, в этой же
точке X ∈ m:

gradf(πj(P (X))) = πj

(
X + ε

1
π
J

)
,

w = [grad f(πj(P (X))), X ]m = ε
1
π

[J,X ]m = ε
1
π

(
0 −ix

−ix̄T 0

)
,

v = (gradf(πj(P (X))))m = πj(X).

Гамильтоново поле гамильтониана H дано в формуле (8). Видно, что если в
x все компоненты различны и ненулевые, то гамильтоновы поля набора (14)
будут независимы в точке X. Таким образом, теорема 1 доказана.
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