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ИНВАРИАНТЫ ХАРАКТЕРИСТИК СИСТЕМ

УРАВНЕНИЙ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

О. В. Капцов

Аннотация: Вводится понятие инварианта характеристик для системы уравнений
в частных производных первого порядка. Доказывается, что существование инва-
риантов связано с пассивностью некоторых систем. Описываются способы построе-
ния новых инвариантов из известных. Приводится схема применения инвариантов
к редукции и интегрированию систем уравнений с частными производными. В ка-
честве приложения рассматриваются уравнения газовой динамики.

Ключевые слова: характеристики, инварианты, метод Дарбу.

§ 1. Введение

Хорошо известно, что интегралы характеристик играют главную роль при
решении одного уравнения с частными производными первого порядка. Для
решения нелинейного уравнения второго порядка с двумя независимыми пере-
менными Монжем и Ампером был разработан метод промежуточного интегра-
ла [1]. Функции, задающие промежуточные интегралы, остаются постоянными
вдоль соответствующих характеристик. В 1870 г. Дарбу предложил метод инте-
грирования [2], который включал подход Монжа и Ампера в качестве частного
случая. Подробное описание этого метода с большим числом примеров имеется
в книге [3], другое изложение можно найти в монографии [4]. Несмотря на то,
что основную роль в развитии этого метода играли французские математики,
российскими и советскими исследователями также были получены интересные
результаты [5, 6]. В последнее время вновь появились публикации, посвященные
данному методу [7–10].

Основные приложения метод Дарбу нашел при интегрировании уравнений
второго порядка

F (x, y, u, ux, uy, uxx, uxy, uyy) = 0. (1.1)

Функция I, зависящая от x, y, u и производных функции u, называется инвари-
антом характеристик, если равенство

d(I) = 0

выполняется в силу (1.1) и системы

dy = mdx, du = uxdx+ uydy,

dux = uxxdx+ uxydy, duy = uxydx+ uyydy, . . . ,
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где m — корень уравнения

Fuxxm
2 − Fuxym+ Fuyy = 0.

Если I и J — два инварианта характеристик, то соотношение J = f(I) называ-
ется промежуточным интегралом уравнения (1.1).

В настоящей работе рассматриваются системы уравнений в частных про-
изводных первого порядка с двумя и n независимыми переменными. В § 2 вво-
дится понятие инварианта характеристик для эволюционных систем с двумя
независимыми переменными. Доказывается, что существование инвариантов
связано с формальной пассивностью некоторых систем. Описываются способы
построения новых инвариантов из уже известных. Приводится схема примене-
ния инвариантов к редукции и интегрированию систем уравнений с частными
производными. В § 3 описанная выше схема применяется к одномерным неста-
ционарным уравнениям газовой динамики. Там же приводятся инварианты
нулевого и первого порядков для двумерных стационарных уравнений газовой
динамики с произвольным уравнением состояния. В § 4 введены инварианты
характеристик для невырожденных систем уравнений с двумя независимыми
переменными. Кроме того, доказано, что инварианты должны удовлетворять
«уравнениям характеристик», в которых частные производные заменяются пол-
ными. Заключительный параграф посвящен инвариантам характеристик для
многомерных систем первого порядка. В нем даны необходимые определения и
доказана теорема, устанавливающая связь между существованием инвариантов
и формальной пассивностью специальных систем.

Все рассматриваемые в работе функции предполагаются дифференцируе-
мыми необходимое число раз.

§ 2. Системы уравнений с двумя
независимыми переменными

Пусть имеется система m уравнений с частными производными первого
порядка с двумя независимыми переменными t, x:

ut + F (t, x, u, ux) = 0, (2.1)

где u = (u1, . . . , um), ut =
(
u1
t , . . . , u

m
t

)
, ux =

(
u1
x, . . . , u

m
x

)
, F = (F 1, . . . , Fm).

Рассмотрим дифференциальное уравнение характеристик

dx

dt
= λ, (2.2)

отвечающее корню уравнения

det
(
∂(F )
∂(ux)

− λE

)
= 0, (2.3)

здесь ∂(F )
∂(ux) = ∂(F 1,...,Fm)

∂(u1
x,...,u

m
x ) — матрица Якоби, E — единичная матрица. Тогда

оператор
L = Dt + λDx (2.4)

называется оператором дифференцирования вдоль характеристики, гдеDt, Dx —
полные производные по t и x.
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Как известно [11, 12], инвариант Римана I системы (2.1) удовлетворяет со-
отношению L(I) = 0 в силу (2.1). Обобщим теперь понятие инвариантов Рима-
на. Сначала введем еще одно обозначение. Если uik = ∂kui

∂xk — частная произ-
водная порядка k, то uk =

(
u1
k, . . . , u

m
k

)
будет обозначать вектор, составленный

из таких производных.
Определение. Пусть задана система (2.1) и λ — корень уравнения (2.3).

Инвариантом порядка n дифференциального уравнения характеристик (2.2) бу-
дем называть функцию I(t, x, u, u1, . . . , un), удовлетворяющую соотношению

L(I)|[S] = 0. (2.5)

Здесь и во всем этом параграфе [S] означает систему (2.1) и ее дифференци-
альные следствия, L — оператор (2.4). В дальнейшем для краткости будем
говорить об инвариантах характеристик.

Несложно видеть, что нахождение инвариантов характеристик сводится к
решению системы линейных однородных дифференциальных уравнений перво-
го порядка относительно функции I. Эквивалентное определение инвариантов
характеристик в терминах дифференциальных форм дано в книге [3].

Утверждение 1. Пусть I1, . . . , Ik — инварианты дифференциального
уравнения характеристик (2.2). Тогда функция f(I1, . . . , Ik) тоже является ин-
вариантом характеристик.

Доказательство сразу получается из следующих равенств:

L(f) =
k∑
i=1

∂f

∂Ii
Dt(Ii) + λ

k∑
i=1

∂f

∂Ii
Dx(Ii) =

∂f

∂I1
L(I1) + · · ·+ ∂f

∂Ik
L(Ik).

Известными инвариантами характеристик в гидродинамике являются эн-
тропия, функция Бернулли, инвариант Эртеля [11, 13]. Инварианты характе-
ристик можно использовать для построения редукций и решений систем (2.1).

Как показано в [3] для уравнений второго порядка, существование инвари-
анта тесно связано с инволютивностью системы, образованной исходным урав-
нением и дополнительным уравнением I = c, c ∈ R. Для того чтобы выделить
алгебраический аспект такой связи для систем (2.1), введем понятие пассивной
системы.

Рассмотрим кольцоK, состоящее из функций, зависящих от t, x, u, u1, . . . , un
(n ≥ 1). Обозначим систему (2.1) и ее дифференциальные следствия по пере-
менной x через [S]x, а Dth|[S] — через D1h, где h ∈ K. Пусть M — модуль
над K, порожденный элементами h, Dxh, D1h. Если M порождается только
элементами h и Dxh, то будем говорить, что система, состоящая из уравнений
(2.1) и h = 0, формально пассивна.

Рассмотрим теперь уравнение

h+ c = 0, c ∈ R. (2.6)

Теорема 1. Система (2.1), (2.6) формально пассивна при произвольном
c ∈ R тогда и только тогда, когда h — инвариант характеристик.

Доказательство. Пусть система (2.1), (2.6) формально пассивна, тогда
должно выполняться равенство

D1h = αDxh+ (h+ c)β, α, β ∈ K. (2.7)
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Нетрудно видеть, что

Dxh '
m∑
i=1

uin+1huin , D1h ' −
∑

1≤i,j≤m

ujn+1F
i
uj1
huin . (2.8)

Здесь символ ' означает, что разность между левой и правой частями не со-
держит производных порядка выше n. Из соотношений (2.7), (2.8) получаем
равенство

−
∑

1≤i,j≤m

ujn+1F
i
uj1
huin = α

m∑
i=1

uin+1huin . (2.9)

Коэффициенты при всех производных порядка n+1 в (2.9) должны совпадать.
Это дает m уравнений

m∑
j=1

(
F i
uj1

+ δijα
)
huin = 0, i = 1, . . . ,m,

где δij — символ Кронекера. Эти уравнения удобно представить в матричном
виде (

∂(F )
∂(ux)

+ αE

)
(hu1

n
, . . . , humn )∗ = 0,

здесь символ ∗ означает транспонирование. Поскольку вектор (hu1
n
, . . . , humn ) не

равен нулю, то α должна быть корнем уравнения

det
(
∂(F )
∂(ux)

+ αE

)
= 0.

Записывая (2.7) в виде
D1h− αDxh = (h+ c)β

и замечая, что левая часть не зависит от β, приходим к выводу о том, что β = 0.
Обозначая λ = −α, получаем (2.3). Обратное утверждение очевидно.

Каждый инвариант I дифференциального уравнения характеристик (2.2)
порождает согласно [14] инвариантное многообразие системы (2.1), т. е. выпол-
няется равенство

vF (I)|[I]x = 0, (2.10)

где [I]x обозначает уравнение I = 0 и его дифференциальные следствия по x, а
vF — векторное поле:

vF =
∂

∂t
+

m∑
i=1

F i ∂

∂ui
+
∑
i,k

Dk
x(F

i)
∂

∂uik
.

Действительно, поскольку I удовлетворяет соотношению (2.5), значит, выпол-
нено равенство

DtI|[S]|[I]x = 0,

которое равносильно условию инвариантности (2.10). Заметим, что множество

I + c = 0

также является инвариантным многообразием системы (2.1) для любого c.
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При выполнении некоторых условий инвариантные многообразия, рассмат-
риваемые одновременно с (2.1), приводят к системам, имеющим локальные ре-
шения. Рассмотрим, например, гиперболическую систему (2.1), для которой су-
ществуют m различных вещественных чисел λ1, . . . , λm, удовлетворяющих (2.3).
Допустим, что для каждого λi найдется один или два независимых инварианта
Ii, Ji. С помощью этих инвариантов составим инвариантное многообразие

f1(I1, J1) = 0, . . . , fm(Im, Jm) = 0, (2.11)

где fi — произвольные функции. Предположим, что (2.11) можно разрешить
относительно старших производных

uini = gi(t, x, u1, . . . , uni−1), i = 1, . . . ,m. (2.12)

Тогда, как показано в [14], система (2.1), (2.12) имеет локальное решение, удо-
влетворяющее начальным данным

uiki(t0, x0) = ciki , i = 1, . . . ,m,

где ciki ∈ R, 0 ≤ ki < ni.
Приведенное рассуждение приводит к следующей схеме применения инва-

риантов для построения редукций и решений гиперболических систем (2.1).
1. Пусть для каждого λi, удовлетворяющего (2.3), найдутся один или два

инварианта Ii, Ji. Тогда составляем инвариантное многообразие (2.11) и прове-
ряем, что его можно записать в нормальной форме (2.12).

2. Находим общее решение системы (2.12), представляющей собой систему
обыкновенных дифференциальных уравнений по переменной x (t входит как
параметр).

3. Подставляем найденное общее решение в исходную систему (2.1) и по-
лучаем систему обыкновенных дифференциальных уравнений по переменной t.
Решая эту систему, получаем точное решение уравнений (2.1).

Таким образом, процесс построения решений системы (2.1) сводится к ре-
шению двух систем обыкновенных дифференциальных уравнений по t и x соот-
ветственно. В книге Гурса [3] имеются многочисленные примеры использования
инвариантов для интегрирования уравнения второго порядка с двумя независи-
мыми переменными. Когда для каждых λ1, λ2 существуют по два инварианта,
то в особых случаях удается найти общее решение уравнения второго порядка.
В заключение данного параграфа укажем способ построения инвариантов из
двух известных. Фактически этот способ имеется в [3]. Здесь же приводится
новое доказательство.

Лемма 1. Если I и J — инварианты дифференциального уравнения ха-
рактеристик (2.2), то h = Dx(J)/Dx(I) тоже инвариант.

Доказательство. По условию I, J удовлетворяют соотношениям

Dt(I) + λDx(I)|[S] = 0, Dt(J) + λDx(J)|[S] = 0. (2.13)

Покажем, что h тоже удовлетворяет соотношению (2.13). Поскольку верно ра-
венство

Dt(h) + λDx(h) =
Dx(I)

[
DtDx(J) + λD2

x(J)
]
−Dx(J)

[
DtDx(I) + λD2

x(I)
]

Dx(I)2
,
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нужно проверить, что числитель последней дроби равен нулю на множестве [S].
Дифференцируя (2.13) по x, имеем

Dt(Dx(I)) + λD2
x(I) +Dx(λ)Dx(I)|[S] = 0, (2.14)

Dt(Dx(J)) + λD2
x(J) +Dx(λ)Dx(J)|[S] = 0. (2.15)

Умножая (2.14) на Dx(J), а (2.15) на Dx(I) и находя разность этих выражений,
получим требуемый числитель.

Однако новые инварианты можно получать несколько иным способом с
помощью операторов инвариантного дифференцирования.

Определение. Дифференциальный оператор

D = µDx,

где µ — функция, которая может зависеть от t, x, u, u1, называется оператором
инвариантного дифференцирования, если он переводит любой инвариант диф-
ференциального уравнения характеристик (2.2) в инвариант того же уравнения.

§ 3. Примеры

Рассмотрим одномерную нестационарную систему уравнений газовой дина-
мики:

ut + uux + px/ρ = 0, ρt + (ρu)x = 0, st + usx = 0, (3.1)

где u, ρ, p, s — скорость, плотность, давление и энтропия. При произволь-
ном уравнении состояния, как хорошо известно [11], соответствующее уравне-
ние (2.3) имеет три решения λ1 = u, λ2 = u + c, λ3 = u − c, где c =

√
∂p
∂ρ —

скорость звука.
Уравнение для инвариантов (2.5) при λ1 = u имеет вид

Dth+ uDxh|[S] = 0, (3.2)

где [S] — система (3.1) и ее дифференциальные следствия. Решая (3.2), можно
показать, что существуют только два функционально независимых инварианта
нулевого и первого порядков:

I1 = s, I2 = sx/ρ.

Другие инварианты находятся по рекуррентной формуле

Ik+1 =
1
ρ
Dx(Ik).

Оператор D = 1
ρDx является оператором инвариантного дифференцирования в

силу леммы 1 и того, что sx/ρ является инвариантом.
Найдем теперь решения уравнения (2.5) (при λ = λ2 )

Dth+ (u+ c)Dxh|[S] = 0. (3.3)

Для этого удобно перейти от системы (3.1) к равносильной:

ut + uux + px/ρ = 0, ρt + (ρu)x = 0, pt + upx + ρc2ux = 0. (3.4)

Найдем сначала решения уравнения (3.3), которые могут зависеть только от t,
x, u, ρ, p. В этом случае левая часть уравнения (3.3) является многочленом
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первой степени относительно ux, ρx, px. Собирая подобные члены в (3.3) при
этих переменных, приходим к системе

hρ = 0, hu = ρchp, ht + (u+ c)hx = 0. (3.5)

Из первого и второго уравнений системы (3.5) следует, что непостоянное реше-
ние h существует только тогда, когда

c = g(p)/ρ, (3.6)

где g — произвольная функция от p. Тогда согласно третьему уравнению h не
зависит от t, x. Из второго уравнения системы (3.5) получаем, что h является
произвольной функцией от

I = u+
∫

dp

g(p)
.

Таким же образом показывается, что корню λ3 = u−c соответствует инвариант
Римана

I = u−
∫

dp

g(p)
.

Следовательно, справедливо следующее

Утверждение 2. Система одномерных уравнений газовой динамики (3.4)
обладает тремя инвариантами Римана тогда и только тогда, когда скорость
звука задается формулой (3.6).

Замечание. Если скорость звука задается формулой (3.6), то соответству-
ющее уравнение состояния имеет вид

V = G(p) +A(s),

где V = 1/ρ — удельный объем, A — произвольная функция от энтропии,
G′(p) = −1/g2(p).

Будем теперь искать инварианты первого порядка, определенные как ре-
шения уравнения (3.3), т. е. ищется функция h, которая может зависеть от t, x,
u, ρ, p и обязана зависеть хотя бы от одной из производных ux, ρx, px. В этом
случае левая часть (3.3) является многочленом первой степени от uxx, ρxx, pxx.
Собирая подобные члены при этих переменных, приходим к двум уравнениям
(третье является их следствием)

hρx = 0, hux = ρchpx . (3.7)

Оставшиеся слагаемые в левой части в силу первого уравнения системы (3.7)
можно рассматривать как многочлен первой степени относительно ρx. Это дает
еще два уравнения

huxpx/ρ
2 − uxc(c+ 2ρcρ)hpx + chρ = 0, (3.8)

ht − (uux + px/ρ)hu − ρuxhρ − (upx + ρc2ux)hp − u2
xhux

− (uxpx + 2ρccpuxpx)hpx + (u+ c)(hx + uxhu + pxhp) = 0. (3.9)

Приводя систему уравнений первого порядка (3.7)–(3.9) в инволюцию, непосред-
ственно или с помощью стандартных программ пакета Maple можно показать,
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что эти уравнения имеют решения, зависящие от первых производных только
тогда, когда скорость звука задается выражением

c =
(a+ bp)2/3

ρ
, a, b ∈ R. (3.10)

В этом случае имеется следующее решение уравнения (3.3):

I+
1 =

−btpx − bt(a+ bp)2/3ux + 3(a+ bp)1/3ρ
px + (a+ bp)2/3ux

. (3.11)

Если искать решение уравнения (2.5) при λ = u − c, зависящее от первых про-
изводных, то оно существует только при условии (3.10). Соответствующий ин-
вариант задается формулой

I−1 =
−btpx + bt(a+ bp)2/3ux − 3(a+ bp)1/3ρ

px − (a+ bp)2/3ux
. (3.12)

Утверждение 3. Система одномерных уравнений газовой динамики (3.4)
обладает тремя инвариантами характеристик первого порядка, если скорость
звука задается формулой (3.10). Соответствующие инварианты имеют вид sx/ρ,
(3.11), (3.12).

Если a = 1, b = 0 в формуле (3.10), то инварианты нулевого порядка имеют
вид

I1 = p+
1
ρ
, I2 = p+ u, I2 = u− p, (3.13)

а инварианты первого порядка получаются из инвариантов (3.13) по формуле

Ji =
1
ρ
Dx(Ii). (3.14)

Применим описанную выше схему для редукции системы уравнений газовой ди-
намики, предполагая, что скорость звука равна 1

ρ . В этом случае инвариантные
многообразия системы (3.4), построенные по инвариантам характеристик (3.13),
(3.14), можно записать следующим образом:

Dx(Ii) = ρFi(Ii), i = 1, 2, 3, (3.15)

где Fi — произвольные функции. Уравнения (3.15) представляют собой систему
обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка для функций u,
ρ, p по переменной x. Чтобы получить систему обыкновенных дифференци-
альных уравнений по переменной t, нужно все производные ux, ρx, px в (3.4)
выразить с помощью уравнений (3.15). Эти системы (по переменным t и x)
проще записываются в инвариантах Римана:

dIi
dx

= ρFi(Ii), (3.16)

dIi
dt

= −λiρFi(Ii), i = 1, 2, 3. (3.17)

Величины ρ, λi выражаются формулами

ρ =
2

2I1 + I3 − I2
, λ1 =

I3 + I2
2

, λ2 = I3 + I1, λ3 = I2 − I1. (3.18)
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Таким образом, в данном специальном случае система уравнений газовой дина-
мики редуцирована к системе шести уравнений (3.16), (3.17).

Эта система может быть сведена к двум уравнениям. Для этого введем
функции

Gi =
∫

dIi
Fi(Ii)

.

Тогда системы (3.16), (3.17) можно переписать так:

dGi

dx
= ρ,

dGi

dt
= −λiρ, i = 1, 2, 3. (3.19)

Первая из систем (3.19) имеет два первых интеграла

G1 −G2 = s1(t), G3 −G1 = s2(t).

Выражая G1, G2 и подставляя во вторую систему (3.19), получаем уравнения

s′1 = ρc = 1, s′2 = −1.

Таким образом, находим s1, s2:

s1 = t+ k1, s2 = −t+ k2, ki ∈ R.

В результате система (3.19) сводится к двум уравнениям

dG1

dx
= ρ,

dG1

dt
= −uρ.

Используя (3.18), определение G1 и два первых интеграла, последние уравнения
можно записать в виде

dI1
dx

=
2

(2I1 + I3 − I2)G′
1(I1)

,
dI1
dt

= − I2 + I3
(2I1 + I3 − I2)G′

1(I1)
, (3.20)

где I2 = Q2(G1(I1) − t), I3 = Q3(G1(I1) + t), Q1, Q2 — обратные функции
для G2 и G3. Правые части редуцированной системы (3.20) зависят от трех
произвольных функций. Задавая вид этих функций и интегрируя уравнения
(3.20), можно находить решения уравнений газовой динамики.

Остановимся кратко на двумерных стационарных уравнениях газовой ди-
намики:

(ρu)x + (ρv)y = 0, ρ(uux + vuy) + px = 0,
ρ(uvx + vvy) + py = 0, usx + vsy = 0

(3.21)

с произвольным уравнением состояния p = p(ρ, s).
Оператор дифференцирования вдоль линии тока

L = uDx + vDy

является оператором дифференцирования вдоль характеристики. Инварианта-
ми характеристик нулевого порядка для этого оператора будут энтропия s и
функция Бернулли

IB =
u2 + v2

2
+
∫

1
ρ
p′ρdρ.

Из леммы 1 следует, что

J0 =
Dy(IB)
sy
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— инвариант. Можно показать, что инвариантами характеристик первого по-
рядка являются только функции J0 и J1 = sy/uρ. Оператор

D =
1
uρ

Dy

является оператором инвариантного дифференцирования. Действительно, в
силу леммы 1 и утверждения 1 функция

Dy(J)
sy

J1

— инвариант, если J — инвариант.
Замечание. В случае, если газ политропный (p = A(s)ργ), инвариант J0

можно представить в виде

J0 =
ω

ρ
+ J1

p

(γ − 1)ρ
,

где ω — завихренность.

§ 4. Некоторые обобщения

Можно обобщить понятие инварианта характеристик для систем уравнений
первого порядка, не разрешенных относительно производных по t.

Рассмотрим систему из m уравнений для m неизвестных функций

F (t, x, u, ut, ux) = 0. (4.1)

Мы используем обозначения из § 2.
Введем оператор дифференцирования вдоль векторного поля v = (λ1, λ2):

Lv = λ1Dt + λ2Dx, (4.2)

где λi — функции от t, x, u, ut, ux. Предполагается, что векторное поле невы-
рожденное, т. е. λ1 и λ2 не равны нулю одновременно.

Определение. Оператор (4.2) называется оператором дифференцирова-
ния вдоль характеристики системы (4.1), если λ1, λ2 удовлетворяют уравне-
нию

det
(
λ1

∂(F )
∂(ux)

− λ2
∂(F )
∂(ut)

)
= 0. (4.3)

Определение. Функция h, зависящая от t, x, u, u1, . . . , un, называется ин-
вариантом порядка n дифференциальных уравнений характеристик

dt

ds
= λ1,

dx

ds
= λ2, (4.4)

если оператор дифференцирования вдоль характеристики обращает в нуль функ-
цию h на множестве [S], т. е.

Lvh|[S] = 0, (4.5)
где [S] означает систему (4.1) и ее дифференциальные следствия.

Будем говорить, что система (4.1) невырожденная, если существуют такие
функции α1(t, x, u, ut, ux), α2(t, x, u, ut, ux), что определитель

det
(
α1

∂(F )
∂(ux)

+ α2
∂(F )
∂(ut)

)
не равен тождественно нулю. Следующая лемма дает еще один способ опреде-
ления инвариантов невырожденных систем.



Инварианты характеристик систем уравнений 587

Лемма 2. Функция h является инвариантом дифференциальных уравне-
ний характеристик (4.4) невырожденной системы (4.1) тогда и только тогда,
когда h удовлетворяет условию

det
(
∂(F )
∂(ux)

Dxh+
∂(F )
∂(ut)

Dth

)∣∣∣∣
[S]

= 0. (4.6)

Доказательство. Пусть h — инвариант, отвечающий векторному полю
v = (λ1, λ2). Значит, h удовлетворяет (4.5). Предположим, что λ1 6= 0 (случай
λ2 6= 0 рассматривается аналогично). Тогда λ = λ2/λ1 удовлетворяет соотно-
шениям

det
(
∂(F )
∂(ux)

− λ
∂(F )
∂(ut)

)
= 0, Dth+ λDxh|[S] = 0. (4.7)

Если Dxh|[S] 6= 0, то из второго соотношения (4.7) выражаем λ, подставляем
в первое и получаем (4.6). Если же Dxh|[S] = 0, то Dth|[S] = 0 и (4.6) тоже
выполняется.

Докажем обратное утверждение. Определитель

� = det
(
∂(F )
∂(ux)

Dxh+
∂(F )
∂(ut)

Dth

)
является однородным многочленом степени m относительно Dth и Dxh . В силу
невырожденности системы он разлагается на линейные множители

� = (µ1Dth+ µ2Dxh) . . . (µ2n−1Dth+ µ2nDxh).

Поскольку �|[S] = 0, существуют µi, µi+1 такие, что

µiDth+ µi+1Dxh|[S] = 0. (4.8)

Если µi 6= 0, то выражая Dth из (4.8) и подставляя в (4.6), получаем (4.3).

Замечание 1. Если det
( ∂(F )
∂(ut)

)
6= 0, то можно доказать аналог теоремы 1

для систем (4.1).
Замечание 2. Если заменить в (4.6) полные производные частными, то

получим уравнение для характеристик.

§ 5. Системы с произвольным
числом независимых переменных

Рассмотрим эволюционную систему дифференциальных уравнений в част-
ных производных первого порядка:

ut + F (t, x, u, ux1 , . . . , uxn) = 0, (5.1)

где x = (x1, . . . , xn), u = (u1, . . . , um), uxi =
(
u1
xi , . . . , u

m
xi

)
, F = (F 1, . . . , Fm).

Оператор дифференцирования вдоль векторного поля v = (1, λ1, . . . , λm)
задается формулой

Lv = Dt + λ1Dx1 + · · ·+ λnDxn ,

гдеDt иDxi — полные производные по t и xi, λi — функции от t, x, u, ux1 , . . . , uxn .
Определение. Функция I(t, x, u, u1, . . . , un), где uj означает набор из част-

ных производных порядка j от функций u1, . . . , um, называется инвариантом
векторного поля v = (1, λ1, . . . , λm) для системы (5.1), если

LvI|[S] = 0.
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Здесь, как и ранее, [S] означает систему (5.1) и ее дифференциальные следствия.
Определение. Функция I(t, x, u, u1, . . . , un) называется инвариантом ха-

рактеристик системы (5.1), если
1) I является инвариантом некоторого векторного поля v = (1, λ1, . . . , λm);
2) I удовлетворяет «уравнению характеристик»

det

(
DtI +

m∑
i=1

∂(F )
∂(uxi)

DxiI

)∣∣∣∣
[S]

= 0. (5.2)

Обобщим понятие формально пассивной системы. Введем кольцо K, со-
стоящее из функций, зависящих от переменных t, x, u, u1, . . . , uk (k ≥ 1). Пусть
h ∈ K. Обозначим через D0h выражение Dth|[S]x , где [S]x — система (5.1),
и ее дифференциальные следствия по x1, . . . , xn. Пусть M — модуль над K,
порожденный элементами h,D0h, Dx1h, . . . ,Dxnh. Если M может быть порож-
ден элементами h,Dx1h, . . . ,Dxnh, то мы говорим, что система, состоящая из
уравнений (5.1) и h = 0, формально пассивна.

Рассмотрим теперь уравнение

h+ c = 0, c ∈ R, (5.3)

где h ∈ K.

Теорема 2. Система (5.1), (5.3) формально пассивна для любого c ∈ R
тогда и только тогда, когда h — инвариант характеристик системы (5.1).

Доказательство. Пусть система (5.1), (5.3) формально пассивна. Тогда
элемент D0h выражается через h + c,Dx1h, . . . ,Dxnh. Значит, должно выпол-
няться соотношение

D0h+
n∑
i=1

λiDxih+ λn+1(h+ c) = 0,

где λi ∈ K. Если перенести последнее слагаемое в правую часть, то получим
соотношение, левая часть которого не зависит от c, а правая включает c. Это
может иметь место только при λn+1 = 0.

Докажем теперь, что h удовлетворяет (5.2). Поскольку h удовлетворяет
условию

D0h+
n∑
i=1

λiDxih = 0, (5.4)

то коэффициенты, стоящие при производных порядка k+1 в левой части (5.4),
должны обращаться в нуль. Чтобы найти эти коэффициенты, выпишем выра-
жения Dxih с точностью до производных порядка k:

Dx1h '
m∑
j=1

∑
|α|=k

ujα+11
hujα , . . . , Dxnh '

m∑
j=1

∑
|α|=k

ujα+1nhujα .

Здесь ujα обозначает производную ∂|α|uj

∂x
α1
1 ...∂xαnn

порядка k = |α| = α1 + · · · + αn,

ujα+1i — производную ∂|α|+1uj

∂x
α1
1 ...∂x

αi+1
i ...∂xαnn

, символ ' означает, что разность меж-

ду левой и правой частями не содержит производных порядка k + 1. Следова-
тельно, сумма

λ1Dx1h+ · · ·+ λnDxnh,
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c точностью до производных порядка k, равна
m∑
i=1

λi

m∑
j=1

∑
|α|=k

ujα+1ihujα .

С другой стороны, имеем

D0h ' −
m∑
j=1

∑
|α|=k

Dα(F j)hujα ' −
m∑
j=1

∑
|α|=k

(
n∑
i=1

m∑
s=1

usα+1iF
j
uxs

i

)
hujα .

Значит, справедливы следующие соотношения:

D0h+
n∑
i=1

λiDxih ' −
m∑
j=1

∑
|α|=k

[
n∑
i=1

(
m∑
s=1

usα+1iF
j
uxs

i

− λiu
j
α+1i

)]
hujα = 0.

Последнее соотношение удобно представить в матричной форме
n∑
i=1

∑
|α|=k

uα+1iA
xihuα = 0, (5.5)

где uα =
(
u1
α, . . . , u

m
α

)
, huα = (hu1

α
, . . . , humα ), Axi = ∂(F )

∂(uxi )
− λiE, E — единичная

матрица.
Нам надо доказать, что h удовлетворяет уравнению (5.2), которое равно-

сильно следующему:

det

(
n∑
i=1

AxiDxih

)
= 0. (5.6)

С этой целью покажем, что линейная однородная система(
n∑
i=1

AxiDxih

)
r = 0 (5.7)

имеет нетривиальное решение r. Это решение представляется в явном виде

r =
∑
|α|=k

(Dh)αhuα , (5.8)

где (Dh)α = (Dx1h)α1 . . . (Dxnh)αn . Проверим, что это действительно решение.
Подставив (5.8) в (5.7), имеем(

n∑
i=1

AxiDxih

)(∑
|α|=k

(Dh)αhuα
)

=
n∑
i=1

∑
|α|=k

Axi(Dh)α+1ihuα . (5.9)

Выражения, стоящие при uα+1i в (5.5), совпадают с выражениями, стоящими
в (5.9) при (Dh)α+1i . Поскольку левая часть в (5.5) равна нулю, то и (5.9)
тоже есть нуль. Значит, справедлива формула (5.6). Следовательно, h является
инвариантом. Обратное утверждение очевидно.

Классическими примерами инвариантов характеристик для трехмерных
стационарных уравнений газовой динамики с произвольным уравнением состо-
яния p = p(ρ, s) являются энтропия, инвариант Бернулли

u2 + v2 + w2

2
+
∫

1
ρ
p′ρ dρ,
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а также инвариант Эртеля
(∇s, rotU)

ρ
,

где U = (u, v, w) — вектор скорости, ρ — плотность, p — давление, s — энтропия.
Нижеследующая лемма показывает, каким образом можно получать новые

инварианты из имеющихся. Символом D(I1,...,In)
D(x1,...,xn) обозначается матрица с эле-

ментами Dxi(Ij).

Лемма 3. Пусть I1, . . . , In, In+1 — инварианты характеристик системы
(5.1), соответствующие некоторому векторному полю v = (1, λ1, . . . , λn). Пред-
положим, что I1, . . . , In функционально независимы на любом решении системы
(5.1). Тогда функция

J =
D(In+1, I2, . . . , In)
D(x1, . . . , xn)

/D(I1, I2, . . . , In)
D(x1, . . . , xn)

(5.10)

тоже инвариант характеристик системы (5.1).

Доказательство. Поскольку I1, . . . , In, In+1 — инварианты характеристик,
на произвольном решении u(t, x) системы (5.1) имеют место равенства

Dt(Ĩj) +
n∑
i=1

λiDxi(Ĩj) = 0,

где j = 1, . . . , n+ 1, Ĩj получается из Ij подстановкой решения u(t, x). Следова-
тельно, определитель матрицы

det

(
D(Ĩ1, . . . , Ĩn+1)
D(t, x1, . . . , xn)

)

равен нулю. Значит, Ĩ1, . . . , Ĩn+1 функционально зависимы. Поэтому Ĩn+1 функ-
ционально выражается через Ĩ1, . . . , Ĩn, т. е.

Ĩn+1 = f(Ĩ1, . . . , Ĩn). (5.11)

Дифференцируя (5.11) по переменным x1, . . . , xn, получаем

n∑
i=1

f ′
Ĩi
Dxj (Ĩi) = Dxj (Ĩn+1), j = 1, . . . , n.

Согласно формулам Крамера имеем

f ′
Ĩi

=
D(Ĩn+1, Ĩ2, . . . , Ĩn)
D(x1, . . . , xn)

/D(Ĩ1, Ĩ2, . . . , Ĩn)
D(x1, . . . , xn)

.

Посколькуf ′Ii — инвариант характеристик, то и правая часть (5.10) тоже инва-
риант.

Пользуясь этой леммой, можно построить последовательность инвариантов
для трехмерных стационарных уравнений газовой динамики в неизэнтропиче-
ском случае.
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