
Сибирский математический журнал
Май—июнь, 2004. Том 45, № 3

УДК 512.552.7

ХАРАКТЕРИЗАЦИЯ ОДНОГО

РАДИКАЛА ГРУППОВЫХ КОЛЕЦ

НАД КОНЕЧНЫМИ ПРОСТЫМИ ПОЛЯМИ

А. И. Корнев, Т. В. Павлова

Аннотация: Изучаются полные и редуцированные (в смысле Л. М. Мартынова)
ассоциативные кольца. Доказывается необходимый и достаточный признак полно-
ты полугруппового кольца, вычисляется наибольшее полное подкольцо (оно явля-
ется идеалом) группового кольца над конечными простыми полями, а также ха-
рактеризуются редуцированные групповые кольца конечных групп над конечными
простыми полями.

Ключевые слова: групповое кольцо, полугрупповое кольцо, полное кольцо, ра-
дикал Куроша — Амицура.

В теории абелевых групп важную роль играют понятия полноты (делимо-
сти) и редуцированности. Оказывается, к этим понятиям возможен другой под-
ход, использующий теорию многообразий групп. Это обстоятельство позволило
Л. М. Мартынову определить их аналоги в общей универсально-алгебраической
ситуации [1]. Проблемы, которые при этом возникают, интересны как для уни-
версальных, так и для «классических» алгебр (групп, полугрупп, модулей, ко-
лец и др.). Понятия полноты и редуцированности изучались для модулей в [2–4],
для линейных алгебр в [5], для полугрупп в [6, 7], для колец в [8].

Следуя [9], определение полного ассоциативного кольца можно сформули-
ровать следующим образом: ассоциативное кольцо называется полным, если
оно не имеет ненулевых гомоморфизмов на кольца из атомов решетки много-
образий ассоциативных колец. Напомним, последние исчерпываются следую-
щими сериями многообразий: многообразиями Zp, задаваемыми тождествами
xy = 0, px = 0, и многообразиями Fp с тождествами px = 0, xp − x = 0 по всем
простым p. Ассоциативное кольцо называется редуцированным, если оно не
содержит ненулевых полных подколец. Условимся в дальнейшем под кольцом
понимать ассоциативное кольцо.

Как заметил Л. М. Мартынов в [10], в любом кольце R существует наи-
большее полное подкольцо C(R), которое является идеалом, и отображение
R→ C(R) в абстрактном классе колец будет идемпотентным радикалом в смыс-
ле Куроша [11].

Хорошо известно, что атомы решетки многообразий групп исчерпываются
серией многообразий Ap = [xp = e, xy = yx] по всем простым p. Согласно [9]
группа G называется Ap-полной, если из нее нет неединичных гомоморфизмов
на группы из Ap. Легко понять, что группа G является Ap-полной тогда и
только тогда, когда [G,G]Gp = G. Как было показано Л. М. Мартыновым,
во всякой группе существует наибольшая Ap-полная подгруппа, являющаяся
нормальным делителем.

c© 2004 Корнев А. И., Павлова Т. В.
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Основные результаты статьи составляют следующие теоремы.

Теорема 1. Для кольца R с единицей и полугруппы S выполняются сле-
дующие условия:

1) если аддитивная группа R+ кольца R делимая, то полугрупповое кольцо
RS является полным.

2) если R+ не является делимой группой, то кольцо RS будет полным тогда
и только тогда, когда будет полным кольцо R и S2 = S.

Теорема 2. Пусть H — наибольшая Ap-полная подгруппа группы
[G,G]G(p−1). Для группового кольца KG, где K ∼= GF (p), наибольшее пол-
ное подкольцо равно wH (пополняющий идеал подгруппы H).

Теорема 3. Для группового кольца KG, где K ∼= GF (p), G — конечная
группа, следующие условия эквивалентны:

1) KG редуцировано;
2) KG/J(KG) ∼=

∏
i∈I

Ki, где Ki
∼= K;

3) [G,G]G(p−1) является p-группой.
Некоторые результаты работы анонсированы в [12].
Пусть Zp(R) = pR +R2, Fp(R) = pR + (rp − r | r ∈ R). Кольцо R является

Zp-полным, если Zp(R) = R, и Fp-полным, если Fp(R) = R. Кольцо R полное,
если и только если оно Zp-полное и Fp-полное.

Если RS — полугрупповое кольцо, то легко проверяется, что множество
R0̄ = {r0̄ | r ∈ R, 0̄ — нуль в S} будет идеалом в RS и RS/R0̄ называется
сжатым полугрупповым кольцом.

Будем использовать следующие обозначения: R+ — аддитивная группа
кольца R; радикал Джекобсона кольца R обозначается через J(R); если под-
группа H группы G нормальна в G, то H / G. Конечное поле Галуа GF (pm)
будем обозначать через K, через Hom(G,K∗) обозначается множество всех ха-
рактеров χ конечной группы G в поле K, т. е. гомоморфизмов группы G в
мультипликативную группу K∗ поля K. Далее,

H(G) = {g ∈ G | ∀χ ∈ Hom(G,K∗), χ(g) = 1} =
⋂

χ∈Hom(G,K∗)

kerχ.

Если r =
∑
g∈G

αgg принадлежит KG, то supp(r) = {g ∈ G | αg 6= 0}. Если

H — подгруппа группы G, то wH — правый идеал группового кольца KG,
порожденный элементами вида (e − h), где h ∈ H, причем если H / G, то wH
будет идеалом кольца KG [13]. Кроме того,

wgH = {r ∈ KG | supp(r) ⊂ Hg}, w0
gH =

{
r ∈ wgH |

∑
g∈supp(r)

αg = 0
}
.

Если γ — произвольный ординал и R — кольцо, то через Rγ будем обозначать
соответствующую степень γ кольца R (R1 = R, Ri+1 = R · Ri, и если β —
предельный ординал, то Rβ =

⋂
α<β

Rα). Для правого идеала A кольца KG

через AG будем обозначать правый идеал{
n∑
i=1

rigi | ri ∈ A, gi ∈ G, n ∈ N

}
кольца KG.

Легко проверяется справедливость следующих лемм.
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Лемма 1. Если аддитивная группа кольца делимая, то кольцо полное.

Лемма 2. Пусть ϕ:R1 → R2 — сюръективный гомоморфизм колец с еди-
ницей, ψ:S1 → S2 — сюръективный гомоморфизм полугрупп. Тогда отобра-

жение ξ:R1S1 → R2S2, где ξ
(

n∑
i=1

risi

)
=

n∑
i=1

ϕ(ri)ψ(si), будет сюръективным

гомоморфизмом полугрупповых колец.
Доказательство теоремы 1. Очевидно, что (RS)+ ∼=

⊕
s∈S

R+. Если

группа R+ делимая, то группа (RS)+ также делимая как прямая сумма де-
лимых групп. По лемме 1 кольцо RS полное.

2. По лемме 2 отображение ϕ:RS → R, где ϕ
(

n∑
i=1

risi

)
=

n∑
i=1

ri, будет гомо-

морфизмом кольца RS на кольцо R. Кольцо R полное как гомоморфный образ
полного кольца (см. [9]). Покажем, что S2 = S. Если S2 6= S, то S = S/S2 —
ненулевая полугруппа с нулевым умножением. Для сюръективного гомомор-
физма полугруппы S на полугруппу S по лемме 2 существует сюръективный
гомоморфизм α:RS → RS. Пусть β есть естественный гомоморфизм кольца RS
на сжатое полугрупповое кольцо R = RS/R0̄. Кольцо R — ненулевое кольцо с
нулевым умножением, причем R+ ∼=

⊕
i∈I

R+. Так как R+ не является делимой

группой, то для некоторого простого p выполняется (pR)+ 6= R+ и, следова-
тельно, (pR)+ 6= R+. Очевидно, что ненулевое кольцо R1 = R/pR принадлежит
многообразию Zp, т. е. в случае, когда S2 6= S, существует гомоморфизм ϕ
кольца RS на ненулевое кольцо R1 из многообразия Zp, являющееся компози-
цией гомоморфизмов α, β и γ (где γ — естественный гомоморфизм кольца R на
кольцо R1).

Возьмем произвольный элемент a из RS, т. е. a =
n∑
i=1

risi, где ri из R, si из

S по всем i. Кольцо R полное, следовательно, по любому простому p элементы

ri можно представить в виде ri = phi +
m∑
j=1

kj lj , где hi, kj , lj из R по всем i, j.

Тогда

a =
n∑
i=1

(
phi +

m∑
j=1

kj lj

)
si = p

(
n∑
i=1

hisi

)
+

n∑
i=1

(
m∑
j=1

kj lj

)
si.

Так как S2 = S, для каждого si найдутся такие s′i, s′′i из S, что si = s′i · s′′i .
Получаем, что

a = p

(
n∑
i=1

hisi

)
+

n∑
i=1

[(
m∑
j=1

kj lj

)
s′i

]
s′′i .

Элемент s′′i принадлежит RS, так как R — кольцо с единицей, следовательно,
a лежит в Zp(RS), т. е. кольцо RS будет Zp-полным.

Покажем, что кольцо RS является Fp-полным. Единицу Fp-полного кольца
R можно представить в виде

1 = pr +
n∑
i=1

ri
(
xpi − xi

)
hi,

где r, ri, xi, hi из R по всем i. Тогда для произвольного s из S выполняется

s = 1 · s = prs+
n∑
i=1

ri
(
xpi − xi

)
his.
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Поскольку S2 = S, найдутся s1, s2, s3 из S такие, что s = s1s2s3. Получаем,
что

s = prs+
n∑
i=1

(ris1)
((
xpi − xi

)
s2
)
(his3)

принадлежит Fp(RS), так как для каждого i элемент(
xpi − xi

)
s2 = xpi s2 − xis2 + xpi s

p
2 − xpi s2 = ((xis)p − (xis)) + xpi

(
sp2 − s2

)
лежит в Fp(RS). Тогда и всякий x из RS, где x =

n∑
i=1

risi, лежит в Fp(RS), т. е.

RS = Fp(RS). Кольцо RS полное. �

Лемма 3. Для произвольной группы G выполняются условия:
1) H(G1 ×G2) = H(G1)×H(G2);
2) Если A / G, A ≤ H(G) ≤ G, то H(G/A) = H(G)/A. В частности,

H(G/H(G)) = {ē};
3) H(G) = [G,G]G(pm−1), где G(pm−1) = 〈xpm−1 | x ∈ G〉.
Доказательство. 1. Для всякого гомоморфизма α : G1 → K∗ отображе-

ние ϕα : G1 × G2 → K∗, ϕα((x, y)) = α(x), также будет гомоморфизмом. Если
(x, y) из H(G1 × G2), то ϕα((x, y)) = 1, тогда и ϕα((x, y)) = α(x) = 1, т. е. x
лежит в H(G1). Аналогично если (x, y) из H(G1 × G2), то y лежит в H(G2),
т. е. H(G1 ×G2) ⊆ H(G1)×H(G2).

С другой стороны, если x из H(G1), y из H(G2), то очевидно, что для
всякого гомоморфизма ϕ : G1×G2 → K∗ выполняются ϕ((x, e)) = 1 и ϕ((e, y)) =
1, тогда ϕ((x, y)) = ϕ((x, e)(e, y)) = ϕ((x, e))ϕ((e, y)) = 1 · 1 = 1, т. е. (x, y) из
H(G1 ×G2) и H(G1)×H(G2) ⊆ H(G1 ×G2).

2. Пусть x из H(G), тогда xA из H(G)/A. Для всякого гомоморфизма ᾱ :
G/A → K∗ отображение α : G → K∗, где α(g) = ᾱ(gA), будет гомоморфизмом.
Если ᾱ(xA) 6= 1, то α(x) 6= 1, что противоречит выбору x.

Таким образом, H(G)/A ⊆ H(G/A). Обратно, для любого гомоморфизма
α : G→ K∗ рассмотрим отображение ᾱ : G/A→ K∗, где ᾱ(gA) = α(g). Отобра-
жение ᾱ определено корректно: если g1A = g2A, т. е. существует a из A такой,
что g1 = g2a, то

ᾱ(g1A) = α(g1) = α(g2a) = α(g2)α(a) = α(g2) = 1.

Возьмем gA из H(G/A). Если найдется гомоморфизм α : G → K∗ такой, что
α(g) 6= 1, то и ᾱ(gA) 6= 1, или gA не принадлежит H(G/A). Следовательно, g
из H(G), т. е. gA из H(G)/A.

Из условий 1 и 2 следует, что H(G) = [G,G]G(pm−1). �
Хорошо известно следующее утверждение.

Лемма 4. Каждый характер χ из Hom(G,K∗) можно продолжить до го-
моморфизма K-алгебр �χ : KG → K. Таким образом, существует взаимно
однозначное соответствие между характерами χ из Hom(G,K∗) и ненулевыми
гомоморфизмами �χ : KG→ K.

Лемма 5. Нильпотентное кольцо R полно, если и только если его адди-
тивная группа делимая.

Доказательство. Если R2 = {0}, то R есть полное кольцо с нулевым
умножением. Очевидно, что его аддитивная группа делимая. Если R2 6= {0},
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то найдется такое t ≥ 0, что R2t+1
= {0} и R2t 6= {0}. По условию кольцо R

является Zp-полным, значит, R = R2 + pR. Получаем

R2 = (R2 + pR)(R2 + pR) = R4 + pR3 + pR3 + p2R2

= R4 + pR3 + p2R2 = R4 + pR(R2 + pR) = R4 + pR2,

т. е. R2 также Zp-полное кольцо. Рассуждая аналогично, получим, что кольца
R4, R8, . . . , R2t будут Zp-полными.

Ненулевое кольцо R2t есть Zp-полное кольцо с нулевым умножением, по-
этому его аддитивная группа делимая. Кольца R4, R8, . . . , R2t являются Zp-
полными, тогда и все их факторы Zp-полные (см. [9]), в частности, фактор-
кольца R/R2, R2/R4, . . . , R2t−1

/R2t суть Zp-полные кольца с нулевым умноже-
нием. Следовательно, их аддитивные группы делимые.

Известно (см. [9]), что расширение делимой абелевой группы с помощью де-
лимой также делимая группа. Группы (R2t−1

/R2t)+ и (R2t)+ делимые, следова-
тельно, (R2t−1

)+ также делимая. Аналогично группы (R2t−2
/R2t−1

)+ и (R2t−1
)+

делимые, тогда и (R2t−2
)+ делимая. Поднимаясь выше, на t шаге получим, что

R+ будет делимой группой. �

Лемма 6. Для произвольной группы G и поля K = GF (pm) имеет место
равенство ⋂

χ∈Hom(G,K∗)

ker�χ = w[G,G]G(pm−1).

Доказательство. Возьмем любой гомоморфизм �χ. Для каждого g из
H(G) выполняется �χ(e− g) = �χ(e)−�χ(g) = 1− 1 = 0, т. е. (e− g) из ker�χ.
Порождающие правого идеала wH принадлежат ker�χ для произвольного �χ,
следовательно, они принадлежат

⋂
χ

ker�χ, т. е.

wH(G) ⊆
⋂
χ

ker�χ. (1)

Хорошо известно, что

KG/wH(G) ∼= K(G/H(G)).

С другой стороны, ⋂
χ∈Hom(G,K∗)

ker�χ = f−1
( ⋂
τ∈Hom(G1,K∗)

ker�τ
)
,

где f — канонический гомоморфизм KG → K(G/H(G)) = KG1. Поэтому для
доказательства включения

⋂
χ

ker�χ ⊆ wH(G) в кольце KG достаточно пока-

зать, что если H(G1) = e, то в кольце KG1 выполняется⋂
τ∈Hom(G1,K∗)

ker�τ = 0. (2)

Пусть a из KG1 и a = α1g1 + · · · + αsgs, где αi 6= 0 хотя бы для одно-
го i из 1, . . . , s. Рассмотрим подгруппу 〈g1, . . . , gs〉. Так как H(G1) = e, то
G1 — прямое произведение конечных циклических групп, поэтому 〈g1, . . . , gs〉
конечна и найдется конечная подгруппа G2 группы G1, являющаяся прямым
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множителем в G1 и содержащая 〈g1, . . . , gs〉. Пусть |G2| = n. Покажем, что
|Hom(G2,K∗)| = n. Действительно, из леммы 3 следует, что G2/H(G2) —
абелева группа и (G2/H(G2))p

m−1 = {ē}. Тогда (см. [14, гл. 1, теорема 9])
G2/H(G2) ∼= Hom(G2/H(G2),K∗), причем очевидно, что Hom(G2/H(G2),K∗) ∼=
Hom(G2,K∗).

Каждый элемент x из⋂
χ

ker�χ =

{
n∑
i=1

aigi | ∀χ ∈ Hom(G2,K
∗)

n∑
i=1

aiχ(gi) = 0

}
,

где x =
n∑
i=1

aigi, есть решение системы n однородных линейных уравнений с

коэффициентами χj(gi), i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n, при неизвестных ai, i =
1, . . . , n: 

a1χ1(g1) + a2χ1(g2) + · · ·+ anχ1(gn) = 0,
a1χ2(g1) + a2χ2(g2) + · · ·+ anχ2(gn) = 0,

. . .
a1χn(g1) + a2χn(g2) + · · ·+ anχn(gn) = 0.

(∗)

А так как различные характеры G2 в K линейно независимы над K (см. [14,
гл. 8, теорема 7]), то система (∗) не имеет ненулевых решений. Таким образом,
в кольце KG2 выполняется ⋂

χ∈Hom(G2,K∗)

ker�χ = 0,

и так как a 6= 0, то найдется χ0 из Hom(G2,K∗) такой, что �χ0(a) 6= 0. С другой
стороны, так как G2 — прямой множитель в G1, гомоморфизм χ0 : G2 → K
можно продолжить до гомоморфизма χ̃0 : G1 → K, причем �χ̃0(a) = �χ0(a) 6= 0,
т. е. a не принадлежит

⋂
χ∈Hom(G1,K∗)

ker�χ. Из произвольности выбора a следует

равенство (2), а значит, и искомое включение. �

Лемма 7. Если H / G, то в кольце KG идеал wH представим в виде⊕
g∈G

w0
gH и для любого полного множества A = {gi | i ∈ I} представителей,

попарно несравнимых по H, каждый элемент r из wH можно представить един-

ственным образом в виде r =
n∑
i=1

aigi, где gi ∈ A, ai ∈ w0
eH.

Доказательство. Если

r =

(
α1e+

m∑
k=2

αkhk

)
g

принадлежит w0
gH, то

m∑
k=1

αk = 0. Поэтому

r =

((
m∑
k=1

αk

)
e−

m∑
k=2

αk(e− hk)

)
g = −

m∑
k=2

αk(e− hk)g

принадлежит wH, т. е. w0
gH ⊆ wH для каждого g из G. С другой стороны, оче-

видно, что KG =
⊕
g∈G

wgH. Пусть r =
∑
k
rgk принадлежит wH, где rgk из wkH.
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Понятно, что gk в этом разложении можно выбрать такими, что gkg−1
l не при-

надлежит H при k 6= l. Если f : KG→ K(G/H) — канонический гомоморфизм,
то

f(r) =
∑
k

f(rgk) =
∑
k

(∑
i

αi,k
)
ḡk = 0.

Из линейной независимости векторов ḡk в пространстве K(G/H) получаем, что∑
i
αi,k = 0 для всех k, т. е. rgk принадлежит w0

gkH для любого k. Вторая часть

утверждения очевидным образом следует из первой. �
Необходимость изучения полных GF (p)-алгебр над конечными полями вы-

текает из следующего утверждения.

Предложение 1. Для того чтобы кольцо R было полным, необходимо и
достаточно, чтобы для любого простого числа p кольцо R/pR было полным.

Доказательство. Из утверждения [9] следует, что R/pR есть полное
кольцо как гомоморфный образ полного кольца. Обратно, если R/pR есть пол-
ное кольцо для любого простого p, то

Zp(R/pR) = (R2 + pR)/pR+ (R/pR)2 = R/pR

и R2 + pR = pR, т. е. Zp(R) = R. Аналогично Fp(R) = R. �

Доказательство теоремы 2. Покажем, что wH является полным под-
кольцом в KG. Очевидно, wH порождается множеством {(e− h)g | h ∈ H, g ∈
G} как абелева группа. Так как [H,H]Hp = H, для каждого h из H найдутся
h1, h2, . . . , hk, . . . , hl из H такие, что h = [h1, h2] . . . [hk−1, hk]h

p
k+1 . . . h

p
l и

(e− h)g = ((e− [h1, h2]) + [h1, h2](e− [h2, h3]) + [h1, h2][h2, h3](e− [h4, h5])

+ · · ·+ [h1, h2] . . . [hk−1, hk]
(
e− hpk+1

)
+ [h1, h2] . . . [hk−1, hk]h

p
k+1(e− hpk+2)

+ · · ·+ [h1, h2] . . . [hk−1, hk]h
p
k+1 . . . h

p
l−1

(
e− hpl

)
)g.

Очевидно,

e− [hi, hi+1] = e− hihi+1h
−1
i h−1

i+1 = (hi+1hi − hihi+1)h−1
i h−1

i+1

= ((e− hi+1)(e− hi)− (e− hi)(e− hi+1))h−1
i h−1

i+1

принадлежит Zp(wH) = (wH)2 и для любого r из KG элемент

(e− hpi )r = (e− hi)pr = (e− hi)(e− hi)p−1r

принадлежит Zp(wH) = (wH)2. Таким образом, (e−h)g принадлежит Zp(wH),
и Zp(wH) = wH.

Покажем Fp-полноту кольца wH. Пусть f : wH → K — ненулевой гомо-
морфизм колец. Существует h из H такой, что f(e− h) 6= 0. Иначе для любых
h1, h2 из H и g1, g2 из G выполняется

f((e−h1)g1)f((e−h2)g2) = f((e−h1)g1(e−h2)g2) = f(e−h1)f(g1(e−h2)g2) = 0.

Поэтому (Im f)2 = K2 = 0.
Пусть f(e−h) 6= 0. Покажем, что f((e−h)g) = f(g(e−h)). Действительно,

f(e− h)f((e− h)g − g(e− h)) = f((e− h)(e− h)g − (e− h)g(e− h))

= f((e− h)2g)− f((e− h)g(e− h)) = f((e− h)2g)− f((e− h)g)f(e− h)

= f((e− h)2g)− f(e− h)f((e− h)g) = 0.
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Рассмотрим отображение

ϕ : G→ K, ϕ(g) =
f((e− h)g)
f(e− h)

.

Заметим, что

ϕ(g1)ϕ(g2) =
f((e− h)g1)f((e− h)g2)

(f(e− h))2
=
f((e− h)g1)f(g2(e− h))

(f(e− h))2

=
f((e− h)g1g2(e− h))

(f(e− h))2
=
f(e− h)f(g1g2(e− h))

(f(e− h))2
=
f((e− h)g1g2)

f(e− h)
= ϕ(g1g2),

причем

ϕ(e) =
f(e− h)
f(e− h)

= 1 6= 0.

Таким образом, ϕ есть характер группы G, и

�ϕ(e− h) = ϕ(e)− ϕ(h) =
f(e− h)
f(e− h)

− f((e− h)h)
f(e− h)

= f(e− h).

С другой стороны, из леммы 6 следует, что ϕ(H) = e и �ϕ(e − h) = �ϕ(e) −
�ϕ(h) = 1− 1 = 0, что противоречит выбору (e− h). Полученное противоречие
доказывает Fp-полноту кольца wH. Таким образом, wH ⊆ C(KG).

Для доказательства включения C(KG) ⊆ wH достаточно показать, что
KG/wH ∼= K(G/H) не имеет ненулевых полных подколец. Из того, что H яв-
ляется наибольшей Ap-полной подгруппой в [G,G]G(p−1), следует, что в группе
G1 = G/H подгруппа [G1, G1]G

(p−1)
1 = ([G,G]G(p−1))/H не имеет неединич-

ных подгрупп A со свойством [A,A]Ap = A. Поэтому существует нормальный
ряд [G1, G1]G

(p−1)
1 = H1 . H2 . H3 · · · . Hσ = {e}, в котором Hi+1 = [Hi,Hi]H

p
i

и Hα =
⋂
β<α

Hβ , т. е. факторы Hi+1/Hi являются коммутативными, причем

(Hi+1/Hi)p = {ē}. Рассмотрим соответствующую убывающую цепь идеалов
кольца KG1: wH1 ⊃ wH2 ⊃ · · · ⊃ wHσ = {0}. Покажем, что C(KG1) ⊆ wHα

для любого α < σ, отсюда будет ясно, что C(KG1) = {0}. Доказательство
проведем индукцией по α. Пусть α = 1. По лемме 6

wH1 =
⋂

χ∈Hom(G1,K∗)

ker�χ

и так как C(KG1) не имеет ненулевых гомоморфизмов в K, то C(KG1) ⊆ wH1.
Пусть C(KG1) ⊆ wHβ для всех β < α. Если α есть предельный ординал, то
из леммы 6 следует, что wHα =

⋂
β<α

wHβ . Поэтому C(KG1) ⊆ wHα. Пусть α

не является предельным. Покажем, что кольцо KG1/wHα
∼= K(G1/Hα) реду-

цированно. В группе G1/Hα = G1 нормальная подгруппа Hα−1/Hα = Hα−1
коммутативна и (Hα−1)p = {e}. Докажем равенство

(wHα−1)δ =
(
w0
eHα−1

)δ
G1 (3)

для любого ординала δ. Доказательство проведем индукцией по δ. При δ = 1
получаем очевидное равенство (wHα−1) =

(
w0
eHα−1

)
G1. Пусть для всех α < δ

равенство (3) верно и δ не является предельным:

(wHα−1)δ−1 =
(
w0
eHα−1

)
G1.
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Допустим, x принадлежит (wHα−1)δ, т. е.

x =
n∑
i=1

(e− hi)giri,

где hi из Hα−1, gi из G1, ri из (wHα−1)δ−1, или x =
n∑
i=1

(e − hi)r′i для r′i = giri

из (wHα−1)δ−1. Таким образом, x принадлежит
(
w0
eHα−1

)δ
G1 и (wHα−1)δ ⊆(

w0
eHα−1

)δ
G1. Обратное включение очевидно. Пусть теперь δ есть предельный

ординал и
(wHα−1)δ =

⋂
β<δ

(wHα−1)β =
⋂
α<δ

((
w0
eHα−1

)β
G1
)
.

Предположим, что x из (wHα−1)δ. Это значит, что x =
nβ∑
i=1

rβ,igβ,i для каждого

β < δ, где rβ,i из
(
w0
eHα−1

)β . Так как x из wHα−1, из леммы 7 следует, что, не
теряя общности, для каждого i можно предположить, что nβ = nγ , gβ,i = gγ,i,
rβ,igβ,i = rγ,igγ,i для всех β и γ, меньших δ, а поэтому (rβ,i − rγ,i)gi = 0, где

gi = gβ,i = gγ,i и rβ,i = rγ,i. Обозначив rβ,i = rγ,i = ri, получим x =
n∑
i=1

rigi, где

ri из
⋂
β<δ

(
w0
eHα−1

)β . Таким образом, x принадлежит(⋂
β<δ

w0
eH

β
α−1

)
G1 =

(
w0
eHα−1

)δ
G1,

и (wHα−1)δ ⊆ (w0
eHα−1)δG1. Очевидное обратное включение и доказывает ра-

венство (3).
Покажем теперь, что найдется ординал γ такой, что

(
w0
eHα−1

)γ = 0. Так
как группа Hα−1 коммутативная и (Hα−1)p = {e}, то Hα−1 есть прямое произ-
ведение циклических подгрупп,

Hα−1 =
∏
i∈I

Ai,

где I вполне упорядочено. Пусть Bi =
∏
j>i

Aj . Понятно, что Bi = Ai+1 ×

Bi+1 и Bi/Bi+1 ∼= 〈ai+1〉. Очевидно, w0
eHα−1 можно отождествить с идеалом

wHα−1 кольца KHα−1. Рассмотрим в нем убывающую цепь идеалов wB0 ⊃
wB1 ⊃ · · · ⊃ wBδ = 0. Легко показать, что (wBα)p ⊂ wBα+1 для всех α.
Действительно, если x1, x2, . . . , xp принадлежат wBα, то xi = αi(e− āα+1)hi+ bi
и

x1x2 . . . xp = α1α2 . . . αp
(
e− āpα−1

)
+ r = α1α2 . . . αp(e− āα−1)p + r = r,

где r принадлежит wBα+1. Из этого следует, что wHα−1 не имеет подколец,
совпадающих со своим квадратом, а значит, найдется ординал γ такой, что
(wHα−1)γ = 0 и

(
w0
eHα−1

)γ = 0 в кольце KG1. Воспользовавшись равен-
ством (3), получим, что (wHα−1)γ = 0 и C(KG1) ⊆ wHα. �

Доказательство теоремы 3. (1⇔2) Для удобства через H будем обо-
значать подгруппу [G,G]G(p−1). Пусть кольцо KG редуцировано. Так как
KG/J(KG) — конечное кольцо c нулевым радикалом Джекобсона, то

KG/J(KG) ∼=
∏
i∈I

Ki,
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где Ki — кольца матриц над конечными полями. Если найдется i0 такое, что
Ki0 не изоморфно K, то кольцо Ki0 будет полным (см. [8]). Пусть теперь

f : KG→
∏
i∈I

Ki

— канонический сюръективный гомоморфизм. Покажем, что A = f−1(Ki0) —
полное подкольцо в KG. Действительно, A является идеалом в KG и J(KG) ⊆
A, тогда (см. [15, теорема 1.2.5, с. 21])

J(A) = A ∩ J(KG) = J(KG),

значит,
A/J(A) = A/J(KG) ∼= Ki0

есть полное кольцо. Следовательно (см. [8]), кольцо A полное. Обратно, пусть
C — полное подкольцо в KG. Очевидно, C ⊆ J(KG), иначе существует нену-
левой гомоморфизм из C в K, что противоречит полноте кольца C. Поэтому
C — нильпотентное полное кольцо. По лемме 5 группа C+ делимая, причем
pC+ = {0}, т. е. C+ = {0}.

Для того чтобы показать эквивалентность условий 1 и 3, достаточно за-
метить, что из конечности подгруппы [G,G]G(p−1) следует, что она не имеет
неединичных Ap-полных подгрупп тогда и только тогда, когда она является
p-группой. Поэтому из теоремы 2 следует нужное утверждение. �

В заключение авторы выражают благодарность профессору Л. М. Марты-
нову за постановку задачи и полезное обсуждение, а также профессору
А. Н. Зубкову за ценные замечания.
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