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ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ РЯДЫ

С (~k,~s)–МОНОТОННЫМИ

КОЭФФИЦИЕНТАМИ В ПРОСТРАНСТВАХ

СО СМЕШАННОЙ КВАЗИНОРМОЙ
Б. В. Симонов

Аннотация: Оцениваются суммы двойных рядов по синусам и косинусам с кратно
монотонными и с другими, более общего вида, коэффициентами. Получены необ-
ходимые и достаточные условия принадлежности сумм этих рядов пространствам
со смешанной квазинормой.
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1. Введение

Пусть � — совокупность неотрицательных суммируемых на (−π, π) функ-
ций. Пространством с весом L назовем множество функций f(x1, x2), 2π-
периодических по каждой переменной, с конечной квазинормой

‖f(x1, x2)‖(−π,π)2 =

 π∫
−π

ϕ2(x2)

 π∫
−π

ϕ1(x1)|f(x1, x2)|p1 dx1


p2
p1

dx2

 1
p2

,

где p1 > 0, p2 > 0, ϕ1 ∈ �, ϕ2 ∈ �.
Будем рассматривать ряды

∞∑
n2=0

∞∑
n1=0

an1,n2 sinn1x1 sinn2x2, (1)

∞∑
n2=0

∞∑
n1=0

an1,n2 sinn1x1 cosn2x2, (2)

∞∑
n2=0

∞∑
n1=0

an1,n2 cosn1x1 sinn2x2, (3)

∞∑
n2=0

∞∑
n1=0

an1,n2 cosn1x1 cosn2x2, (4)
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причем (для краткости обозначений) считаем, что значения cos 0 · x1, cos 0 · x2,
sin 0 · x1, sin 0 · x2 заменяются на 1/2.

Будем считать, что коэффициенты этих рядов удовлетворяют условию

an1,n2 −→ 0 (5)

при n1 →∞ и любом фиксированном n2 и при n2 →∞ и любом фиксированном
n1. Для целых k1 ≥ 1, k2 ≥ 1 обозначим

�~kan1,n2 = �k1,k2an1,n2 =
k1∑
i=0

(−1)iCi
k1

k2∑
j=0

(−1)jCj
k2
an1+i,n2+j ,

|�|~kan1,n2 = |�|k1,k2an1,n2 =
k1∑
i=0

Ci
k1

k2∑
j=0

Cj
k2
an1+i,n2+j ,

�0,k2an1,n2 =
k2∑
j=0

(−1)jCj
k2
an1,n2+j , |�|0,k2an1,n2 =

k2∑
j=0

Cj
k2
an1,n2+j ,

�k1,0an1,n2 =
k1∑
i=0

(−1)iCi
k1
an1+i,n2 , |�|k1,0an1,n2 =

k1∑
i=0

Ci
k1
an1+i,n2 ,

�0,0an1,n2 = an1,n2 , |�|0,0an1,n2 = an1,n2 ,

где Cm
n = n(n− 1) · · · (n−m+ 1)/m!. Пусть даны числовой ряд

∞∑
n2=0

∞∑
n1=0

cn1,n2 (6)

и его частная сумма Sm1,m2 =
m2∑
n2=0

m1∑
n1=0

cn1,n2 .

Если существует такое S, что для любого ε > 0 найдутся натуральные N1
и N2 такие, что |Sm1,m2 − S| < ε при любых m1 > N1, m2 > N2, то говорят, что
ряд (6) сходится по Прингсхейму к сумме S [1, с. 27].

Из работы [2] следует, что если последовательность {an1,n2} удовлетворяет
условию (5) и �k1,k2an1,n2 ≥ 0 для любых натуральных n1 и n2 и некоторых
k1 ≥ 1 и k2 ≥ 1, то каждый из рядов (1)–(4) сходится по Прингсхейму всюду,
кроме, может быть, множества плоской меры нуль. Пусть r1 = 1, 2, r2 = 1, 2.
Через fr1,r2(x1, x2) обозначим сумму ряда (1) при r1 = r2 = 1; сумму ряда (2)
при r1 = 1, r2 = 2; сумму ряда (3) при r1 = 2, r2 = 1; сумму ряда (4) при
r1 = r2 = 2. Пусть k1, k2 — целые неотрицательные числа; s1 = 0, 1; s2 = 0, 1;
~k = (k1, k2); ~s = (s1, s2).

В данной работе находятся условия, при которых суммы тригонометриче-
ских рядов (1)–(4) с (~k,~s)-монотонными коэффициентами (определение см. ни-
же) принадлежат классам L, а также устанавливаются оценки квазинорм этих
функций через коэффициенты соответствующих рядов.

Для формулировки приводимых ниже утверждений введем определения.
Пусть ϕ ∈ �. Введем следующие условия на функцию ϕ(x).

Условие A1. Справедливо неравенство
π
2∫

π
4

ϕ(x) dx ≤ C

π∫
π
2

ϕ(x) dx,
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и
δ∫

0

ϕ(x) dx ≤ C1

δ/2∫
δ/4

ϕ(x) dx

для любого δ ∈ (0, π), где C1 не зависит от δ (константы C, C1, . . . здесь и ниже
считаем положительными).

Условие A2. Для любого δ ∈ (0, π) и любого b ≥ π/(4δ)

δ∫
δ/2

ϕ(x) sin2 bx dx ≥ C2

δ∫
δ/2

ϕ(x) dx,

где C2 не зависит от δ и b.

Условие A3. Выполнено неравенство ϕ(π − x) = ϕ(x) для почти всех
x ∈ (0, π).

Заметим, что условию A2 удовлетворяют, например, конечные функ-
ции ϕ(x), являющиеся почти возрастающими на (0, π) (т. е. для которых ϕ(x1) ≤
C3ϕ(x2) при любых 0 < x1 < x2 < π, где C3 не зависит от x1, x2 [3]) и такие,
что ϕ(x) ≤ C4ϕ(x/2) для любого x ∈ (0, π), где C4 не зависит от x. Это легко

проверить, используя свойства функции ϕ(x) и неравенство [4]
2aπ∫
aπ

sin2 x
x dx ≥ C5,

где C5 не зависит от a, a ≥ 1/8.
Для дальнейшего нам понадобится понятие (~k,~s)-монотонности (~k = (k1, k2),

~s = (s1, s2)) последовательности {an1,n2}
∞,∞
n1=0,n2=0 = {an1,n2}.

Будем говорить, что последовательность {an1,n2} является (~k,~s)-монотон-
ной, если {an1,n2} удовлетворяет условию (5) и �~k(|�|~san1,n2) ≥ 0 для некото-
рых k1 ≥ 0, k2 ≥ 0, s1 ≥ 0, s2 ≥ 0 и всех n1, n2.

Нетрудно проверить, что если последовательность {an1,n2} удовлетворяет
условию (5) и �1,1an1,n2 ≥ 0 для любых целых неотрицательных n1 и n2, то она
((1, 1), (s1, s2))-монотонна для любых s1 = 0, 1, . . . и s2 = 0, 1, . . . . Обратное не
всегда верно.

Двойной тригонометрический ряд называется рядом с (~k,~s)-монотонными
коэффициентами, если последовательность его коэффициентов {an1,n2} явля-
ется (~k,~s)-монотонной.

Через [a] обозначим целую часть числа a. Пусть f(x1, x2) является суммой
тригонометрического ряда с коэффициентами {an1,n2}. Для краткости записи
утверждений введем обозначение

S(s1, s2,m1,m2, {an1,n2}, p1, p2, ϕ1, ϕ2)

=

 ∞∑
n2=0

π
n2∫
π

n2+1

ϕ2(x2) dx2 · n(2−[1/m2])p2
2

 ∞∑
n1=0

π
n1∫
π

n1+1

ϕ1(x1) dx1

× n(2−[1/m1])p1
1 (�m1−1,m2−1(|�|s1,s2an1−1,n2−1))p1

p2/p11/p2

.

В работе доказаны следующие утверждения.
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Утверждение 1. Пусть ϕi ∈ � четны на (−π, π) и удовлетворяют усло-
вию A1; si = 0, 1, ri = 1, 2, ki ≥ ri + 1 (i = 1, 2); последовательность {an1,n2}
является (~k,~s)-монотонной.

Тогда при любых pi ∈ (0,∞)

C1S(s1, s2, r1, r2, {an1,n2}, p1, p2, ϕ1, ϕ2)
≤ ‖fr1,r2(x1, x2)‖(− π

s1+1 ,
π

s1+1 )×(− π
s2+1 ,

π
s2+1 )

≤ C2S(s1, s2, r1, r2, {an1,n2}, p1, p2, ϕ1, ϕ2), (7)

где C1, C2 не зависят от последовательности {an1,n2}.

Утверждение 2. Пусть ϕi ∈ � четны на (−π, π) и удовлетворяют усло-
виям A1–A3; si = 0, 1, ri = 1, 2, ki ≥ ri (i = 1, 2); последовательность {an1,n2}
является (~k,~s)-монотонной.

Тогда при любых pi ∈ (0,∞)

C1S(s1, s2, r1, r2, {an1,n2}, p1, p2, ϕ1, ϕ2) ≤ ‖fr1,r2(x1, x2)‖(−π,π)2

≤ C2S(s1, s2, r1, r2, {an1,n2}, p1, p2, ϕ1, ϕ2), (8)

где C1, C2 не зависят от последовательности {an1,n2}.
Замечание 1. В отдельных случаях можно несколько ослабить условия

утверждений 1 и 2. Так, если в утверждениях 1 или 2 r1 = 1, s1 = 0, а
r2+s2 6= 1, то вместо (~k,~s)-монотонности от последовательности {an1,n2} можно
требовать (~k,~s)-монотонность последовательности {an1,n2}

∞,∞
n1=1, n2=0 и справед-

ливость неравенства

�0,k2(|�|0,s2a0,n2) ≥ 0 (n2 = 0, 1, . . . ). (9)

Аналогично при r1+s1 6= 1 и r2 = 1, s2 = 0 можно требовать (~k,~s)-монотонность
последовательности {an1,n2}

∞,∞
n1=0, n2=1 и выполнение неравенства

�k1,0(|�|s1,0an1,0) ≥ 0 (n1 = 0, 1, . . . ), (10)

а при r1 = r2 = 1, s1 = s2 = 0 можно требовать (~k,~s)-монотонность после-
довательности {an1,n2}

∞,∞
n1=1,n2=1, неотрицательность a0,0, выполнение неравен-

ства (9) для n2 = 1, 2, . . . и неравенства (10) для n1 = 1, 2, . . . .
Замечание 2. Утверждения 1 и 2 сформулированы для si = 0, 1 (i = 1, 2).

Аналогично рассуждая, можно получить подобные утверждения и для случая,
когда последовательность {an1,n2} будет (~k,~s)-монотонной s1 = 0, 1, . . . , s2 =
0, 1, . . . .

Замечание 3. Пусть ϕi(xi) ≡ 1 (i = 1, 2), a0,n2 = 0 (n2 = 0, 1, . . . ) в (2),
an1,0 = 0 (n1 = 0, 1, . . . ) в (3), a0,n2 = an1,0 = 0 (n1, n2 = 0, 1, . . . ) в (1), s1 =
s2 = 0. Нетрудно видеть, что данные функции ϕi(xi) (i = 1, 2) удовлетворяет
условиям A1–A3. Поэтому, применяя утверждение 2 и замечание 1, получаем
теорему из [4].

2. Вспомогательные утверждения

Пусть B1
0(x) = 1/2; B1

n(x) = 1/2 + cosx + · · · + cosnx для n ≥ 1; Bk
n(x) =

n∑
ν=0

Bk−1
ν (x) для k = 2, 3, . . . и n ≥ 0; B

1
n(x) = sinx + · · · + sinnx для n ≥ 1;

B
k
n(x) =

n∑
ν=1

B
k−1
ν (x) для k = 2, 3, . . . и n ≥ 1.
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Лемма 1 [5]. Пусть an ≥ 0, bn ≥ 0 (n = 1, 2, . . . ), 1 ≤ p <∞. Тогда

а) если
∞∑
ν=n

aν = anβn (n = 1, 2, . . . ), то

∞∑
n=1

an

(
n∑

ν=1

bν

)p

≤ pp
∞∑
n=1

an(βnbn)p,

б) если
n∑

ν=1
aν = anβn (n = 1, 2, . . . ), то

∞∑
n=1

an

( ∞∑
ν=n

bν

)p

≤ pp
∞∑
n=1

an(βnbn)p.

Лемма 2 [6, с. 125]. Пусть an ≥ 0, 0 < α ≤ β <∞. Тогда( ∞∑
n=1

aβn

)1/β

≤

( ∞∑
n=1

aαn

)1/α

.

Лемма 3 [6, с. 6]. Пусть u1 ≥ 0, u2 ≥ 0. Тогда для любого α > 0

C1(α)
(
uα1 + uα2

)
≤ (u1 + u2)α ≤ C2(α)

(
uα1 + uα2

)
.

Лемма 4. Пусть ki ≥ 1, si = 0, 1 (i = 1, 2), последовательность {an1,n2}
является (~k,~s)-монотонной.

Тогда для любых m1 = 0, 1, . . . , k1, m2 = 0, 1, . . . , k2, n1, n2 = 0, 1, . . .

�m1,k2(|�|s1,s2an1,n2) ≥ 0, �k1,m2(|�|s1,s2an1,n2) ≥ 0,

�0,m2(|�|0,s2an1,n2) ≥ 0, �m1,0(|�|s1,0an1,n2) ≥ 0, an1,n2 ≥ 0.

Доказательство следует из определения (~k,~s)-монотонности последова-
тельности {an1,n2}.

Лемма 5. Пусть ki ≥ 1, si = 0, 1 (i = 1, 2), последовательность {an1,n2}
является (~k,~s)-монотонной. Тогда каждый из рядов (1)–(4) сходится по Принг-
схейму всюду, кроме, может быть, множества плоской меры нуль, т. е. суще-
ствуют функции f1,1(x1, x2), f1,2(x1, x2), f2,1(x1, x2), f2,2(x1, x2) — суммы соот-
ветствующих рядов (1)–(4).

Доказательство. Сходимость для случая, когда s1 = s2 = 0, следует из
работы [4].

Рассмотрим ряд (2). Пусть s1 = s2 = 1. Тогда

Sn1,n2(x1, x2) =
1
2

(
1
2
a0,0 +

n2∑
ν2=1

a0,ν2 cos ν2x2

)

+
n1∑

ν1=1

(
1
2
aν1,0 +

n2∑
ν2=1

aν1,ν2 cos ν2x2

)
sin ν1x1 ·

cos(x1/2)
cos(x1/2)

=
1
2

(
1− tg

x1

2

)(
a0,0

2
+

n2∑
ν2=1

a0,ν2 cos ν2x2

)
+

1
2 cos(x1/2)

sin((n1 + 1/2)x1)
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×

(
an1,0

2
+

n2∑
ν2=1

an1,ν2 cos ν2x2

)
+

1
2 cos(x1/2)

×
n1∑

ν1=1

(
1
2
|�|1,0aν1−1,0 +

n2∑
ν2=1

|�|1,0aν1−1,ν2 cos ν2x2

)
sin((ν1 − 1/2)x1) ·

cos(x1/2)
cos(x1/2)

=
1
2

(
1−tg

x1

2

)(
a0,0

2
+

n2∑
ν2=1

a0,ν2 cos ν2x2·
cos(x2/2)
cos(x2/2)

)
+

1
2 cos(x1/2)

sin((n1+1/2)x1)

×

(
an1,0

2
+

n2∑
ν2=1

an1,ν2 cos ν2x2 ·
cos(x2/2)
cos(x2/2)

)
+

1
(2 cos(x1/2))2

sinn1x1

×

(
1
2
|�|1,0an1−1,0 +

n2∑
ν2=1

|�|1,0an1−1,ν2 cos ν2x2 ·
cos(x2/2)
cos(x2/2)

)
+

1
(2 cos(x1/2))2

×
n1−1∑
ν1=1

(
1
2
|�|2,0aν1−1,0 +

n2∑
ν2=1

|�|2,0aν1−1,ν2 cos ν2x2 ·
cos(x2/2)
cos(x2/2)

)
sin ν1x1

=
1
2

(
1− tg

x1

2

)
1

(2 cos(x1/2))2

(
|�|0,1a0,0 +

n2−1∑
ν2=1

|�|0,2a0,ν2−1 cos ν2x2

)

+
1
2

(
1− tg

x1

2

)
1

(2 cos(x2/2))2
|�|0,1a0,n2−1 cosn2x2 +

1
2 cos(x1/2)

1
(2 cos(x2/2))2

× sin((n1 + 1/2)x1)

(
|�|0,1an1,0 +

n2∑
ν2=1

|�|0,2an1,ν2−1 cos ν2x2

)
+

1
2

(
1− tg

x1

2

)
× 1

2 cos(x2/2)
cos((n2 + 1/2)x2)a0,n2 +

1
2 cos(x1/2)

1
(2 cos(x2/2))2

sin((n1 + 1/2)x1)

× cosn2x2|�|0,1an1,n2−1 +
1

2 cos(x1/2)
1

2 cos(x2/2)
sin((n1 + 1/2)x1)

× cos((n2 + 1/2)x2) an1,n2 +
1

(2 cos(x1/2))2
1

(2 cos(x2/2))2
sinn1x1

(
|�|1,1an1−1,0

+
n2∑

ν2=1

|�|1,2an1−1,ν2−1 cos ν2x2

)
+

1
(2 cos(x1/2))2

1
(2 cos(x2/2))2

sinn1x1 cosn2x2

× |�|1,1an1−1,n2−1 +
1

(2 cos(x1/2))2
1

2 cos(x2/2)
sinn1x1 cos((n2 + 1/2)x2)

× |�|1,0an1−1,n2 +
1

(2 cos(x1/2))2
1

(2 cos(x2/2))2

n1∑
ν1=1

(
|�|2,1aν1−1,0

+
n2∑

ν2=1

|�|2,2aν1−1,ν2−1 cos ν2x2

)
sin ν1x1 +

1
(2 cos(x1/2))2

1
(2 cos(x2/2))2

cosn2x2

×
n1−1∑
ν1=1

|�|2,1aν1−1,n2−1 sin ν1x1 +
1

(2 cos(x1/2))2
1

2 cos(x2/2)

×
n1−1∑
ν1=1

|�|2,0aν1−1,n2 sin ν1x1 cos((n2 + 1/2)x2).
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Рассмотрим первое из слагаемых в последнем выражении для Sn1,n2(x1, x2):

I(x1, x2) =
1
2

(
1− tg

x1

2

)
1

(2 cos(x1/2))2
· Sn2(x2),

где

Sn2(x2) = |�|0,1a0,0 +
n2−1∑
ν2=1

|�|0,2a0,ν2−1 cos ν2x2.

Исследуем на сходимость Sn2(x2). Пусть n2 ≥ 4. Тогда

Sn2(x2) = (2|�|0,1a0,0 − |�|0,1a0,1)/2

+
n2−2∑
ν2=2

(|�|0,2a0,ν2−2 − |�|0,2a0,ν2) sin ν2x2/(2 sinx2)

+ |�|0,2a0,n2−2 sin(n2 − 1)x2/(2 sinx2) + |�|0,2a0,n2−1 sinn2x2/(2 sinx2).

Пусть δ ∈ (0, π/2), тогда | sinn2x2/(2 sinx2)| равномерно ограничена на δ ≤ x2 ≤
π − δ. Учитывая лемму 4, получаем равномерную сходимость Sn2(x2) на этом
отрезке. Если 0 < x2 < π, то можно взять δ столь малым, что δ ≤ x2 ≤
π − δ и, значит, Sn2(x2) сходится в точке x2. Таким образом, I(x1, x2) сходится
по Прингсхейму во всех точках (x1, x2), кроме тех точек, для которых x1 =
(2k + 1)π, k ∈ Z, или x2 = mπ, m ∈ Z (образующих множество точек плоской
меры нуль). Аналогично проверяется сходимость по Прингсхейму остальных
слагаемых в последнем выражении. Таким образом, в этом случае существует
функция f1,2(x1, x2), являющаяся суммой ряда (2).

Остальные случаи доказываются аналогично. Лемма 5 доказана.

Лемма 6. Пусть последовательность {an1,n2} является (~k,~s)-монотонной.
Тогда функция f1,2(x1, x2) может быть почти всюду представлена в виде:

если k1 = 1, k2 = 2, s1 = 1, s2 = 0, то

f1,2(x1, x2) =
1
2

(
1− tg

x1

2

) ∞∑
n2=0

�0,2a0,n2 B
2
n2

(x2)

+
1

2 cos(x1/2)

∞∑
n2=0

∞∑
n1=0

�1,2(|�|1,0an1−1,n2)
sin2(n1x1/2)

sin(x1/2)
B2
n2

(x2), (11)

если k1 = 2, k2 = 3, s1 = 0, s2 = 1, то

f1,2(x1, x2) =
1
2

∞∑
n2=1

�0,1(|�|0,1a0,n2−1)B
2
n2

(x2)/(2 sinx2)

+
∞∑

n2=1

∞∑
n1=1

�2,3(|�|0,1an1,n2−1)B
2
n1

(x1)B
2
n2

(x2)/(2 sinx2), (12)

если k1 = 1, k2 = 2, s1 = 1, s2 = 1, то

1
4
(f1,2(x1, x2) + f1,2(π − x1, x2) + f1,2(x1, π − x2) + f1,2(π − x1, π − x2))

=
∞∑

ν2=1

�0,2(|�|0,2a0,2(ν2−1))
sin2 ν2x2

(2 sinx2)2
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+
∞∑

ν2=1

∞∑
ν1=1

�1,2(|�|1,2a2ν1−1,2(ν2−1))
sin2 ν1x1

sinx1

sin2 ν2x2

2 sin2 x2
. (13)

Доказательство. Пусть k1 = 1, k2 = 2, s1 = 1, s2 = 0. Тогда, проводя те
же преобразования, что и в лемме 5, получим

Sn1,n2(x1, x2) =
a0,0

4
+

1
2

n1∑
ν1=1

aν1,0 sin ν1x1 +
1
2

n2∑
ν2=1

a0,ν2 cos ν2x2

+
n2∑

ν2=1

n1∑
ν1=1

aν1,ν2 sin ν1x1 cos ν2x2 =
1
2

(
1− tg

x1

2

) n2∑
ν2=0

�0,2a0,ν2

×B2
ν2

(x2)−
1
2
(
1− tg

x1

2
)
�0,1a0,n2+1 B

2
n2

(x2)−
1
2
(
1− tg

x1

2
)
a0,n2+1B

1
n2

(x2)

− 1
2 cos(x1/2)

sin((n1 + 1/2)x1)B1
n2

(x2)an1,n2+1 +
1

2 cos(x1/2)
sin((n1 + 1/2)x1)

×
n2∑

ν2=0

�0,2an1,ν2B
2
ν2

(x2)−
1

2 cos(x1/2)
sin((n1 + 1/2)x1)B2

n2
(x2) �0,1an1,n2+1

− 1
2 cos(x1/2)

B1
n2

(x2)
n1∑

ν1=1

�1,0(|�|1,0aν1−1,n2+1)
sin2(ν1x1/2)

sin(x1/2)

+
1

2 cos(x1/2)
B1
n2

(x2)|�|1,0an1,n2+1
sin2(n1x1/2)

sin(x1/2)
− 1

2 cos(x1/2)
B2
n2

(x2)

×
n1∑

ν1=1

�1,1(|�|1,0aν1−1,n2+1)
sin2(ν1x1/2)

sin(x1/2)
+

1
2 cos(x1/2)

B2
n2

(x2)

×�0,1(|�|1,0an1,n2+1)
sin2(n1x1/2)

sin(x1/2)
+

1
2 cos(x1/2)

n2∑
ν2=0

n1∑
ν1=1

�1,2(|�|1,0aν1−1,ν2)

× sin2(ν1x1/2)
sin(x1/2)

B2
ν2

(x2)−
1

2 cos(x1/2)
sin2(n1x1/2)

sin(x1/2)

n2∑
ν2=0

�0,2(|�|1,0an1,ν2)B
2
ν2

(x2).

Из этого представления, проводя те же рассуждения, что и в лемме 5, получаем
равенство (11).

Аналогично доказываются представления (12) и (13). Лемма 6 доказана.

Лемма 7. Пусть ϕi ∈ � удовлетворяют условию A1; si = 0, 1, ri = 1, 2,
ki ≥ ri (i = 1, 2); последовательность {an1,n2} является (~k,~s)-монотонной. Тогда
при любых pi ∈ (0,∞)

‖fr1,r2(x1, x2)‖(0, π
s1+1 )×(0, π

s2+1 ) ≤ CS(s1, s2, r1, r2, {an1,n2}, p1, p2, ϕ1, ϕ2), (14)

где C не зависит от последовательности {an1,n2}.
Доказательство проведем на примере ряда (2). Пусть {an1,n2} является

(~k,~s)-монотонной, где k1 ≥ 1, k2 ≥ 2, s1 = 1, s2 = 0. Применяя леммы 5 и 6,
имеем

I = ‖f1,2(x1, x2)‖p2
(0,π2 )×(0,π)

=
π∫

0

ϕ2(x2)

 π/2∫
0

ϕ1(x1)

∣∣∣∣∣12
(

1− tg
x1

2

) ∞∑
n2=0

�0,2a0,n2B
2
n2

(x2)
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+
1

2 cos(x1/2)

∞∑
n2=0

∞∑
n1=1

�1,2(|�|1,0an1−1,n2)
sin2(n1x1/2)

sin(x1/2)
B2
n2

(x2)

∣∣∣∣∣
p1

dx1

p2/p1

dx2.

Используя лемму 5, получим I ≤ C1(I1 + I2 + I3 + I4 + I5 + I6), где

I1 =

 π/2∫
0

ϕ1(x1) dx1

p2/p1 ∞∑
m2=0

π
2m2∫
π

2m2+1

ϕ2(x2)

∣∣∣∣∣
2m2+1−1∑
n2=0

�0,2a0,n2B
2
n2

(x2)

∣∣∣∣∣
p2

dx2,

I2 =

 π/2∫
0

ϕ1(x1) dx1

p2/p1 ∞∑
m2=0

π
2m2∫
π

2m2+1

ϕ2(x2)

∣∣∣∣∣
∞∑

n2=2m2+1

�0,2a0,n2B
2
n2

(x2)

∣∣∣∣∣
p2

dx2,

I3 =
∞∑

m2=0

π
2m2∫
π

2m2+1

ϕ2(x2)

 ∞∑
m1=1

π
2m1∫
π

2m1+1

ϕ1(x1)

×

∣∣∣∣∣
2m2+1−1∑
n2=0

2m1+1−1∑
n1=1

�1,2bn1,n2B
2
n2

(x2)B̃2
n1

(x1)

∣∣∣∣∣
p1

dx1

p2/p1

dx2,

I4 =
∞∑

m2=0

π
2m2∫
π

2m2+1

ϕ2(x2)

 ∞∑
m1=1

π
2m1∫
π

2m1+1

ϕ1(x1)

×

∣∣∣∣∣
∞∑

n2=2m2+1

2m1+1−1∑
n1=1

�1,2bn1,n2B
2
n2

(x2)B̃2
n1

(x1)

∣∣∣∣∣
p1

dx1

p2/p1

dx2,

I5 =
∞∑

m2=0

π
2m2∫
π

2m2+1

ϕ2(x2)

 ∞∑
m1=1

π
2m1∫
π

2m1+1

ϕ1(x1)

×

∣∣∣∣∣
2m2+1−1∑
n2=0

∞∑
n1=2m1+1

�1,2bn1,n2B
2
n2

(x2)B̃2
n1

(x1)

∣∣∣∣∣
p1

dx1

p2/p1

dx2,

I6 =
∞∑

m2=0

π
2m2∫
π

2m2+1

ϕ2(x2)

 ∞∑
m1=1

π
2m1∫
π

2m1+1

ϕ1(x1)

×

∣∣∣∣∣
∞∑

n2=2m2+1

∞∑
n1=2m1+1

�1,2bn1,n2B
2
n2

(x2)B̃2
n1

(x1)

∣∣∣∣∣
p1

dx1

p2/p1

dx2,

bn1,n2 = |�|1,0an1−1,n2 , B̃2
n1

(x1) = sin2(n1x1/2)/ sin(x1/2).
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Оценим I5. Так как B̃2
n1
≤ C2x1, B2

n2
≤ C2(n2 + 1)2, где C2 не зависит от

x1, x2, n1, n2, то

I5 ≤ C3

∞∑
m2=0

π
2m2∫
π

2m2+1

ϕ2(x2)

 ∞∑
m1=1

π
2m1∫
π

2m1+1

ϕ1(x1)

×

∣∣∣∣∣x−1
1

2m2+1−1∑
n2=0

∞∑
n1=2m1+1

�1,2bn1,n2(n2 + 1)2
∣∣∣∣∣
p1

dx1

p2/p1

dx2

≤ C4

∞∑
m2=0

π
2m2∫
π

2m2+1

ϕ2(x2)

 ∞∑
m1=1

π
2m1∫
π

2m1+1

ϕ1(x1)x
−p1
1 dx1

×

(
�0,1b2m1+1,0 +

m2∑
n2=0

22(n2−1)�0,1b2m1+1,2n2

)p1
p2/p1

dx2.

Пусть p1 ≥ 1. Тогда, применяя неравенство Минковского, получаем

I5 ≤ C5

 ∞∑
m1=1

π
2m1∫
π

2m1+1

ϕ1(x1)x
−p1
1 dx1(�0,1b2m1+1,0)p1

p2/p1 π∫
0

ϕ2(x2) dx2

+
∞∑

m2=0

π
2m2∫
π

2m2+1

ϕ2(x2) dx2

×

 m2∑
n2=0

 ∞∑
m1=1

π
2m1∫
π

2m1+1

ϕ1(x1)x
−p1
1 dx1(�0,1b2m1+1,2n2 22n2)p1

1/p1p2.
Так как ϕ2(x2) удовлетворяет условию A1, учитывая лемму 1 при p2 ≥ 1 и
лемму 2 при p2 ∈ (0, 1), будем иметь

I5 ≤ C6

 π∫
π
2

ϕ2(x2) dx2

 ∞∑
m1=1

π
2m1∫
π

2m1+1

ϕ1(x1) dx1 2m1p1(�0,1b2m1+1,0

p1
p2
p1

+
∞∑

n2=0

π
2n2∫
π

2n2+1

ϕ2(x2) dx2

 ∞∑
m1=1

π
2m1∫
π

2m1+1

ϕ1(x1) dx1 2m1p1(�0,1b2m1+1,2n2 )p1

) p2
p1

22n2p2

)

≤ C7S
p2(s1, s2, 1, 2, {an1,n2}, p1, p2, ϕ1, ϕ2).

Пусть 0 < p1 < 1. Применяя лемму 2, получаем

I5 ≤ C8

 π∫
π
2

ϕ2(x2) dx2

 ∞∑
m1=1

π
2m1∫
π

2m1+1

ϕ1(x1) dx1 2m1p1(�0,1b2m1+1,0)p1)
p2
p1
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+
∞∑

m2=0

π
2m2∫
π

2m2+1

ϕ2(x2) dx2

 m2∑
n2=0

∞∑
m1=1

π
2m1∫
π

2m1+1

ϕ1(x1)x
−p1
1 dx1(22n2�0,1b2m1+1,2n2 )p1


p2
p1
.

Так как функция ϕ2(x2) удовлетворяет условию A1, используя лемму 1 при
p2/p1 ≥ 1 и лемму 2 при p2/p1 ∈ (0, 1), приходим к неравенству

I5 ≤ C9S
p2(1, 0, 1, 2, {an1,n2}, p1, p2, ϕ1, ϕ2).

Аналогично доказывается, что Ii ≤ C10Sp2(1, 0, 1, 2, {an1,n2}, p1, p2, ϕ1, ϕ2),
где i = 1, 2, 3, 4, 6. Объединяя полученные оценки для I1 − I6, имеем

I ≤ C11S
p2(1, 0, 1, 2, {an1,n2}, p1, p2, ϕ1, ϕ2),

где C11 не зависит от {an1,n2}.
Аналогично для ряда (2) при k1 ≥ 1, k2 ≥ 2 рассматриваются оценки в

случаях, когда s1 = s2 = 0 или s1 = 0, s2 = 1 или s1 = s2 = 1.
Оценки сверху для сумм рядов (1), (3), (4) проводятся так же, как и для

сумм ряда (2). Лемма 7 доказана.

Лемма 8. Пусть ϕi ∈ �; si = 0, 1, ri = 1, 2, ki ≥ ri + 1 (i = 1, 2); последо-
вательность {an1,n2} является (~k,~s)-монотонной. Тогда при любых pi ∈ (0,∞)

‖fr1,r2(x1, x2)‖(0, π
s1+1 )×(0, π

s2+1 )

≥ C

 π
2∫

π
4

ϕ2(x2) dx2

 π
2∫

π
4

ϕ1(x1) dx1(�r1−1,r2−1(|�|s1,s2a0,0))p1


p2
p1

+

π
2∫

π
4

ϕ2(x2) dx2

 ∞∑
n1=2

π
n1∫
π

n1+1

ϕ1(x1) dx1 n
(2−[1/r1])p1
1 (�r1−1,r2−1(|�|s1,s2an1−1,0))p1


p2
p1

+
∞∑

n2=2

π
n2∫
π

n2+1

ϕ2(x2) dx2

 π
2∫

π
4

ϕ1(x1) dx1(�r1−1,r2−1(|�|s1,s2a0,n2−1))p1


p2
p1

n(2−[1/r2])p2
2

+
∞∑

n2=2

π
n2∫
π

n2+1

ϕ2(x2) dx2 n
(2−[1/r2])p2
2

×

 ∞∑
n1=2

π
n1∫
π

n1+1

ϕ1(x1) dx1n
(2−[1/r1])p1
1 (�r1−1,r2−1(|�|s1,s2an1−1,n2−1))p1


p2
p1
 1

p2

= C · Sd(s1, s2, r1, r2, {an1,n2}, p1, p2, ϕ1, ϕ2), (15)

где C не зависит от {an1,n2}.
Доказательство проведем на примере ряда (2). Пусть последователь-

ность {an1,n2} является (~k,~s)-монотонной, где k1 ≥ 2, k2 ≥ 3, s1 = 0, s2 = 1.
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Применяя леммы 5, 6 и 3, имеем I = ‖f1,2(x1, x2)‖p2
(0,π)×(0,π2 ) ≥ C1(I1 + I2), где

I1 =
∞∑

m2=2

π
m2∫
π

m2+1

ϕ2(x2)

 ∞∑
m1=1

π
m1∫
π

m1+1

ϕ1(x1)

×

∣∣∣∣∣
∞∑

n2=1

�0,3b0,n2B
2
n2

(x2)/(2 sinx2)

∣∣∣∣∣
p1

dx1

p2/p1

dx2,

I2 =
∞∑

m2=2

π
m2∫
π

m2+1

ϕ2(x2)

 ∞∑
m1=1

π
m1∫
π

m1+1

ϕ1(x1)

×

∣∣∣∣∣
∞∑

n2=1

∞∑
n1=1

�2,3bn1,n2B
2
n1

(x1)B
2
n2

(x2)/(2 sinx2)

∣∣∣∣∣
p1

dx1

p2/p1

dx2,

b0,n2 = |�|0,1a0,n2−1(n2 = 1, 2, . . . ), bn1,n2 = |�|0,1an1,n2−1 (n1, n2 = 1, 2, . . . ). Из
[7] следует, что для µ ≥ 2, ν ≥ µ и x ≥ π/(µ+1), а также для ν = 1, 2 и x ∈ [π4 ,

π
2 ]

будет B
2
ν ≥ C2ν/x, где C2 не зависит от x, ν, µ. Тогда для I2 получаем оценку

I2 ≥ C3

∞∑
m2=2

π
m2∫
π

m2+1

ϕ2(x2)x
−2p2
2 dx2

 ∞∑
m1=2

π
m1∫
π

m1+1

ϕ1(x1)x−1
1 dx1

×

( ∞∑
n2=m2

∞∑
n1=m1−1

�2,3bn1,n2 n1n2

)p1
p2/p1

.

Но
∞∑

n1=m1

�2,3bn1,n2n1 =
∞∑

n1=m1

�1,3bn1,n2n1 −
∞∑

n1=m1+1

�1,3bn1,n2(n1 − 1)

= �1,3bm1,n2m1 +�0,3bm1+1,n2 +�0,3bm1,n2 −�0,3bm1,n2 ≥ �0,3bm1,n2 .

Аналогично
∞∑

n2=m2

�0,3bm1,n2 ≥ �0,1bm1,m2 .

Таким образом,

I2 ≥ C4

∞∑
m2=2

π
m2∫
π

m2+1

ϕ2(x2) dx2m
2p2
2

×

 ∞∑
m1=2

π
m1∫
π

m1+1

ϕ1(x1) dx1m
p1
1 (�0,1bm1−1,m2)

p1

p2/p1

,

I2 ≥ C5

π
2∫

π
4

ϕ2(x2) dx222p2

 ∞∑
m1=2

π
m1∫
π

m1+1

ϕ1(x1) dx1m
p1
1 (�0,1bm1−1,1)p1

p2/p1

.
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Далее,

I1 ≥ C6

π
2∫

π
4

ϕ2(x2) dx2

 π
2∫

π
4

ϕ1(x1) dx1(�0,1b0,1)p1

p2/p1

,

I1 ≥ C7

∞∑
m2=2

π
m2∫
π

m2+1

ϕ2(x2) dx2m
2p2
2

 π
2∫

π
4

ϕ1(x1) dx1(�0,1b0,m2)
p1

p2/p1

.

Объединяя оценки для I1 и I2, будем иметь

I1/p2 ≥ C8 · Sd(0, 1, 1, 2, {an1,n2}, p1, p2, ϕ1, ϕ2),

где C8 не зависит от {an1,n2}.
Аналогично для ряда (2) рассматриваются случаи, когда s1 = 0, s2 = 0 или

s1 = 1, s2 = 0, или s1 = 1, s2 = 1.
Оценки снизу для сумм рядов (1), (3), (4) проводятся так же, как и для

суммы ряда (2). Лемма 8 доказана.

Лемма 9. Пусть ϕi ∈ �; si = 0, 1, ri = 1, 2 (i = 1, 2), k1 ≥ r1 + 1, k2 ≥ r2,
функция ϕ2(x2) дополнительно удовлетворяет условиям A2, A3 или k1 ≥ r1,
k2 ≥ r2 + 1 и функция ϕ1(x1) дополнительно удовлетворяет условиям A2, A3
или ki ≥ ri, а функции ϕi(xi) дополнительно удовлетворяют условиям A2, A3

(i = 1, 2); последовательность {an1,n2} является (~k,~s)-монотонной. Тогда при
любых pi ∈ (0,∞)

‖fr1,r2(x1, x2)‖(0,π)2 ≥ C · Sd(s1, s2, r1, r2, {an1,n2}, p1, p2, ϕ1, ϕ2), (16)

где C не зависит от {an1,n2}.
Доказательство проведем на примере ряда (2). Пусть последователь-

ность {an1,n2} является (~k,~s)-монотонной, где k1 ≥ 1, k2 ≥ 2, s1 = s2 = 1, а
функции ϕ1(x1) и ϕ2(x2) удовлетворяют условиям A2 и A3. Применяя леммы 3
и 6, будем иметь

‖f1,2(x1, x2)‖p2
(0,π)2 ≥ C‖(1/4)(f1,2(x1, x2) + f1,2(π − x1, x2)

+ f1,2(x1, π − x2) + f1,2(π − x1, π − x2)‖p2
(0,π)2 ≥ C(I1 + I2),

где

I1 =

∥∥∥∥∥
∞∑

n2=1

�0,2b0,n2

sin2 n2x2

(2 sinx2)2

∥∥∥∥∥
p2

(0,π)2
,

I2 =

∥∥∥∥∥
∞∑

n2=1

∞∑
n1=1

�1,2bn1,n2

sin2 n1x1

sinx1

sin2 n2x2

2 sin2 x2

∥∥∥∥∥
p2

(0,π)2
,

b0,n2 = |�|1,2a0,2(n2−1) (n2 = 1, 2, . . . ), bn1,n2 = |�|1,2a2n1−1,2(n2−1) (n1, n2 =
1, 2, . . . ). Оценим I2:

I2 ≥
∞∑

m2=1

π
2m2∫
π

2m2+1

ϕ2(x2)

 ∞∑
m1=1

π
2m1∫
π

2m1+1

ϕ1(x1)|ψm1,m2(x1, x2)|p1 dx1

p2/p1

dx2,
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где

ψm1,m2(x1, x2) =
∞∑

n2=2m2−1−1

∞∑
n1=2m1−1−1

�1,2bn1,n2

sin2 n1x1

sinx1

sin2 n2x2

2 sin2 x2
.

Для рассматриваемых номеров m1 и m2 справедливы оценки

sin2 n1x1/ sinx1 ≤ C2/x1, sin2 n2x2/ sin2 x2 ≤ C3/x
2
2,

где постоянные C2 и C3 не зависят от x1, x2, n1, n2. Но тогда ψm1,m2(x1, x2) ≤
C4 2m1+2m2�0,1b2m1−1−1,2m2−1−1. Рассмотрим теперь

A(m1,m2) =
∫∫

Im1,m2

ϕ1(x1)ϕ2(x2)ψm1,m2(x1, x2) dx1dx2,

где Im1,m2 = [π/2m1+1, π/2m1 ] × [π/2m2+1, π/2m2 ] = Im1 × Im2 . Пусть I0
m1

=
{x ∈ Im1 : ϕ1(x1) 6= 0}, I0

m2
= {x ∈ Im2 : ϕ2(x2) 6= 0}, I0

m1,m2
= I0

m1
× I0

m2
. Не

ограничивая общности, считаем, что µI0
m1
· µI0

m2
6= 0, где µ — мера Лебега.

Так как функции ϕ1(x1) и ϕ2(x2) удовлетворяют условию A2, то

A(m1,m2) ≥ C52m1+2m2�0,1b2m1−1,2m2−1

∫
I0
m1

ϕ1(x1) dx1

∫
I0
m2

ϕ2(x2) dx2. (17)

Положим для фиксированных m1 и m2 и для x ∈ I0
m2

I01
m1,m2

(x2) =
{
x1 ∈ I0

m1
: ψm1,m2(x1, x2) ≥

C5

π2 2m1+2m2�0,1b2m1−1.2m2−1

}
и

I01
m2

=
{
x2 ∈ I0

m2
:

∫
I01
m1,m2

(x2)

ϕ1(x1) dx1 ≥
C5

π2C4

∫
I0
m1

ϕ1(x1) dx1

}
.

Докажем, что ∫
I01
m2

ϕ2(x2) dx2 ≥
C5

π2C4

∫
I0
m2

ϕ2(x2) dx2. (18)

Предположим противное: пусть левая часть неравенства (18) меньше правой.
Тогда

A(m1,m2) =
∫

I01
m2

ϕ2(x2)
( ∫
I0
m1

ϕ1(x1)ψm1,m2(x1, x2) dx1

)
dx2

+
∫

I0
m2
\I01
m2

ϕ2(x2)
( ∫
I01
m1,m2

(x2)

ϕ1(x1)ψm1,m2(x1, x2) dx1

)
dx2

+
∫

I0
m2
\I01
m2

ϕ2(x2)
( ∫
I0
m1
\I01
m1,m2

(x2)

ϕ1(x1)ψm1,m2(x1, x2) dx1

)
dx2

≤ 1
3
C52m1+2m2�0,1b2m1−1−1,2m2−1−1

∫
I0
m1

ϕ1(x1) dx1

∫
I0
m2

ϕ2(x2) dx2,
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что противоречит неравенству (17). Следовательно, верно (18). Тогда

I2 ≥
∞∑

m2=1

∫
I01
m2

ϕ2(x2)

( ∞∑
m1=1

∫
I01
m1,m2

(x2)

ϕ1(x1)(ψm1,m2(x1, x2))p1 dx1

)p2/p1

dx2

≥ C6

∞∑
m2=1

∫
Im2

ϕ2(x2) dx2

( ∞∑
m1=1

∫
Im1

ϕ1(x1) dx12m1p1

× (�0,1b2m1−1−1,2m2−1−1)p1

)p2/p1

22m2p2 ≥ C7

∞∑
n2=1

π
2n2∫
π

2(n2+1)

ϕ2(x2) dx2n
2p2
2

×

 ∞∑
n1=1

π
2n1∫
π

2(n1+1)

ϕ1(x1) dx1n
p1
1 × (�0,1(|�|1,2a2n1−1,2(n2−1)))p1

p2/p1

≥ C8

∞∑
n2=2

π
n2∫
π

n2+1

ϕ2(x2) dx2n
2p2
2

×

 ∞∑
n1=2

π
n1∫
π

n1+1

ϕ1(x1) dx1n
p1
1 (�0,1(|�|1,1an1−1,n2−1)

p2/p1

. (19)

Аналогично проверяется, что

I2 ≥ C9

π
2∫

π
4

ϕ2(x2) dx2

 π
2∫

π
4

ϕ1(x1) dx1(�0,1(|�|1,1a1,0))p1

p2/p1

,

I2 ≥ C10

∞∑
n2=2

π
n2∫
π

n2+1

ϕ2(x2) dx2n
2p2
2

 π
2∫

π
4

ϕ1(x1) dx1(�0,1(|�|1,1a1,n2−1)

p2/p1

,

I1 ≥ C11

∞∑
n2=2

π
n2∫
π

n2+1

ϕ2(x2) dx2n
2p2
2

 π
2∫

π
4

ϕ1(x1) dx1(�0,1(|�|0,1a0,n2−1))p1

p2/p1

,

I1 ≥ C12

π
2∫

π
4

ϕ2(x2) dx2

 π
2∫

π
4

ϕ1(x1) dx1(�0,1(|�|1,1a0,0))p1

p2/p1

.

Таким образом,

I1 + I2 ≥ C13

π
2∫

π
4

ϕ2(x2) dx2

 π
2∫

π
4

ϕ1(x1) dx1(�0,1(|�|1,1a0,0))p1

p2/p1

, (20)
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I1 + I2

≥ C14

∞∑
n2=2

π
n2∫
π

n2+1

ϕ2(x2) dx2n
2p2
2

 π
2∫

π
4

ϕ1(x1) dx1(�0,1(|�|1,1a0,n2−1))p1

p2/p1

. (21)

Аналогично можно показать, что

I2 ≥ C15

π
2∫

π
4

ϕ2(x2) dx2

 ∞∑
n1=1

π
n1∫
π

n1+1

ϕ1(x1) dx1n
p1
1 (�0,1(|�|1,1an1−1,0))p1

p2/p1

.

(22)
Объединяя неравенства (19)–(22), получаем

‖f1,2(x1, x2)‖(0,π)2 ≥ C16 · Sd(1, 1, 1, 2, {an1,n2}, p1, p2, ϕ1, ϕ2),

где C16 не зависит от последовательности {an1,n2}.
Аналогично для ряда (2) рассматриваются случаи, когда при k1 ≥ 1, k2 ≥ 2

либо s1 = s2 = 0, либо s1 = 1, s2 = 0, либо s1 = 0, s2 = 1.
Доказательство оценок снизу для остальных случаев проводится так же,

как и для суммы ряда (2). Лемма 9 доказана.

3. Доказательство утверждения 1.
Из (15) следует левое из неравенств (7), а из (14) — правое. Тем самым

утверждение 1 доказано.

4. Доказательство утверждения 2.
Левое из неравенств (8) вытекает из (16), правое из неравенств (8) при

s1 = s2 = 0 — из (14). Рассмотрим случаи значений s1 и s2, когда s1 + s2 6= 0.
Пусть, например, s1 = 0, s2 = 1, и рассмотрим ряд (2). Продолжим функцию
ϕ2(x2) 2π-периодически.

Используем равенство (его нетрудно проверить непосредственно)

f1,2(x1, x2 + π) = f1,2(x1, x2)−
∞∑

n2=1

a0,2n2−1 cos(2n2 − 1)x2

− 2
∞∑

n2=1

∞∑
n1=1

an1,2n2−1 sinn1x1 cos(2n2 − 1)x2.

Имеем

‖f1,2(x1, x2)‖p2
(−π,π)2 = ‖f1,2(x1, x2)‖p2

(−π,π)×(−π
2 ,

3π
2 )

=

π
2∫

−π
2

ϕ2(x2)×

 π∫
−π

ϕ1(x1)|f1,2(x1, x2)|p1 dx1

p2/p1

dx2

+

π
2∫

−π
2

ϕ2(x2 + π)×

 π∫
−π

ϕ1(x1)|f1,2(x1, x2 + π)|p1 dx1

p2/p1

dx2

≤ C

(
‖f1,2(x1, x2)‖p2

(−π,π)×(−π
2 ,

π
2 ) +

∥∥∥∥∥
∞∑

n2=1

a0,2n2−1 cos(2n2 − 1)x2

∥∥∥∥∥
p2

(−π,π)×(−π
2 ,

π
2 )
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+

∥∥∥∥∥
∞∑

n2=1

∞∑
n1=1

an1,2n2−1 sinn1x1×cos(2n2−1)x2

∥∥∥∥∥
2

(−π,π)×(−π
2 ,

π
2 )

)
= C(I1+I2+I3).

Из леммы 7 следует, что I1 ≤ C1Sp2(0, 1, 1, 2, {an1,n2}, p1, p2, ϕ1, ϕ2).
Оценим I2. Рассуждая, как при доказательстве леммы 6, получим следую-

щее представление:
∞∑

n2=1

a0,2n2−1 cos(2n2 − 1)x2 =
∞∑

n2=1

�0,2a0,2n2−1 sinn2x2 sin(n2 + 1)x2/(2sin2x2).

Повторяя доказательство леммы 7, имеем

I2 ≤ C2 S
p2(0, 1, 1, 2, {an1,n2}, p1, p2, ϕ1, ϕ2).

Аналогично проверяется, что

I3 ≤ C3 S
p2(0, 1, 1, 2, {an1,n2}, p1, p2, ϕ1, ϕ2).

Таким образом, объединяя полученные неравенства для I1–I3, окончательно
получаем

‖f1,2(x1, x2)‖(−π,π)2 ≤ C4 S(0, 1, 1, 2, {an1,n2}, p1, p2, ϕ1, ϕ2),

где C4 не зависит от {an1,n2}. Остальные случаи рассматриваются аналогично.
Утверждение 2 доказано.

Замечание 4. Рассмотрим ряды такие же, как в работе [4]. Для этого в
ряде (1) положим an1,0 = a0,n2 = 0 (n1, n2 = 1, 2, . . . ); в ряде (2) — an1,0 = 0
(n1 = 1, 2, . . . ); в ряде (3) — a0,n2 = 0 (n2 = 1, 2, . . . ). Тогда в случае s1 =
s2 = 0 можно несколько ослабить условия на функции ϕi(xi) (i = 1, 2). Введем
обозначение ϕci (xi) = ϕi(xi) + ϕi(−xi) (i = 1, 2).

Утверждение 3. Пусть ϕi ∈ �, ϕci удовлетворяют условию A1; r1 = 1, 2,
ki ≥ ri (i = 1, 2); последовательность {an1,n2} удовлетворяет условию (5) и
�k1,k2an1,n2 ≥ 0 для ni = 0 + [1/ri], 1 + [1/ri], 2 + [1/ri], . . . (i = 1, 2). Тогда при
любых pi ∈ (0,∞)

‖fr1,r2(x1, x2)‖(−π,π)2 ≤ C1 · S1
(
r1, r2, {an1,n2}, p1, p2, ϕ

c
1, ϕ

c
2
)
,

где

S1(r1, r2, {an1,n2}, p1, p2, ϕ
c
1, ϕ

c
2) =

 ∞∑
n2=1

π
n2∫
π

n2+1

ϕc2(x2) dx2n
(2−[1/r2])p2
2

×

 ∞∑
n1=1

π
n1∫
π

n1+1

ϕc1(x1) dx1n
(2−[1/r1])p1
1 (�r1−1,r2−1an1−1+[1/r1],n2−1+[1/r2])

p1


p2
p1
1
p2

,

а положительная постоянная C1 не зависит от последовательности {an1,n2}.

Утверждение 4. Пусть ϕi ∈ �; r1 = 1, 2, ki ≥ ri + 1 (i = 1, 2); по-
следовательность {an1,n2} удовлетворяет условию (5) и �k1,k2an1,n2 ≥ 0 для
ni = 0 + [1/ri], 1 + [1/ri], 2 + [1/ri], . . . (i = 1, 2). Тогда при любых pi ∈ (0,∞)

‖fr1,r2(x1, x2)‖(−π,π)2 ≥ C2S1
(
r1, r2, {an1,n2}, p1, p2, ϕ

c
1, ϕ

c
2
)
, (23)

где C2 не зависит от последовательности {an1,n2}.
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Утверждение 5. Пусть ϕi ∈ �; r1 = 1, 2 (i = 1, 2), k1 ≥ r1 + 1, k2 ≥ r2
и функция ϕc2(x2) удовлетворяет условиям A2, A3 или k1 ≥ r1, k2 ≥ r2 + 1, а
функция ϕc1(x1) удовлетворяет условиям A2, A3 или ki ≥ ri и функции ϕci (xi)
удовлетворяют условиям A2, A3 (i = 1, 2); последовательность {an1,n2} удовле-
творяет условию (5) и �k1,k2an1,n2 ≥ 0 для ni = 0+[1/ri], 1+ [1/ri], 2+ [1/ri], . . .
(i = 1, 2). Тогда при любых pi ∈ (0,∞) имеет место неравенство (23).
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