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О СПЕКТРАХ И СИНГУЛЯРНЫХ ЗНАЧЕНИЯХ
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ОПЕРАТОРОВ С БИОДНОРОДНЫМИ ЯДРАМИ
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Аннотация. Рассматриваются многомерные интегральные операторы с биодно-
родными и инвариантными относительно всех вращений ядрами. Для усеченных
операторов указанного типа описано предельное поведение множества сингулярных
значений, а в том случае, когда эти операторы самосопряженные, описано предель-
ное поведение их спектров.
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Введение. Работа посвящена многомерным интегральным операторам с
биоднородными и инвариантными относительно всех вращений ядрами. Изу-
чение таких операторов начато в [1] и продолжено в [2]. В частности, в [2]
описано предельное поведение ε-псевдоспектров «усеченных» операторов с яд-
рами вышеуказанного типа. Кроме того, построен пример, показывающий, что
для спектров аналогичные результаты, вообще говоря, не имеют места. Данная
работа в некотором смысле является продолжением [2]. В ней исследуется пре-
дельное поведение множества сингулярных значений «усеченных» интеграль-
ных операторов с биоднородными ядрами, а при дополнительном предположе-
нии самосопряженности этих операторов описывается и предельное поведение
их спектров. Отметим, что для операторов Винера — Хопфа, Тёплица и неко-
торых других классов операторов подобные результаты получены в [3–5].

Ниже использованы следующие обозначения: Rn — n-мерное евклидово
пространство; x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn; |x| =

√
x2

1 + . . .+ x2
n; dx = dx1 . . . dxn; �n =

{x ∈ Rn : |x| ≤ 1}; L(H) — C∗-алгебра всех линейных ограниченных операторов,
действующих в гильбертовом пространстве H; Sp(A) — спектр оператора A ∈
L(H); Spr(A) — спектральный радиус оператора A ∈ L(H).

1. В пространстве L2(�n) рассмотрим оператор

(Kϕ)(x) =
∫
�n

k(x, y)ϕ(y) dy, x ∈ �n, (1)

предполагая, что функция k(x, y) определена на Rn × Rn и удовлетворяет сле-
дующим условиям:

1◦) однородности степени (−n), т. е.

k(αx, αy) = α−nk(x, y) ∀α > 0;
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2◦) инвариантности относительно группы вращений SO(n) , т. е.

k(ω(x), ω(y)) = k(x, y) ∀ω ∈ SO(n);

3◦) суммируемости, т. е.∫
Rn

|k(e1, y)||y|−n/2 dy <∞, где e1 = (1, 0, . . . , 0).

Известно [6, с. 70], что оператор K ограничен в пространстве L2(�n). Обо-
значим через K̃ оператор вида

(K̃ϕ)(x) =
∫
�n

k(y, x)ϕ(y) dy, x ∈ �n. (2)

Определим в L2(�n) проектор Pτ (0 < τ < 1) формулой

(Pτϕ)(x) =
{
ϕ(x), τ < |x| ≤ 1,
0, |x| ≤ τ,

(3)

а также оператор Rτ (0 < τ < 1) — формулой

(Rτϕ)(x) =

{ (
τ
|x|2

)n/2
ϕ
(
τ x
|x|2

)
, τ < |x| ≤ 1,

0, |x| ≤ τ.
(4)

В [7] показано, что
R2
τ = Pτ ; PτRτ = RτPτ = Rτ ; (5)

RτKRτ = Pτ K̃Pτ . (6)

2. Определим в L2(�n1 × �n2) оператор A равенством

A = λ(I1 ⊗ I2) + λ1(K1 ⊗ I2) + λ2(I1 ⊗K2) + (K3 ⊗K4), (7)

где λ, λ1, λ2 ∈ C, Ij (j = 1, 2) — единичный оператор в L2(�nj ), Kj (j =
1, 2, 3, 4) — оператор вида (1), причем K1, K3 действуют в L2(�n1), а K2, K4 дей-
ствуют в L2(�n2). С оператором A естественным образом связаны следующие
три оператора:

A1 = λ(I1 ⊗ I2) + λ1(K̃1 ⊗ I2) + λ2(I1 ⊗K2) + (K̃3 ⊗K4), (8)

A2 = λ(I1 ⊗ I2) + λ1(K1 ⊗ I2) + λ2(I1 ⊗ K̃2) + (K3 ⊗ K̃4), (9)

A12 = λ(I1 ⊗ I2) + λ1(K̃1 ⊗ I2) + λ2(I1 ⊗ K̃2) + (K̃3 ⊗ K̃4), (10)

где K̃j — оператор вида (2). Положим

Aτ1,τ2 = (Pτ1 ⊗ Pτ2)A(Pτ1 ⊗ Pτ2), (11)

где Pτj — проектор вида (3), действующий в пространстве L2(�nj ), j = 1, 2.

Обозначим через F множество всех семейств {Bτ1,τ2} операторов Bτ1,τ2 , дей-
ствующих в пространстве (Pτ1 ⊗ Pτ2)(L2(�n1 × �n2)), таких, что

‖{Bτ1,τ2}‖ := sup
0<τ1,τ2<1

‖Bτ1,τ2‖ <∞. (12)
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Легко проверить, что множество F с покомпонентно выполняемыми операциями
и нормой (12) представляет собой C∗-алгебру. Поскольку множество

F0 = {{Cτ1,τ2} ∈ F : lim
τ1→0,
τ2→0

‖Cτ1,τ2‖ = 0}

является замкнутым двусторонним идеалом алгебры F, то фактор-алгебра F/F0
будет C∗-алгеброй. Пусть A — наименьшая C∗-подалгебра C∗-алгебры F/F0,
содержащая все элементы вида {Aτ1,τ2} + F0, где Aτ1,τ2 определяется из (11).
В [2] показано, что если {Bτ1,τ2} + F0 ∈ A, то в L(L2(�n1 × �n2)) существуют
операторы B, B1, B2 и B12 такие, что

B = s- lim
τ1→0,
τ2→0

(Pτ1 ⊗ Pτ2)Bτ1,τ2(Pτ1 ⊗ Pτ2), (13)

B1 = s- lim
τ1→0,
τ2→0

(Rτ1 ⊗ Pτ2)Bτ1,τ2(Rτ1 ⊗ Pτ2), (14)

B2 = s- lim
τ1→0,
τ2→0

(Pτ1 ⊗Rτ2)Bτ1,τ2(Pτ1 ⊗Rτ2), (15)

B12 = s- lim
τ1→0,
τ2→0

(Rτ1 ⊗Rτ2)Bτ1,τ2(Rτ1 ⊗Rτ2), (16)

где Rτj — оператор вида (4), действующий в L2(�nj ). Заметим, что для се-
мейства {Aτ1,τ2} вида (11) предельные операторы, определяемые формулами
(13)–(16), суть операторы (7)–(10) соответственно. Это непосредственно прове-
ряется с помощью формул (5) и (6).

Предложение 1 [2]. Элемент {Bτ1,τ2}+F0 ∈ A обратим в алгебре A тогда
и только тогда, когда операторы B, B1, B2 и B12 обратимы в L(L2(�n1 ×�n2)).

Для дальнейшего необходимо уточнить понятие предела семейства мно-
жеств.

Определение 1. Пусть {Eτ1,τ2}, 0 < τ1, τ2 < 1, — семейство множеств, со-
держащихся в C. Пределом семейства множеств Eτ1,τ2 при τ1 → 0, τ2 → 0 на-
зовем множество E, состоящее из всех λ ∈ C, для каждого из которых найдутся
убывающие последовательности {τ1s} и {τ2s} такие, что lim

s→∞
τ1s = lim

s→∞
τ2s = 0,

и последовательность {λs} ⊂ C такая, что λs ∈ Eτ1s,τ2s и lim
s→∞

λs = λ. (В этом
случае будем писать E = lim

τ1→0,
τ2→0

Eτ1,τ2 .)

Теорема 1. Пусть {Bτ1,τ2}+ F0 ∈ A. Тогда

lim
τ1→0,
τ2→0

Sp(Bτ1,τ2) ⊂ Sp(B) ∪ Sp(B1) ∪ Sp(B2) ∪ Sp(B12). (17)

Доказательство. Пусть λ0 /∈ Sp(B)∪Sp(B1)∪Sp(B2)∪Sp(B12), т. е. опера-
торы B−λ0I, B1−λ0I, B2−λ0I и B12−λ0I, где I = I1⊗I2, обратимы в L(L2(�n1×
�n2)). Тогда в силу предложения 1 элемент {Bτ1,τ2 − λ0(Pτ1 ⊗ Pτ2)}+ F0 обра-
тим в C∗-алгебре A. Это означает, что найдутся такие числа δ1, δ2 ∈ (0, 1), что
для всех 0 < τ1 < δ1, 0 < τ2 < δ2 операторы Bτ1,τ2 − λ0(Pτ1 ⊗ Pτ2) обратимы в
пространстве (Pτ1 ⊗ Pτ2)(L2(�n1 × �n2)), причем

M := sup
0<τ1<δ1,
0<τ2<δ2

‖(Bτ1,τ2 − λ0(Pτ1 ⊗ Pτ2))
−1‖ <∞.
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Тогда при вышеуказанных значениях τ1 и τ2 справедливо неравенство

Spr((Bτ1,τ2 − λ0(Pτ1 ⊗ Pτ2))
−1) ≤M,

из которого имеем

M ≥ sup{|µ| : µ ∈ Sp((Bτ1,τ2 − λ0(Pτ1 ⊗ Pτ2))
−1)}

= sup{|µ|−1 : µ ∈ Sp(Bτ1,τ2 − λ0(Pτ1 ⊗ Pτ2))}
= (inf{|µ| : µ ∈ Sp(Bτ1,τ2 − λ0(Pτ1 ⊗ Pτ2))})−1.

Отсюда следует, что
inf

µ∈ Sp(Bτ1,τ2 )
|µ− λ0| ≥ 1/M

для всех 0 < τ1 < δ1, 0 < τ2 < δ2. Значит, λ0 /∈ lim
τ1→0,
τ2→0

Sp(Bτ1,τ2). Следовательно,

справедливо (17). �

Теорема 2. Пусть {Bτ1,τ2}+ F0 ∈ A и операторы Bτ1,τ2 являются самосо-
пряженными для всех 0 < τ1, τ2 < 1. Тогда

lim
τ1→0,
τ2→0

Sp(Bτ1,τ2) = Sp(B) ∪ Sp(B1) ∪ Sp(B2) ∪ Sp(B12). (18)

Доказательство. Так как Pτj и Rτj , где j = 1, 2, суть самосопряженные
операторы, то самосопряженными являются и операторы B, B1, B2 и B12. По-
скольку спектр самосопряженного оператора веществен, ниже всюду считаем,
что λ0 ∈ R.

Если λ0 6∈ lim
τ1→0,
τ2→0

Sp(Bτ1,τ2), то найдутся такие числа ε > 0 и δ1, δ2 ∈ (0, 1),

что для всех µ ∈
⋃
{Sp(Bτ1,τ2) : 0 < τ1 < δ1, 0 < τ2 < δ2} выполняется нера-

венство |λ0 − µ| > ε. Тогда для любых 0 < τ1 < δ1, 0 < τ2 < δ2 оператор
Bτ1,τ2 − λ0(Pτ1 ⊗ Pτ2) обратим в пространстве (Pτ1 ⊗ Pτ2)(L2(�n1 × �n2)), при-
чем оператор (Bτ1,τ2 −λ0(Pτ1 ⊗Pτ2))−1 является самосопряженным. Учитывая,
что спектральный радиус любого самосопряженного оператора равен его норме
(см., например, [8, с. 54]), имеем

‖(Bτ1,τ2 − λ0(Pτ1 ⊗ Pτ2))
−1‖ = Spr((Bτ1,τ2 − λ0(Pτ1 ⊗ Pτ2))

−1)

= sup
µ∈Sp(Bτ1,τ2 )

|λ0 − µ|−1 ≤ 1/ε.

Следовательно, элемент {Bτ1,τ2 − λ0(Pτ1 ⊗ Pτ2)} + F0 обратим в алгебре A. Но
тогда в силу предложения 1 операторы B−λ0I, B1−λ0I, B2−λ0I и B12−λ0I,
где I = I1⊗I2, обратимы в L(L2(�n1×�n2)), т. е. λ0 6∈ Sp(B)∪Sp(B1)∪Sp(B2)∪
Sp(B12). Таким образом, доказано вложение

Sp(B) ∪ Sp(B1) ∪ Sp(B2) ∪ Sp(B12) ⊂ lim
τ1→0,
τ2→0

Sp(Bτ1,τ2). (19)

Из (19) и (17) вытекает (18). �

Следствие 1. Пусть оператор A вида (7) является самосопряженным. То-
гда

lim
τ1→0,
τ2→0

Sp(Aτ1,τ2) = Sp(A) ∪ Sp(A1) = Sp(A) ∪ Sp(A2), (20)
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где операторы A1 и A2 определяются формулами (8) и (9) соответственно.
Доказательство. Так как операторы Pτj , где j = 1, 2, являются самосо-

пряженными, операторы Aτ1,τ2 вида (11) также являются самосопряженными.
Применяя к элементу {Aτ1,τ2}+ F0 ∈ A теорему 2, получаем

lim
τ1→0,
τ2→0

Sp(Aτ1,τ2) = Sp(A) ∪ Sp(A1) ∪ Sp(A2) ∪ Sp(A12). (21)

Рассмотрим унитарный оператор

Uj : L2(�nj ) → L2(�nj ), (Ujϕ)(x) = ϕ(x), (22)

где j = 1, 2. Очевидно, что U2
j = Ij и UjK̃Uj = K∗. Тогда U(µ̄I − A∗)U =

µI −A12, где U = U1 ⊗ U2, I = I1 ⊗ I2. Отсюда следует, что

µ ∈ Sp(A12) ⇐⇒ µ̄ ∈ Sp(A∗) ⇐⇒ µ ∈ Sp(A).

Таким образом, Sp(A12) = Sp(A). Аналогично с помощью равенства U(µ̄I −
A∗2)U = µI − A1 доказывается, что Sp(A1) = Sp(A2). Тогда из (21) вытекает
(20). �

3. В этом пункте мы изучим предельное поведение множества сингулярных
значений рассматриваемых операторов. Следуя [4, с. 78; 5, с. 119], введем

Определение 2. Пусть H — гильбертово пространство и D ∈ L(H). Мно-
жество �(D) = {s ∈ [0;∞) : s2 ∈ Sp(D∗D)} называется множеством сингу-
лярных значений оператора D.

Заметим, что оператор D∗D самосопряженный и положительный. Обо-
значим через (D∗D)1/2 положительный квадратный корень из оператора D∗D.
Хорошо известно, что такой корень существует и единствен. Тогда из теоремы
об отображении спектра (см., например, [8, с. 61]) следует, что

�(D) = Sp((D∗D)1/2). (23)

Теорема 3. Пусть {Bτ1,τ2}+ F0 ∈ A. Тогда

lim
τ1→0,
τ2→0

�(Bτ1,τ2) = �(B) ∪ �(B1) ∪ �(B2) ∪ �(B12), (24)

где операторы B, B1, B2 и B12 определяются формулами (13)–(16).
Доказательство. Рассмотрим элемент {B∗τ1,τ2Bτ1,τ2} + F0 ∈ A. Для се-

мейства {B∗τ1,τ2Bτ1,τ2} вычислим пределы, определяемые формулами вида (13)–
(16). Покажем, например, что

s- lim
τ1→0,
τ2→0

(Rτ1 ⊗ Pτ2)B
∗
τ1,τ2Bτ1,τ2(Rτ1 ⊗ Pτ2) = B∗1B1.

Прежде всего заметим, что

s- lim
τ1→0,
τ2→0

(Rτ1 ⊗ Pτ2)B
∗
τ1,τ2(Rτ1 ⊗ Pτ2) = B∗1 . (25)

Действительно, если Aτ1,τ2 — семейство вида (11), то, используя равенства (5)
и (6), получаем

s- lim
τ1→0,
τ2→0

(Rτ1 ⊗ Pτ2)A
∗
τ1,τ2(Rτ1 ⊗ Pτ2) = s- lim

τ1→0,
τ2→0

((Rτ1 ⊗ Pτ2)A(Rτ1 ⊗ Pτ2))
∗

= s- lim
τ1→0,
τ2→0

((Pτ1 ⊗ Pτ2)A1(Pτ1 ⊗ Pτ2))
∗ = s- lim

τ1→0,
τ2→0

(Pτ1 ⊗ Pτ2)A
∗
1(Pτ1 ⊗ Pτ2) = A∗1,
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где A1 — оператор вида (8). Учитывая, что элементы {Aτ1,τ2} + F0 являются
образующими алгебры A, убеждаемся в справедливости формулы (25).

Далее, в силу равенств (5), (14) и (25) имеем

s- lim
τ1→0,
τ2→0

(Rτ1 ⊗ Pτ2)B
∗
τ1,τ2Bτ1,τ2(Rτ1 ⊗ Pτ2)

= s- lim
τ1→0,
τ2→0

(Rτ1 ⊗ Pτ2)B
∗
τ1,τ2(Rτ1 ⊗ Pτ2)(Rτ1 ⊗ Pτ2)Bτ1,τ2(Rτ1 ⊗ Pτ2) = B∗1B1.

Аналогично доказывается, что

s- lim
τ1→0,
τ2→0

(Pτ1 ⊗ Pτ2)B
∗
τ1,τ2Bτ1,τ2(Pτ1 ⊗ Pτ2) = B∗B,

s- lim
τ1→0,
τ2→0

(Pτ1 ⊗Rτ2)B
∗
τ1,τ2Bτ1,τ2(Pτ1 ⊗Rτ2) = B∗2B2,

s- lim
τ1→0,
τ2→0

(Rτ1 ⊗Rτ2)B
∗
τ1,τ2Bτ1,τ2(Rτ1 ⊗Rτ2) = B∗12B12.

Применяя к элементу {B∗τ1,τ2Bτ1,τ2}+ F0 теорему 2, получим

lim
τ1→0,
τ2→0

Sp(B∗τ1,τ2Bτ1,τ2) = Sp(B∗B) ∪ Sp(B∗1B1) ∪ Sp(B∗2B2) ∪ Sp(B∗12B12).

Используя теорему об отображении спектра [8, с. 61], запишем

lim
τ1→0,
τ2→0

Sp((B∗τ1,τ2Bτ1,τ2)
1/2) = lim

τ1→0,
τ2→0

(Sp(B∗τ1,τ2Bτ1,τ2))
1/2

= (Sp(B∗B) ∪ Sp(B∗1B1) ∪ Sp(B∗2B2) ∪ Sp(B∗12B12))1/2

= Sp((B∗B)1/2) ∪ Sp((B∗1B1)1/2) ∪ Sp((B∗2B2)1/2) ∪ Sp((B∗12B12)1/2).

Учитывая (23), приходим к (24). Теорема доказана. �

Следствие 2. Пусть A — оператор вида (7). Тогда

lim
τ1→0,
τ2→0

�(Aτ1,τ2) = �(A)∪�(A∗)∪�(A1)∪�(A∗1) = �(A)∪�(A∗)∪�(A2)∪�(A∗2),

(26)
где A1 и A2 — операторы вида (8) и (9).

Доказательство. В силу теоремы 3

lim
τ1→0,
τ2→0

�(Aτ1,τ2) = �(A) ∪ �(A1) ∪ �(A2) ∪ �(A12). (27)

Пусть Uj — оператор вида (22) и U = U1 ⊗ U2. Используя легко проверяемые
равенства UA12U = A∗, UA∗12U = A и определение 2, получим

(�(A12))2 = Sp(A∗12A12) = Sp(UA∗12A12U)

= Sp(UA∗12UUA12U) = Sp(AA∗) = (�(A∗))2.

Таким образом, �(A12) = �(A∗). Аналогично доказывается, что

�(A2) = �(A∗1); �(A1) = �(A∗2).

Тогда из (27) следует (26). �

Хорошо известно (см., например, [8, с. 17]), что для любого оператора D ∈
L(H) справедливо равенство Sp(D∗D) \ {0} = Sp(DD∗) \ {0}. Следовательно,
�(D) \ {0} = �(D∗) \ {0}. Но тогда

�(D) ∪ �(D∗) ⊂ �(D) ∪ {0}.
Это простое замечание позволяет непосредственно из следствия 2 получить
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Следствие 3. Пусть A — оператор вида (7). Тогда

�(A) ∪ �(A1) ⊂ lim
τ1→0,
τ2→0

�(Aτ1,τ2) ⊂ �(A) ∪ �(A1) ∪ {0},

�(A) ∪ �(A2) ⊂ lim
τ1→0,
τ2→0

�(Aτ1,τ2) ⊂ �(A) ∪ �(A2) ∪ {0}.

Если множество �(A) содержит число s = 0, то

lim
τ1→0,
τ2→0

�(Aτ1,τ2) = �(A) ∪ �(A1) = �(A) ∪ �(A2).

Замечание. Если в (7) λ = 0, то число s = 0 заведомо является сингуляр-
ным значением оператора A. Это следует из теоремы 1 работы [1].
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