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КОНФОРМНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ

АЛГЕБР ЛЕЙБНИЦА

П. С. Колесников

Аннотация. Исследуется конструкция вложения диалгебр Ли (алгебр Лейбница)
в конформные алгебры. Эта конструкция приводит к понятию конформного пред-
ставления алгебр Лейбница. Доказано, что любая (конечномерная) алгебра Лейб-
ница имеет точное конформное представление (конечного типа). В качестве след-
ствия получено новое доказательство теоремы Пуанкаре — Биркгофа — Витта для
алгебр Лейбница.
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Введение. В работе [1] была исследована связь между конформными ал-
гебрами [2] (алгебраическими системами со счетным числом операций умно-
жения, возникшими в математической физике [3]) и диалгебрами [4, 5]. Было
введено общее понятие многообразия диалгебр, обобщающее понятия ассоци-
ативной диалгебры [4] и альтернативной диалгебры [6]. В частности, класс
диалгебр Ли совпадает с многообразием алгебр Лейбница. Основным результа-
том работы [1] является доказательство вложимости произвольной диалгебры
данного многообразия в конформную алгебру такого же многообразия.

В данной работе мы более подробно исследуем вложение лиевых диалгебр
(алгебр Лейбница) в конформные алгебры. Для этого многообразия конструк-
ция обертывающей конформной алгебры из [1] может быть упрощена с исполь-
зованием понятия конформного представления диалгебры. Мы покажем, что
любая (конечномерная) алгебра Лейбница может быть вложена в конформную
алгебру петель над алгеброй линейных преобразований (конечномерного) ли-
нейного пространства. В качестве следствия получим новые доказательства
теоремы о существовании инъективного вложения алгебры Лейбница в ассоци-
ативную диалгебру и аналога теоремы Пуанкаре — Биркгофа — Витта (PBW-
теоремы) для алгебр Лейбница [5].

1. Многообразия диалгебр. Диалгеброй называется линейное прост-
ранство A с двумя билинейными операциями умножения a, `. В работах [4]
и [6] понятия ассоциативной и альтернативной диалгебр соответственно были
мотивированы связями диалгебр и алгебр Лейбница. Так, например, тождества
ассоциативности для диалгебры A выбираются таким образом, чтобы относи-
тельно операции

[ab] = a ` b− b a a
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пространство A являлось левой алгеброй Лейбница, т. е. выполнялось тожде-
ство

[x1[x2x3]] = [[x1x2]x3] + [x2[x1x3]]. (1)

Полученная алгебра Лейбница A(−) является аналогом присоединенной алгебры
Ли для ассоциативной алгебры.

В [1] развит универсальный подход к определению многообразия диалгебр,
использующий понятие операды. Это определение может быть представлено
в терминах тождеств следующим образом.

Определение 1. Пусть Var — многообразие алгебр, определенное семей-
ством � полилинейных тождеств. Диалгебра A называется Var-диалгеброй, если
она удовлетворяет тождествам

(x1 a x2) ` x3 − (x1 ` x2) ` x3, x1 a (x2 ` x3)− x1 a (x2 a x3),
ti(x1, . . . , xn), t ∈ �, deg t = n, i = 1, . . . , n,

(2)

где ti получается из t заменой каждого монома (xj1 . . . xjn) на (xj1 ` · · · ` xi a
· · · a xjn) с сохранением расстановки скобок.

В случае � = {(x1x2)x3−x1(x2x3)} (ассоциативность) система тождеств (2)
совпадает с введенной в [4]:

t1 = (x1 a x2) a x3 − x1 a (x2 a x3), t2 = (x1 ` x2) a x3 − x1 ` (x2 a x3),
t3 = (x1 ` x2) ` x3 − x1 ` (x2 ` x3).

Если � = {x1x2 + x2x1, x1(x2x3) − x2(x1x3) − (x1x2)x3} (тождества алгебры
Ли), то относительно операции [xy] = x ` y тождества (2) эквивалентны левому
тождеству Лейбница (1). Обратно, любая (левая) алгебра Лейбница относи-
тельно операций x ` y = [xy], x a y = −[yx] является диалгеброй Ли в смысле
определения 1.

2. Конформные алгебры. Пусть H — кокоммутативная алгебра Хопфа
с коумножением �, коединицей ε и антиподом S. Мы будем использовать запись
Свидлера [7], опуская знаки суммирования, например:

�(h) = h(1) ⊗ h(2), (�⊗ id)�(h) = h(1) ⊗ h(2) ⊗ h(3),

(S ⊗ id)�(h) = h(−1) ⊗ h(2), (id⊗S)�(h) = h(1) ⊗ h(−2).

Определение 2 [2, 8, 9]. Пусть M и N — левые H-модули. Конформным
линейным отображением из M вN называется отображение a из M вH⊗2⊗HN
такое, что a(hu) = (1 ⊗ h ⊗H id)a(u), h ∈ H, u ∈ M . Здесь H⊗2 = H ⊗ H
рассматривается как тензорное произведение регулярных правых H-модулей.

Заметим, что H ⊗ H является свободным правым H-модулем с базисом
{hi ⊗ 1}, где {hi} — некоторый базис H над k. Действительно,

f ⊗ g = (fg(−1) ⊗ 1)g(2) =
∑
i

(hi ⊗ 1)gi,

причем такое представление единственно.
Пространство всех конформных линейных отображений из M в N обозна-

чается через Chom(M,N). Если N = M , то вместо Chom(M,M) используют
обозначение CendM . Введем структуру левого H-модуля на Chom(M,N) по
правилу

(ha)(u) = (h⊗ 1⊗H id)a(u), h ∈ H, a ∈ Chom(M,N), u ∈M.
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Определение 3 [9, 10]. Левый H-модуль C, снабженный H-инвариантным
отображением µ : C → CendC, называется H-конформной алгеброй (или псев-
доалгеброй над H). Операция (a ∗ b) = µ(a)b ∈ H⊗2 ⊗H C, a, b ∈ C, называется
псевдопроизведением.

Если H = k, то понятие H-конформной алгебры совпадает с понятием
обычной алгебры над полем. Если H = k[T ] (с канонической структурой ал-
гебры Хопфа) и char k = 0, то H-конформная алгебра в точности является
конформной алгеброй в смысле [2]. В данной работе мы будем преимуществен-
но рассматривать H-конформные алгебры над H = k[T ] без ограничения на
характеристику поля k.

Простейшим примером H-конформной алгебры служит конструкция ал-
гебры петель CurA над обычной алгеброй A. Именно, CurA есть свободный
H-модуль H ⊗A, снабженный H-линейной операцией

µ(f ⊗ a) : h⊗ b 7→ f ⊗ h⊗H (1⊗ ab), a, b ∈ A, f, h ∈ H.

Псевдопроизведение ∗ : C ⊗ C → (H ⊗ H) ⊗H C на H-конформной ал-
гебре C является H⊗2-линейным отображением. Из общих соображений, свя-
занных с категорной интерпретацией понятия алгебры над операдой, полу-
чается следующее обобщение (см. [10]): псевдопроизведение ∗ действует из
(H⊗n ⊗H C)⊗ (H⊗m ⊗H C) в H⊗(n+m) ⊗H C по правилу

(F1 ⊗H a1) ∗ (F2 ⊗H a2) = (F1 ⊗ F2 ⊗H 1)(�n−1 ⊗�m−1 ⊗H id)(a1 ∗ a2), (3)

где F1 ∈ H⊗n, F2 ∈ H⊗m, a1, a2 ∈ C, �0(h) = h, �k(h) = h(1) ⊗ . . .⊗ h(k+1) для
h ∈ H, k ≥ 1.

Соотношение (3) позволяет интерпретировать произвольный полилиней-
ный терм t в сигнатуре алгебры над полем как функцию на C⊗n (n = deg t)
со значениями в H⊗n ⊗H C.

Определение 4 [10]. Пусть Var — многообразие алгебр, определенное се-
мейством � полилинейных тождеств. H-конформная алгебра C над коком-
мутативной алгеброй Хопфа H принадлежит многообразию Var (или, короче,
является Var-псевдоалгеброй), если она удовлетворяет тождествам

t∗(x1, . . . , xn), t ∈ �,

где t∗ получается из t заменой каждого монома (x1σ . . . xnσ), σ ∈ Sn,
на (σ ⊗H id)(x1σ ∗ · · · ∗ xnσ) с сохранением расстановки скобок. Здесь σ дей-
ствует на H⊗n по правилу (h1 ⊗ · · · ⊗ hn)σ = (h1σ−1 ⊗ · · · ⊗ hnσ−1).

На любой H-конформной алгебре C можно определить операции a, ` сле-
дующим образом: если a ∗ b =

∑
i
hi ⊗ 1⊗H ci, a, b, ci ∈ C, hi ∈ H, то

a ` b =
∑
i

ε(hi)ci, a a b =
∑
i

hici.

Полученную диалгебру обозначим через C(0).
Основной результат работы [1] может быть сформулирован в следующем

виде.

Теорема 1. Если C — Var-псевдоалгебра, то C(0) является Var-диалгеброй.
Обратно, любая Var-диалгебра A может быть вложена в C(0) для подходящей
Var-псевдоалгебры C над H = k[T ]. �
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3. Точные представления алгебр Лейбница. Пусть H — координат-
ная алгебра Хопфа абелевой линейной алгебраической группы G. Зафиксируем
базис {hi} алгебры H над полем k. Рассмотрим три левых H-модуля M , N и V ,
для которых дано H⊗2-линейное отображение

∗ : M ⊗N → H⊗2 ⊗H V.

Определим семейство операций (· (z) ·) : M ⊗ N → V , z ∈ G, следующим
образом. Если u ∗ v =

∑
i
hi ⊗ 1⊗H wi для u ∈M , v ∈ N , то

(u (z) v) =
∑
i

hi(z−1)wi ∈ V. (4)

Построенное семейство операций не зависит от выбора базиса {hi} и обладает
следующими свойствами:

(C1) для любых u, v отображение x 7→ (u (x) v) является регулярной V -
значной функцией на G;

(C2) (hu (z) v) = h(z−1)(u (z) v), h ∈ H;
(C3) (u (z) hv) = h(1)(z)h(2)(u (z) v).
Свойство (C1) означает, что для любых u ∈ M , v ∈ N однозначно опреде-

лено конечное число элементов wi ∈ V таких, что (u (z) v) =
∑
i
hi(z−1)wi для

любых z ∈ G. В этом случае положим {u (z) v} =
∑
i
hi(1)(z)hi(2)wi.

Структура H-конформной алгебры на левом H-модуле C полностью опре-
деляется семейством операций (4) для M = N = V = C. Тождества конформ-
ных алгебр, описанные в определении 4, можно выразить в терминах операций
(· (z) ·) и {· (z) ·}. Например, H-конформная алгебра C является ассоциативной
тогда и только тогда, когда

a (z) (b (y) c) = (a (z) b) (yz) c, a, b, c ∈ C, z, y ∈ G. (5)

Замечание. В случае G = A1 ' (k,+), char k = 0, операция (· (z) ·)
совпадает с так называемой λ-скобкой на конформной алгебре [8].

Если M — некоторый левый H-модуль, то действие CendM на M также
полностью определяется семействомG-произведений (· (z) ·) : CendM⊗M →M ,
z ∈ G, построенных по отображению a ∗ u = a(u), a ∈ CendM , u ∈ M . На
пространстве CendM также определим операции (· (z) ·) и {· (z) ·}, z ∈ G, по
следующему правилу: если a, b ∈ CendM , u ∈M ,

b(u) =
∑
i

hi ⊗ 1⊗H vi, a(vi) =
∑
j

hj ⊗ 1⊗H wij ,

то
(a (z) b)(u) =

∑
i,j

hj(z−1)hi(1)(z)hi(2) ⊗ 1⊗H wij (6)

и
{a (z) b}(u) =

∑
i,j

hi(z)hj(1)(z−1)hj(2) ⊗ 1⊗H wij . (7)

(Нетрудно непосредственно проверить, что (a (z) b) и {a (z) b} лежат в
CendM для любого z ∈ G.) Для операций (6) на CendM выполнены условия
(C2), (C3) и (5), но (C1) в общем случае неверно.
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Предложение 2. Линейное пространство CendM относительно операций
a ` b = (a (e) b), a a b = {a (e) b}, где e — единица группы G, является
ассоциативной диалгеброй, обозначаемой CendM (0).

Доказательство. Как было отмечено, для операций (6) на CendM вы-
полняется (5). Кроме того, имеют место тождества

{{a (z) b} (y) c} = {a (yz) {b (y) c}} = {a (yz) (b (z−1) c)}, (8)
({a (z) b} (y) c) = ((a (yz) b) (y) c) = (a (yz) (b (z−1) c)) (9)

для любых y, z ∈ G. Проверим, например, (9). Пусть u ∈M ,

c(u) =
∑
k

hk ⊗ 1⊗H vk, b(vk) =
∑
i

hi ⊗ 1⊗H vki, a(vki) =
∑
j

hj ⊗ 1⊗H vkij .

Тогда по (6), (7)

{a (z) b}(vk) =
∑
i,j

hi(z)hj(1)(z−1)hj(2) ⊗ 1⊗H vkij ,

(a (yz) b)(vk) =
∑
i,j

hj((yz)−1)hi(1)(yz)hi(2) ⊗ 1⊗H vkij .

Следовательно,

({a (z) b} (y) c)(u) =
∑
i,j,k

hi(z)hj(1)(z−1)hj(2)(y−1)hk(1)(y)hk(2) ⊗ 1⊗H vkij

=
∑
i,j,k

hi(z)hj((yz)−1)hk(1)(y)hk(2) ⊗ 1⊗H vkij

и
((a (yz) b) (y) c)(u) =

∑
i,j,k

hj((yz)−1)hi(1)(yz)hi(2)(y−1)hk(1)(y)hk(2) ⊗ 1⊗H vkij

=
∑
i,j,k

hj((yz)−1)hi(z)hk(1)(y)hk(2) ⊗ 1⊗H vkij ,

поскольку группа G абелева. Полученные выражения совпадают для любого
u ∈M . Второе равенство в (9) следует из ассоциативности (5).

При y = z = e равенства (5), (8), (9) превращаются в тождества ассоциа-
тивной диалгебры. �

Присоединенную диалгебру Ли (алгебру Лейбница) с операцией
[ab] = (a (e) b)− {b (e) a}, a, b ∈ CendM,

будем обозначать через gcM (0).
Определение 5. Конформным представлением ассоциативной (соответ-

ственно лиевой) диалгебры A на левом H-модуле M называется гомоморфизм
диалгебр ρ : A→ C(0), где C = CendM (соответственно gcM). Если M являет-
ся конечно-порожденным H-модулем, то ρ называется представлением конеч-
ного типа.

Для случая обычных алгебр приG = {e} определение 5 совпадает с привыч-
ным определением представления алгебры на линейном пространстве. Согласно
классическим теоремам Пуанкаре — Биркгофа — Витта и Адо — Ивасавы лю-
бая (конечномерная) алгебра Ли имеет точное (конечномерное) представление.
Алгебра Лейбница, не являющаяся алгеброй Ли, не может иметь точного пред-
ставления для G = {e} (а также для любой конечной группы). Но оказывается,
что для аффинной прямой G = A1 такое представление существует.
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Теорема 3. Любая (конечномерная) алгебра Лейбница имеет точное кон-
формное представление (конечного типа) для G = A1.

Доказательство. Пусть L — алгебра Лейбница, Lalg = L/Span{[ab] +
[ba] | a, b ∈ L} — обычная алгебра Ли. Образ элемента a ∈ L в алгебре Lalg

будем обозначать через ā.
Зафиксируем некоторый нетривиальный Lalg-модуль V и рассмотрим про-

странство M0 = V ⊕ (L⊗ V ).
Координатная алгебра Хопфа группы G = A1 есть алгебра многочленов

H = k[T ], где �(h) = h(T ⊗ 1 + 1 ⊗ T ), ε(h) = h(0), S(h) = h(−T ) при h ∈ H.
Определим отображение ρ : L → gcM (0) для M = H ⊗M0. Чтобы задать кон-
формное линейное преобразование ρ(a), a ∈ L, достаточно определить значения
операций (ρ(a) (z) u) ∈M , z ∈ k, u ∈M0. Положим

ρ(a) (z) v = āv + z(a⊗ v), v ∈ V,

ρ(a) (z) (b⊗ v) = b⊗ āv + [ab]⊗ v, b ∈ L, v ∈ V.
(10)

Получим инъективное отображение из L в CendM . Покажем, что это действи-
тельно конформное представление алгебры Лейбница. Достаточно убедиться,
что

ρ([ab]) = (ρ(a) (0) ρ(b))− {ρ(b) (0) ρ(a)}

для любых a, b ∈ L. Действительно, используя (5) и (9), получаем

((ρ(a) (0) ρ(b))− {ρ(b) (0) ρ(a)}) (z) v = ρ(a) (0) (ρ(b) (z) v)− ρ(b) (z) (ρ(a) (0) v)

= ρ(a) (0) (b̄v + z(b⊗ v))− ρ(b) (z) (āv)

= āb̄v + z(b⊗ āv) + z[ab]⊗ v − b̄āv − zb⊗ āv

= [ā, b̄]v + z[ab]⊗ v = ρ([ab]) (z) v,

так как [ā, b̄] = [ab],

((ρ(a) (0) ρ(b))− {ρ(b) (0) ρ(a)}) (z) (c⊗ v)

= ρ(a) (0) (c⊗ b̄v + [bc]⊗ v)− ρ(b) (z) (c⊗ āv + [ac]⊗ v)

= c⊗ [ā, b̄]v + [[ab]c]⊗ v = ρ([ab]) (z) (c⊗ v)

для c ∈ L, v ∈ V .
Если dimL < ∞, то пространство dimM0 может быть выбрано конечно-

мерным и в этом случае ρ — представление конечного типа. �

Из соотношений (10) видно, что образы элементов a ∈ L при отображении
ρ лежат в CurEndM0 ⊂ CendM . Действительно, ρ(a) = 1⊗ a0 − T ⊗ a1, где

a0(v) = āv, a0(b⊗ v) = b⊗ āv + [ab]⊗ v, a1(v) = a⊗ v, a1(b⊗ v) = 0

для любых b ∈ L, v ∈ V .

Следствие 4. Любая (конечномерная) алгебра Лейбница вкладывается в
конформную алгебру петель над обычной алгеброй линейных преобразований
(конечномерного) линейного пространства. �

Этот результат можно использовать для доказательства специальности ал-
гебр Лейбница.
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Следствие 5 [5]. Для любой алгебры Лейбница L существует ассоциатив-
ная диалгебра A такая, что L ⊂ A(−). �

В данном случае A = (CurEndM0)(0).
Пусть L — некоторая алгебра Лейбница, U(L) — универсальная оберты-

вающая ассоциативная диалгебра для L, построенная в [4, 5]. Именно, U(L)
есть фактор свободной ассоциативной диалгебры F (L), порожденной простран-
ством L, по идеалу, порожденному в F (L) элементами вида a ` b− b a a− [ab],
a, b ∈ L. Мы будем использовать обозначение c̃ для образа элемента c ∈ L ⊂
F (L) в диалгебре U(L).

По универсальному свойству диалгебры U(L) любое представление ρ : L→
gcM (0) = (CendM (0))(−) индуцирует представление ассоциативной диалгебры
U(ρ) : U(L) → CendM (0). Если M — модуль из теоремы 3, построенный по
Lalg-модулю V = U(Lalg), то соответствующее конформное представление L →
gcM (0) обозначим через ρU .

Теорема 6. Представление U(ρU ) ассоциативной диалгебры U(L) являет-
ся точным.

Доказательство. Мы докажем теорему, не опираясь на результаты [4, 5].
Выберем линейный базис B алгебры L в виде B = {ai | i ∈ I}∪ {bj | j ∈ J},

где {āi | i ∈ I} — базис Lalg, {yj | j ∈ J} — базис ядра естественного гомомор-
физма диалгебр L→ Lalg. Множество I будем считать вполне упорядоченным.

Лемма 7. Линейная оболочка множества элементов вида

c̃ a ãi1 a · · · a ãin , c ∈ B, i1 ≤ · · · ≤ in, n ≥ 0, (11)

совпадает с U(L)
Доказательство. Заметим, что расстановка скобок на словах (11) может

быть произвольной, так как операция a ассоциативна.
Используя тождества ассоциативной диалгебры и переписывающее правило

x̃ ` ỹ = ỹ a x̃+[̃xy], x, y ∈ L, любой элемент диалгебры U(L) можно представить
в виде линейной комбинации слов вида

c̃1 a c̃2 a · · · a c̃n, ci ∈ B.

Поскольку x a b̃j = 0 для любого x ∈ U(L), можно считать, что c2, . . . , cn ∈ {ai |
i ∈ I}. Осталось заметить, что если i1 > i2, то

x a (ãi1 a ãi2) = x a (ãi2 a ãi1) + x a (ãi1 a ãi2 − ãi1 ` ãi2) + x a ˜[ai1ai2 ]

= x a (ãi2 a ãi1) + x a ˜[ai1ai2 ].

Таким образом, любой элемент в U(L) может быть приведен к линейной ком-
бинации слов (11). �

Для завершения доказательства теоремы достаточно показать, что образы
слов (11) при отображении U(ρU ) линейно независимы. Действительно, пусть
u— слово вида (11). Вычислим (U(ρU )(u) (z) 1) ∈M для 1 ∈ U(Lalg). Поскольку
U(ρU ) — гомоморфизм диалгебр,

w = U(ρU )(u) = {c̃ (0) {ãi1 (0) . . . {ãin−1 (0) ãin} . . . }}.

Следовательно, из (9) имеем

(w (z) 1) = (c̃ (z) (ãi1 (0) (· · · (0) (ãin (0) 1) . . . ))),
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что нетрудно вычислить по (10):

(w (z) 1) = c̃ (z) (āi1 . . . āin) = c̄āi1 . . . āin + z(c⊗ āi1 . . . āin).

Коэффициенты при z линейно независимы в M , следовательно, линейно неза-
висимы образы U(ρU ) от слов вида (11). �

Следствие 8 (PBW-теорема для алгебр Лейбница [5, 11]). Универсальная
обертывающая диалгебра U(L) для алгебры Лейбница L как линейное про-
странство изоморфна L⊗ U(Lalg). �
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