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МОДИФИЦИРОВАННЫЕ ОПЕРАТОРЫ БЕРСА

И ДВОЙСТВЕННОСТЬ ГОЛОМОРФНЫХ

МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫХ АВТОМОРФНЫХ ФОРМ
О. А. Сергеева

Аннотация. В теории однозначных автоморфных форм [1, 2] большую роль игра-
ет интегральный оператор Берса, связанный с отражением относительно некото-
рой квазиокружности. В работе [3] начато изучение нормированных пространств
измеримых и голоморфных мультипликативных автоморфных форм для фуксовой
группы. В данной работе введены основные мультипликативные модификации опе-
ратора Берса и соответствующие им билинейные спаривания в связи с двойственно-
стью в пространствах голоморфных мультипликативных автоморфных форм. Для
всех операторов получены универсальная оценка нормы и свойство «самосопряжен-
ности».

Ключевые слова: модифицированный оператор Берса, мультипликативная голо-
морфная автоморфная форма, билинейное спаривание, двойственность.

Введение

В статье теория однозначных функций и дифференциалов на компактных
римановых поверхностях распространяется на общий мультипликативный слу-
чай. Отличительной чертой этого случая является наличие характера ρ 6= 1 в
задании всех изучаемых здесь объектов (функций и дифференциалов). Клас-
сические результаты этой теории получены в работах [1, 2, 4] и соответствовали
случаю тривиального характера ρ = 1. С появлением нетривиальных харак-
теров ρ 6= 1 возникает необходимость в соответствующем изменении основных
элементов функционального анализа таких, как мера, билинейное спаривание,
оператор Берса и др. Кроме того, появляется новое понятие мультипликативно
двойственных форм (их произведение — однозначная форма). Все это услож-
няет доказательство рассматриваемых фактов для мультипликативного случая
по сравнению с классическим. Но при этом появляются новые возможности.
Так, например, введенные здесь модифицированные операторы Берса, подоб-
но своему классическому предшественнику — оператору Берса, не только осу-
ществляют отражение области определения голоморфных форм относительно
квазиокружности, но и устанавливают связь между двойственными простран-
ствами этих форм, что расширяет область их приложений. Специально для
мультипликативно двойственных форм вводится симметричный вариант били-
нейного спаривания, который непосредственно может быть использован в тео-
рии однозначных функций и дифференциалов.
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§ 1. Предварительные сведения

Пусть C — квазиокружность в C, т. е. ориентируемая замкнутая жорда-
нова кривая в C, которая является образом единичной окружности при ква-
зиконформном отображении. Введем обозначения: D1 = IntC, D2 = ExtC,
λDj (z)|dz| — метрика Пуанкаре в Dj , j = 1, 2. В дальнейшем, если это не при-
водит к путанице, будем опускать обозначение области, принимая λ(z)|dz| за
метрику Пуанкаре, заданную в D1 ∪D2.

Пусть G — отмеченная конечнопорожденная квазифуксова группа первого
рода дробно-линейных преобразований C с инвариантной кривой C такая, что
D1/G — компактная риманова поверхность рода h ≥ 2.

Обозначим через Hom(G,C∗) группу всех характеров (одномерных пред-
ставлений) ρ из G в C∗ = C \ {0} с естественной операцией умножения.

Определение 1. Измеримой мультипликативной автоморфной формой
порядка q (q ∈ Z) с характером ρ на D1 (D2) называется класс эквивалентности
измеримых функций φ(z) с условием φ(Az)A′(z)q = ρ(A)φ(z) для любого A ∈ G,
z ∈ D1(D2).

Мультипликативная автоморфная форма f нулевого порядка с характером
ρ на D1 (D2) называется мультипликативной функцией для ρ. Голоморф-
ные мультипликативные автоморфные формы порядка q для характера ρ бу-
дем далее называть голоморфными (q, ρ)-формами. При этом (q, ρ)-форма и(
q, 1

ρ

)
-форма считаются ρ-двойственными, а (q1, ρ)-форма и (q2, ρ)-форма — q-

двойственными формами для q = q1 + q2.
Если f1 — мультипликативная функция для ρ1 без нулей и полюсов на

D1 (D2), то характер ρ1 называется несущественным [5, 6], а сама такая функ-
ция f1 — мультипликативной единицей для ρ1.

Теорема [5]. Для любого характера ρ ∈ Hom(G,C∗) существует единствен-
ный несущественный характер ρ1 такой, что ρ0 = ρ

ρ1
— нормированный характер

для G, т. е.

|ρ0(A)| =
∣∣∣∣ ρρ1

(A)
∣∣∣∣ = 1 для любого A ∈ G. (1)

В работе [3] рассмотрены голоморфные (q, ρ)-формы φ на D1 при целом
q ≥ 2 с условием

‖φ‖pq,p,G,ρ =
∫∫
D1/G

λ(z)2−pq
∣∣∣∣ φ(z)
f1(z)

∣∣∣∣p |dz ∧ dz̄| <∞ для некоторого p, 1 ≤ p ∈ R,

(2)
где f1 — мультипликативная единица для несущественного характера ρ1 с усло-
вием (1). Они образуют замкнутое нормированное пространство Ap

q(D1, G, ρ)
голоморфных (q, ρ)-форм, интегрируемых со степенью p. Для (q, ρ)-форм φ1 и
φ2 из пространств Ap

q(D1, G, ρ) и Ap′
q (D1, G, ρ) соответственно, где 1

p + 1
p′ = 1,

определено билинейное спаривание [3]:

(φ1, φ2)q,ρ,G,D1 =
i

2

∫∫
D1/G

λ(z)2−2q φ1(z)φ2(z)
|f1(z)|2

dz ∧ dz̄. (3)

Аналогично для множества D2. Для дальнейших оценок по норме рассматри-
ваемых пространств полезными оказываются следующие факты.
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Лемма 1 [1, 2]. Если D — односвязная жорданова область, ∞ не принад-
лежит D и λ = λD задает метрику Пуанкаре на D, то для любой z ∈ D

λ(z)|z − ∂D| ≥ 1
4
, (4)

где ∂D — граница D, |z − ∂D| = inf
z1∈ ∂D

|z − z1|.

Для вышеопределенных C, D1 и D2 ясно, что ∂D1 = C = ∂D2, и для любых
z ∈ D1, ζ ∈ D2 верно |z−C| ≤ |z− ζ|, |ζ −C| ≤ |z− ζ|. Кроме того, справедлива

Лемма 2 [1]. Для каждого целого q ≥ 2 и фиксированного z ∈ D2 функция
qωz = 1

(ζ−z)2q , ζ ∈ D1, голоморфна на D1 и верна оценка∫∫
D1

λ(ζ)2−q |qωz|
|dζ ∧ dζ̄|

2
≤ 4q−22π

q

1
|z − C|q

. (5)

Отметим также, что функция 1
(ζ−z)2q как функция двух переменных ζ ∈

D1, z ∈ D2, симметрична и обладает свойством инвариантности относительно
группы G, а именно

1
(Aζ −Az)2q

=
1

(ζ − z)2qA′(ζ)qA′(z)q
для любых A ∈ G, 2 ≤ q ∈ N.

Определение 2 [2]. Измеримая на C функция µq(z), 2 ≤ q ∈ N, называет-
ся обобщенным коэффициентом Бельтрами для разрывной группы � дробно-
линейных преобразований C с множеством разрывности �(� ) и предельным
множеством �(� ) = C \ �(� ), если µ|�(� ) = 0, µ(Az)A′(z)1−qA′(z) = µ(z) для
любых A ∈ � , z ∈ �(� ) и почти всюду на C верна оценка

|µ(z)| ≤ Kλ(z)2−q, где K = const . (6)

§ 2. Модифицированный оператор
Берса, обращающий характер формы

Зафиксируем целое q ≥ 2. Пусть ϕ — это голоморфная (q, ρ)-форма на D1
относительно группы G. Зададим оператор Берса по формуле(

B
hom
C ϕ

)
(z) =

i

2

∫∫
D1

λ(ζ)2−2qϕ(ζ)
(ζ − z)2qf1(ζ)f1(z)

dζ ∧ dζ̄, z ∈ D2, (7)

где f1 — единица для несущественного характера ρ1, соответствующего ρ по
условию (1). Тогда после действия оператораBhom

C получаем
(
q, 1

ρ

)
-формуBCϕ

на D2, т. е. формы BCϕ и ϕ являются ρ-двойственными. Действительно, так
как D1 инвариантна относительно действия группы G, имеем(
B

hom
C ϕ

)
(Az)A′(z)q = A′(z)q

∫∫
D1

λ(ζ)2−2qϕ(ζ)
(ζ −Az)2qf1(ζ)f1(Az)

i

2
dζ ∧ dζ̄

= A′(z)q
∫∫
D1

λ(Aζ1)2−2q

(Aζ1 −Az)2q
ϕ(Aζ1)|A′(ζ1)|2

f1(Aζ1)f1(Az)
i

2
dζ1 ∧ dζ̄1

= A′(z)q
∫∫
D1

λ(ζ1)2−2q|A′(ζ1)|2q−2ϕ(ζ1)A′(ζ1)
−q
ρ(A)|A′(ζ1)|2

(ζ1 − z)2qA′(ζ1)qA′(z)qf1(ζ1)ρ1(A)f1(z)ρ1(A)
i

2
dζ1 ∧ dζ̄1



Модифицированные операторы Берса 905

=
ρ(A)

ρ1(A)ρ1(A)

∫∫
D1

λ(ζ1)2−2qϕ(ζ1)
(ζ1 − z)2qf1(ζ1)f1(z)

i

2
dζ1 ∧ dζ̄1 =

1
ρ(A)

(
B

hom
C ϕ

)
(z).

Определим также оператор Bhom
−C для форм на D2, заменяя в (7) область инте-

грирования D1 на D2.
Введем kq = 42(q−1)2π

q — константу для целого q ≥ 2.

Теорема 1. Для произвольного характера ρ ∈ Hom(G,C∗) модифициро-
ванный оператор Берса Bhom

C является антилинейным непрерывным отобра-
жением между пространствами ρ-двойственныx форм: Bhom

C : Ap
q(D1, G, ρ) →

Ap
q

(
D2, G,

1
ρ

)
, p ∈ R, 1 ≤ p <∞, с нормой

∥∥Bhom
C

∥∥ ≤ kq. Кроме того, для любых
ϕ ∈ Ap

q(D1, G, ρ) и ψ ∈ Ap′
q

(
D2, G,

1
ρ

)
, 1
p + 1

p′ = 1, верно(
B

hom
C ϕ,ψ

)
q, 1ρ ,D2,G

=
(
ϕ,Bhom

−C ψ
)
q,ρ,D1,G

. (8)

Доказательство. Если ω1, ω2 — локально конечные фундаментальные
области для G в D1 и в D2 соответственно, то по определению нормы имеем∥∥Bhom

C ϕ
∥∥p
q,p,G, 1ρ

=
∫∫
ω2

λ(z)2−pq
1

|f1(z)|p

∣∣∣∣∫∫
D1

λ(ζ)2−2qϕ(ζ)
(ζ − z)2qf1(ζ)f1(z)

dζ ∧ dζ̄
2

∣∣∣∣p|dz ∧ dz̄|
≤

∫∫
ω2

λ(z)2−pq|f1(z)|p
(∫∫
D1

λ(ζ)2−2q|ϕ(ζ)|
|ζ − z|2q|f1(ζ)||f1(z)|

|dζ ∧ dζ̄|
2

)p

|dz ∧ dz̄|.

Используя неравенство Гёльдера(∫∫
D

|x(ζ)y(ζ)| dν
)p

≤
∫∫
D

|x(ζ)|pdν
(∫∫

D

|y(ζ)|p
′
dν

) p
p′

,
1
p

+
1
p′

= 1, (9)

для случая, когда dν = λ(ζ)2−q |dζ∧dζ̄|2 и

x(ζ) = λ(ζ)−q
ϕ(ζ)

(ζ − z)
2q
p f1(ζ)f1(z)

, y(ζ) =
1

(ζ − z)
2q
p′

=
1

(ζ − z)2q
p−1
p

,

оценим внутренний интеграл:(∫∫
D1

λ(ζ)2−2q|ϕ(ζ)|
|ζ − z|2q|f1(ζ)||f1(z)|

|dζ ∧ dζ̄|
2

)p

≤
∫∫
D1

λ(ζ)2−qλ(ζ)−pq|ϕ(ζ)|p

|ζ − z|2q|f1(ζ)|p|f1(z)|p
|dζ ∧ dζ̄|

2

(∫∫
D1

λ(ζ)2−q

|ζ − z|2q
|dζ ∧ dζ̄|

2

) p
p′

≤
(

4q−22π
q

)p−1 1
|z − C|q(p−1)

∫∫
D1

λ(ζ)2−q−pq|ϕ(ζ)|p

|ζ − z|2q|f1(ζ)|p|f1(z)|p
|dζ ∧ dζ̄|

2
.

В последнем неравенстве воспользовались интегральной оценкой (5). Так как
фундаментальная область ω2 всегда может быть выбрана односвязной и не со-
держащей ∞ (без ограничения общности можно считать, что ∞ ∈ ∂ω), ввиду
свойства (4) метрики Пуанкаре имеем∥∥Bhom

C ϕ
∥∥p
q,p,G, 1ρ

≤
(

4q−22π
q

)p−1 ∫∫
ω2

λ(z)2−pq

|z − C|q(p−1) |f1(z)|
p
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×
(∫∫
D1

λ(ζ)2−q−pq

|ζ − z|2q
|ϕ(ζ)|p

|f1(z)|p|f1(ζ)|p
|dζ ∧ dζ̄|

2

)
|dz ∧ dz̄|

≤
(

4q−22π
q

)p−1

4q(p−1)
∫∫
ω2

λ(z)2−pq+q(p−1)

×
(∫∫
D1

λ(ζ)2−q−pq

|ζ − z|2q
|ϕ(ζ)|p

|f1(ζ)|p
|dζ ∧ dζ̄|

2

)
|dz ∧ dz̄|

= (kq)
p−1

∫∫
ω2

λ(z)2−q
(∫∫
D1

λ(ζ)2−q−pq

|ζ − z|2q
|ϕ(ζ)|p

|f1(ζ)|p
|dζ ∧ dζ̄|

2

)
|dz ∧ dz̄|

= (kq)
p−1

∑
A∈G

∫∫
ω2

λ(z)2−q
( ∫∫
A−1(ω1)

λ(Aζ)2−q−pq|A′(ζ)|2−pq

|Aζ −Az|2q|A′(z)|−q

× |ϕ(Aζ)|p|A′(ζ)|pq

|f1(Aζ)|p|ρ0(A)|p
|dζ ∧ dζ̄|

2

)
|dz ∧ dz̄|

= (kq)p−1
∑
A∈G

∫∫
ω2

λ(z)2−q

|A′(z)|−q

(∫∫
ω1

λ(ζ)2−q−pq|ϕ(ζ)|p

|ζ −Az|2q|f1(ζ)|p
|dζ ∧ dζ̄|

2

)
|dz ∧ dz̄|

= (kq)p−1
∫∫
ω1

λ(ζ)2−q−pq|ϕ(ζ)|p

|f1(ζ)|p

(∑
A∈G

∫∫
ω2

λ(z)2−q

|ζ −Az|2q
|A′(z)|q|dz ∧ dz̄|

)
|dζ ∧ dζ̄|

2

= (kq)p−1
∫∫
ω1

λ(ζ)2−q−pq|ϕ(ζ)|p

|f1(ζ)|p

(∫∫
D2

λ(z)2−q

|z − ζ|2q
|dz ∧ dz̄|

2

)
|dζ ∧ dζ̄|.

В предпоследнем равенстве использована теорема Фубини — Тонелли. Дока-
жем, что для каждого целого q ≥ 2 и фиксированного ζ ∈ ω1 верна оценка∫∫

D2

λD2(z)2−q

|z − ζ|2q
|dz ∧ dz̄|

2
≤ kqλD1(ζ)

q. (10)

Действительно, так как для каждого фиксированного A ∈ G область A(ω2) ⊂
D2 односвязна и не содержит ∞, то, взяв ограничение λ с большей области на
подмножества, получаем∫∫

D2

λD2(z)2−q

|z − ζ|2q
|dz ∧ dz̄|

2
=

∑
A∈G

[∫∫
A(ω2)

λA(ω2)(z)
2−q

|z − ζ|2q
|dz ∧ dz̄|

2

]

≤ 4q−2
∑
A∈G

[∫∫
A(ω2)

|z − ∂A(ω2)|q−2

|z − ζ|2q
|dz ∧ dz̄|

2

]
≤ 4q−2

∫∫
∑
A∈G

A(ω2)

|z − C|q−2

|z − ζ|2q
|dz ∧ dz̄|

2

≤ 4q−2
∫∫
D2

|z − ζ|−q−2 |dz ∧ dz̄|
2

≤ 4q−2
∫∫

|z−ζ|>|ζ−C|

|z − ζ|−q−2 |dz ∧ dz̄|
2

= 4q−2
∫∫

|z|>|ζ−C|

|z|−q−2 |dz ∧ dz̄|
2

=
4q−22π
q

1
|ζ − C|q

≤ 42(q−1)2π
q

λD1(ζ)
q = kqλD1(ζ)

q.
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Отсюда имеем∥∥Bhom
C ϕ

∥∥p
q,p,G, 1ρ

≤ (kq)
p
∫∫
ω1

λ(ζ)2−pq|ϕ(ζ)|p

|f1(ζ)|p
|dζ ∧ dζ̄| = (kq)p‖ϕ‖pq,p,G,ρ.

Таким образом, верна оценка∥∥Bhom
C ϕ

∥∥
q,p,G, 1ρ

≤ kq‖ϕ‖q,p,G,ρ

и, следовательно,
∥∥Bhom

C

∥∥ ≤ kq. Отсюда также следует непрерывность отобра-
жения Bhom

C .
Докажем, что для голоморфной формы ϕ на D1 форма Bhom

C (ϕ) будет
голоморфной на D2. Для этого сначала докажем голоморфность произведения(

B
hom
C ϕ

)
(z) f1(z) =

i

2

∫∫
D1

λ(ζ)2−2qϕ(ζ)
(ζ − z)2qf1(ζ)

dζ ∧ dζ̄ (11)

для z ∈ D2. При этом, используя теорему Римана и обычные свойства инвари-
антности, можно предположить, что D1 = � = {z ∈ C : |z| < 1}, D2 = �∗ =
C \ (� ∪ ∂�). В этом случае имеем∣∣(Bhom

C ϕ
)
(z) f1(z)

∣∣ =
∣∣∣∣∫∫
�

λ(ζ)2−2q

(ζ − z)2q
ϕ(ζ)
f1(ζ)

dζ ∧ dζ̄
2

∣∣∣∣
≤

∫∫
�

λ(ζ)2−2q

|ζ − z|2q

∣∣∣∣ ϕ(ζ)
f1(ζ)

∣∣∣∣ |dζ ∧ dζ̄|2
.

Функция ϕ
f1

голоморфна и однозначна в �, она становится мультипликатив-
ной для нормированного характера при проектировании на �/G. В силу огра-
ниченности ω и того, что для любой ζ ∈ � существует ζ1 ∈ ω с условием∣∣ ϕ
f1

(ζ)
∣∣ =

∣∣ ϕ
f1

(ζ1)
∣∣, заключаем, что модуль

∣∣ ϕ
f1

∣∣ достигает своего максимума η в
�. Отсюда ∫∫

�

λ(ζ)2−2q

|ζ − z|2q

∣∣∣∣ ϕ(ζ)
f1(ζ)

∣∣∣∣ |dζ ∧ dζ̄|2
≤ η

∫∫
�

λ(ζ)2−2q

|ζ − z|2q
|dζ ∧ dζ̄|

2
.

Применяя к последнему выражению оценки |ζ − z| ≥ |ζ − ∂�|, |ζ − z| ≥ |z− ∂�|
для любых ζ ∈ �, z ∈ �∗ и 1

|ζ−∂�| ≤ 4λ(ζ) = 4
1−|ζ|2 , ζ ∈ �, 1

|z−∂�| ≤
1

|z−∂ω2| ≤
4λω2(z), z ∈ ω2 ⊂ �∗, получаем∣∣(Bhom

C ϕ
)
(z) f1(z)

∣∣ ≤ η

∫∫
�

λ(ζ)2−2q

|ζ − ∂�|q|z − ∂�|q
|dζ ∧ dζ̄|

2

≤ 42qηλω2(z)
q

∫∫
�

λ(ζ)2−q
|dζ ∧ dζ̄|

2
= 42qηλω2(z)

q

2π∫
0

dθ

1∫
0

r(1− r2)q−2 dr

= 42qηλω2(z)
q π

q − 1
, z ∈ ω2 ⊂ �∗.

Так как λω2(z)q ограничена на любом компакте K b �∗, K ∩ ω2 6= ∅, интеграл
в (11) сходится абсолютно и равномерно по параметру z на любом компакте
K b �∗. Кроме того,
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1) подынтегральная функция в (11) при любом фиксированном ζ ∈ � ана-
литична по z;

2) подынтегральная функция в (11) и ее производная 2q λ(ζ)2−2q

(ζ−z)2q+1
ϕ(ζ)
f1(ζ)

по z
непрерывны по совокупности переменных (ζ, z) ∈ �×�∗.

Поэтому (11) определяет голоморфную форму
(
Bhom
C ϕ

)
(z) f1(z) для z ∈ �∗

и, следовательно, для z ∈ D2.
В силу важности последнего утверждения приведем еще одно его дока-

зательство. Запишем двойной интеграл в (11) в виде повторного, используя
полярные координаты (θ, r) для ζ:

(
B

hom
C ϕ

)
(z) f1(z) =

i

2

1∫
0

r

(1− r2)2−2q dr

2π∫
0

1
(reiθ − z)2q

ϕ(reiθ)
f1(reiθ)

dθ, z ∈ �∗.

(12)
Рассмотрим внутренний интеграл при фиксированном r ∈ [0, 1):

F2q(z, r) =
2π∫
0

1
(reiθ − z)2q

ϕ(reiθ)
f1(reiθ)

dθ, z ∈ �∗. (13)

Если r = 0, то

F2q(z, 0) =
2π∫
0

1
z2q

ϕ(0)
f1(0)

dθ =
2π
z2q

(
ϕ(0)
f1(0)

)
= A(z)

— голоморфная функция для z ∈ �∗ (z 6= 0), q ≥ 2.
Зафиксируем теперь r 6= 0. Точки ζ = reiθ, ζ ∈ �, соответствующие такому

r, будем обозначать через w. Таким образом, w ∈ Lr, где Lr — окружность в �
(фиксированного) радиуса r, и имеем

F2q(z, r) =
2π∫
0

1
(reiθ − z)2q

(
ϕ(reiθ)
f1(reiθ)

)
d(reiθ)
ireiθ

=
1
i

∫
Lr

1
(w − z)2q

(
ϕ(w)
f1(w)

)
dw

w
.

Из условия r 6= 0 следует, что w 6= 0, а значит, функция

ψ(w) =
1
w

(
ϕ(w)
f1(w)

)
непрерывна по w ∈ Lr. Воспользуемся следующим утверждением.

Лемма 3 [7]. Пусть γ — спрямляемая кривая, ψ — функция, определенная
и непрерывная на γ. Для любого m ≥ 1 рассмотрим

�m(z) =
∫
γ

ψ(w)
(w − z)m

dw, z ∈ C \ γ.

Тогда функция �m аналитична на C\γ и �′
m(z) = m�m+1(z) (тоже аналитична

на C \ γ).
Если положить �2q(z) = F2q(z, r), то по лемме 3 функция F2q(z, r) анали-

тична на C\Lr при фиксированном r ∈ (0, 1), а значит, F2q(z, r) для любого
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r ∈ (0, 1) аналитична по z на любом компакте K из �∗ = C \ (� ∪ ∂�) и, кро-
ме того, существует производная ∂F2q(z,r)

∂z = 2qF2q+1(z, r) непрерывная (даже
аналитическая) по z на K b �∗.

Вернемся к интегралу (12). Имеем

(
B

hom
C ϕ

)
(z) f1(z) =

1∫
0

r(1− r2)2q−2F2q(z, r) dr, z ∈ �∗, (14)

где q ≥ 2, F2q(z, r) — аналитическая функция по z на любом компакте K b �∗

при фиксированном r ∈ [0, 1). Отсюда интеграл в (14) является собственным ин-
тегралом, зависящим от параметра z ∈ �∗, подынтегральная функция которого
аналитична по z ∈ K b �∗ при фиксированном r ∈ [0, 1) и имеет непрерывную
производную

∂

∂z

(
rF2q(z, r)

(1− r2)2−2q

)
=

r

(1− r2)2−2q
∂F2q(z, r)

∂z
=

{
0, если r = 0,
2qrF2q+1(z,r)
(1−r2)2−2q , если r 6= 0.

Поэтому (14) задает аналитическую по z функцию на �∗ [7, с. 74], а значит,(
Bhom
C ϕ

)
(z)f1(z) — аналитическая функция в D2.

Покажем теперь, что множитель 1
f1(z)

, z ∈ D2, не влияет на сходимость ин-
теграла в (7), а значит, из аналитичности произведения

(
Bhom
C ϕ

)
(z)f1(z) следу-

ет аналитичность формы
(
Bhom
C ϕ

)
(z), z ∈ D2. Для этого сначала зафиксируем

некоторую локально конечную фундаментальную область ω ∈ D2. Тогда для
любой z0 ∈ ω найдется окрестность U(z0), целиком содержащаяся в ω и такая,
что функция f1(z) в этой окрестности отграничена от нуля и бесконечности,
т. е. существуют константы m и M , 0 < m ≤M <∞, такие, что

m ≤ |f1(z)| ≤M для всех z ∈ U(z0). (15)

Действительно, если предположить, что для любой окрестности U(z0) точки
z0 и для любого m > 0 существует z ∈ U(z0), для которой |f1(z)| < m, то
существует последовательность точек zn ∈ ω такая, что zn → z0, n → ∞, и
f1(zn) → 0, n → ∞. Но в силу непрерывности функции f1 получаем, что
f1(z0) = 0. Это противоречит отсутствию нулей у функции f1. Аналогично
доказывается, что f1 отграничена от ∞ на ω. Таким образом, f1 локально на
ω отграничена от нуля и бесконечности. Пусть теперь z̃0 ∈ D2 — произвольная
точка из D2. По свойствам фундаментальной области существуют преобразова-
ние T ∈ G и точка z0 ∈ ω такие, что z̃0 = T (z0). Рассмотрим окрестность точки
z̃0 в виде V (z̃0) = T (U(z0)), где U(z0) — окрестность точки z0, в которой вы-
полняется условие (15). Для каждой z̃ ∈ V (z̃0) существует z′ ∈ U(z0) такое, что
z̃ = T (z′). Следовательно, f1(z̃) = ρ(T )f1(z′). Так как 0 < m ≤ f1(z′) ≤M <∞
и 0 < ρ(T ) <∞ для каждого фиксированного T , то f1(z̃) отграничена от 0 (и от
∞). В силу произвольности z̃0 значения f1(z) отграничены от 0 (и от ∞) в неко-
торой окрестности любой точки z из D2. Поэтому 1

f1(z)
(и f1(z)) локально на

D2 принимает конечные значения и тем самым после умножения обеих частей
в (11) на 1

f1(z)
получим интеграл, определяющий голоморфную мультиплика-

тивную форму Bhom
C (ϕ) (умножение на локально ограниченную аналитическую

функцию не нарушает голоморфности).



910 О. А. Сергеева

Проверим равенство (8). Для любых ϕ ∈ Ap
q(D1, G, ρ) и ψ ∈ Ap′

q

(
D2, G,

1
ρ

)
,

1
p + 1

p′ = 1, верно

(
B

hom
C ϕ,ψ

)
q, 1ρ ,D2

=
∫∫
ω2

λ(z)2−2q∣∣ 1
f1(z)

∣∣2 (
B

hom
C ϕ

)
(z)ψ(z)

i

2
dz ∧ dz̄

= −1
4

∫∫
ω2

λ(z)2−2q|f1(z)|2ψ(z)
(∫∫
D1

λ(ζ)2−2qϕ(ζ) dζ ∧ dζ̄
(ζ − z)2qf1(ζ)f1(z)

)
dz ∧ dz̄

= −1
4

∫∫
ω2

λ(z)2−2qf1(z)ψ(z)
(∑
A∈G

∫∫
A−1(ω1)

λ(Aζ)2−2q

(Aζ −Az)2q

× |A′(ζ)|2−2q

A′(ζ)−qA′(z)−q
ϕ(Aζ)A′(ζ)

q
ρ(A)

−1

f1(Aζ)ρ1(A)
−1 dζ ∧ dζ̄

)
dz ∧ dz̄

= −1
4

∑
A∈G

1
ρ0(A)

∫∫
ω2

λ(z)2−2qf1(z)ψ(z)
(∫∫
ω1

λ(ζ)2−2qϕ(ζ)
(ζ −Az)2qA′(z)−qf1(ζ)

dζ∧dζ̄
)
dz∧dz̄.

Применяя теорему Фубини к последнему интегралу, получаем

(
B

hom
C ϕ,ψ

)
q, 1ρ ,D2

= −1
4

∑
A∈G

1
ρ0(A)

∫∫
ω1

λ(ζ)2−2qϕ(ζ)
f1(ζ)

×
(∫∫
ω2

λ(z)2−2q ψ(z)f1(z) dz ∧ dz̄
(ζ −Az)2qA′(z)−q

)
dζ ∧ dζ̄

=
−1
4

∑
A∈G

1
ρ0(A)

∫∫
ω1

λ(ζ)2−2qϕ(ζ)
|f1(ζ)|2

(∫∫
ω2

λ(Az)2−2q|A′(z)|2−2q

(ζ −Az)2q|A′(z)|−2q

× ψ(Az)

ρ(A)
−1

f1(Az)
ρ1(A)

f1(ζ) dz ∧ dz̄
)
dζ ∧ dζ̄

=
−1
4

∫∫
ω1

λ(ζ)2−2qϕ(ζ)
|f1(ζ)|2

(∑
A∈G

∫∫
A(ω2)

λ(z)2−2qψ(z) dz ∧ dz̄

(ζ − z)2qf1(z)
−1

(f1(ζ))−1

)
dζ ∧ dζ̄

=
∫∫
ω1

λ(ζ)2−2qϕ(ζ)
|f1(ζ)|2

(
B

hom
−C ψ

)
(ζ)

i

2
dζ ∧ dζ̄ =

(
ϕ,Bhom

−C ψ
)
q,ρ,D1

.

Теорема 1 доказана.

§ 3. Модифицированный оператор Берса,
q-двойственно меняющий порядок формы

ПустьD — открытое множество в C, конформно эквивалентное единичному
кругу � = {z ∈ C : |z| < 1}; � — отмеченная конечнопорожденная разрывная
группа конформных преобразований множества D на себя такая, что D/� =
F — отмеченная компактная риманова поверхность рода g ≥ 2.

Пусть ϕ ∈ Ap
q1(D, � , ρ), ψ ∈ A

p′
q2

(
D, � , 1

ρ

)
, 1
p + 1

p′ = 1, q = q1 +q2, т. е. ϕ и ψ —
это (q, ρ)-двойственные формы на D. Для таких форм определим билинейное
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спаривание:

〈ϕ,ψ〉q1,q2,D,� =
∫∫
D/�

µq(z)ϕ(z)ψ(z)
i

2
dz ∧ dz̄, (16)

где µq — фиксированный обобщенный коэффициент Бельтрами класса C1(D)
для q = q1 + q2. С помощью оценки (6) и неравенства Гёльдера нетрудно уста-
новить, что интеграл (16) конечен. Покажем, что билинейное спаривание (16)
корректно определено, т. е. не зависит от выбора фундаментальной области ω
группы � :∫∫

ω

µq1+q2(z)ϕ(z)ψ(z)
i

2
dz ∧ dz̄

=
∫∫
ω

µq1+q2(Az)A
′(z)1−q1−q2A′(z)

ϕ(Az)A′(z)q1

ρ(A)
ψ(Az)A′(z)q2ρ(A)

i

2
dz ∧ dz̄

=
∫∫
A(ω)

µq1+q2(z)ϕ(z)ψ(z)
i

2
dz ∧ dz̄ для любого A ∈ � .

Заметим, что билинейное спаривание (16) симметрично, т. е. 〈ϕ,ψ〉q1,q2,D,�
= 〈ψ,ϕ〉q2,q1,D,� для любых ϕ ∈ Ap

q1(D, � , ρ) и ψ ∈ Ap′
q2

(
D, � , 1

ρ

)
. Кроме того,

(16) задает линейное соответствие между пространствами �q1ρ (U) и
(
�q21

ρ

( 1
U

))∗,
где �q1ρ (U) — пространство мероморфных дифференциалов Прима порядка q1
для ρ, кратных дивизору U ∈ Div(D/� ) на компактной римановой поверхности
F = D/� ,

(
�q21

ρ

( 1
U

))∗ — пространство, сопряженное к �q21
ρ

( 1
U

)
.

Пусть C,D1, D2, G, f1 определены, как и выше. Введем аналог оператора
Берса для мультипликативных форм, который q-двойственно меняет порядок
дифференциала, но не изменяет характер: для (ρ, q1)-формы ϕ на D1 положим(

B
ord
C ϕ

)
(z) =

i

2

∫∫
D1

µq(ζ)f1(z)
(ζ − z)2q2f1(ζ)

ϕ(ζ) dζ ∧ dζ̄, q = q1 + q2, z ∈ D2, (17)

Оператор Bord
−C определяется аналогично для форм на D2 путем замены в (17)

D1 на D2.

Теорема 2. Для произвольного характера ρ ∈ Hom(G,C∗) модифициро-
ванный оператор Берса Bord

C является ограниченным линейным отображением
из Ap

q1(D1, G, ρ) в Ap
q2(D2, G, ρ), p ∈ R, 1 ≤ p <∞, с нормой

∥∥Bord
C

∥∥ ≤ Kkq2 (где
K — константа из неравенства (6) для q = q1 +q2) и удовлетворяет условию «са-
мосопряженности» относительно билинейного спаривания (16), а именно для
любых голоморфных ϕ ∈ Ap

q1(D1, G, ρ) и ψ ∈ Ap′
q1

(
D2, G,

1
ρ

)
, 1
p + 1

p′ = 1, верно
равенство 〈

ϕ,Bord
−Cψ

〉
q1,q2,D1,G

=
〈
B

ord
C ϕ,ψ

〉
q2,q1,D2,G

. (18)

Доказательство. Если ϕ является голоморфной (q1, ρ)-формой на D1, то
ее образ — форма Bord

C ϕ — будет голоморфной (q2, ρ)-формой на D2 = C \D1.
Действительно, в силу инвариантности D1 относительно действия группы G
имеем(
B

ord
C ϕ

)
(Az)A′(z)q2 =

i

2
A′(z)q2

∫∫
D1

µq1+q2(ζ)f1(Az)
(ζ −Az)2q2f1(ζ)

ϕ(ζ) dζ ∧ dζ̄
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=
i

2
A′(z)q2

∫∫
D1

µq1+q2(Aζ1)f1(Az)
(Aζ1 −Az)2q2f1(Aζ1)

ϕ(Aζ1)|A′(ζ1)|2 dζ1 ∧ dζ̄1

=
i

2
A′(z)q2

∫∫
D1

µq1+q2(ζ1)A′(ζ1)q1+q2f1(z)ρ1(A)
(ζ1 − z)2q2A′(ζ1)q2A′(z)q2f1(ζ1)ρ1(A)

ϕ(ζ1)ρ(A)
A′(ζ1)q1

dζ1 ∧ dζ̄1

=
i

2
ρ(A)

∫∫
D1

µq1+q2(ζ)f1(z)
(ζ − z)2q2f1(ζ)

ϕ(ζ) dζ ∧ dζ̄ = ρ(A)
(
B

ord
C ϕ

)
(z).

Оценим норму формы Bord
C ϕ:∥∥Bord

C ϕ
∥∥p
q2,p,G,ρ

=
∫∫
ω2

λ(z)2−pq2

|f1(z)|p

∣∣∣∣∫∫
D1

µq1+q2(ζ)f1(z)
(ζ − z)2q2f1(ζ)

ϕ(ζ)
idζ ∧ dζ̄

2

∣∣∣∣p|dz ∧ dz̄|
≤

∫∫
ω2

λ(z)2−pq2

|f1(z)|p

(∫∫
D1

|µq1+q2(ζ)||f1(z)|
|ζ − z|2q2 |f1(ζ)|

|ϕ(ζ)| |dζ ∧ dζ̄|
2

)p

|dz ∧ dz̄|

≤ Kp

∫∫
ω2

λ(z)2−pq2

|f1(z)|p

(∫∫
D1

λ(ζ)2−q1−q2 |f1(z)|
|ζ − z|2q2 |f1(ζ)|

|ϕ(ζ)| |dζ ∧ dζ̄|
2

)p

|dz ∧ dz̄|.

В последнем неравенстве воспользовались свойством (6) обобщенного коэффи-
циента Бельтрами µq для q = q1 + q2. Затем, снова последовательно применяя
неравенство Гёльдера в виде (9) для случая, когда dν = λ(ζ)2−q2 |dζ∧dζ̄|2 и

x(ζ) = λ(ζ)−q1
ϕ(ζ)f1(z)

(ζ − z)
2q2
p f1(ζ)

, y(ζ) =
1

(ζ − z)
2q2
p′

=
1

(ζ − z)2q2
p−1
p

,

где 1
p + 1

p′ = 1, и неравенства (4), (5), (10), оценим внутренний интеграл в
последнем выражении:∥∥Bord

C ϕ
∥∥p
q2,p,G,ρ

≤ Kp

∫∫
ω2

λ(z)2−pq2

|f1(z)|p

[∫∫
D1

λ(ζ)2−q2λ(ζ)−pq1 |ϕ(ζ)|p

|ζ − z|2q2 |f1(z)|−p|f1(ζ)|p
|dζ ∧ dζ̄|

2

×
(∫∫
D1

λ(ζ)2−q2

|ζ − z|2q2
|dζ ∧ dζ̄|

2

) p
p′

]
|dz ∧ dz̄|

≤ Kp(kq2)
p−1

∫∫
ω2

λ(z)2−q2
(∫∫
D1

λ(ζ)2−q2−pq1 |ϕ(ζ)|p

|ζ − z|2q2 |f1(ζ)|p
|dζ ∧ dζ̄|

2

)
|dz ∧ dz̄|

= Kp (kq2)
p−1

∫∫
ω2

λ(z)2−q2
(∑
A∈G

∫∫
A−1(ω1)

λ(Aζ)2−q2−pq1 |ϕ(Aζ)|p|A′(ζ)|2

|Aζ −Az|2q2 |A′(z)|−q2 |f1(Aζ)|p|ρ0(A)|p

× |dζ ∧ dζ̄|
2

)
|dz ∧ dz̄|

= Kp (kq2)
p−1

∑
A∈G

∫∫
ω2

λ(z)2−q2

|A′(z)|−q2

(∫∫
ω1

λ(ζ)2−q2−pq1 |ϕ(ζ)|p

|ζ −Az|2q2 |f1(ζ)|p
|dζ ∧ dζ̄|

2

)
|dz ∧ dz̄|

= Kp (kq2)
p−1

∑
A∈G

∫∫
ω1

λ(ζ)2−q2−pq1
|ϕ(ζ)|p

|f1(ζ)|p

(∫∫
ω2

λ(z)2−q2 |dz ∧ dz̄|
|ζ −Az|2q2 |A′(z)|−q2

)
|dζ ∧ dζ̄|

2
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= Kp (kq2)
p−1

∫∫
ω1

λ(ζ)2−q2−pq1
|ϕ(ζ)|p

|f1(ζ)|p

(∫∫
D2

λ(z)2−q2

|ζ − z|2q2
|dz ∧ dz̄|

2

)
|dζ ∧ dζ̄|

≤ (Kkq2)
p‖ϕ‖pq1,p,G,ρ.

Таким образом, доказали, что
∥∥Bord

C

∥∥ ≤ Kkq2 . Голоморфность формы Bord
C ϕ

устанавливается аналогично случаю оператора Bhom
C .

Докажем равенство (18):

〈
ϕ,Bord

−Cψ
〉
q1,q2,D1,G

=
∫∫
ω1

µq1+q2(ζ)ϕ(ζ)
(
B

ord
−Cψ

)
(ζ)

i

2
dζ ∧ dζ̄

=
∫∫
ω1

µq1+q2(ζ)ϕ(ζ)
(∫∫
D2

µq1+q2(z)ψ(z)1/f1(ζ)
(z − ζ)2q21/f1(z)

i

2
dz ∧ dz̄

)
i

2
dζ ∧ dζ̄

=
∫∫
ω1

µq1+q2(ζ)ϕ(ζ)
f1(ζ)

(∑
A∈G

∫∫
A−1(ω2)

µq1+q2(Az)A′(z)1−q1−q2A′(z)
(Az −Aζ)2q2A′(z)−q2A′(ζ)−q2

ψ(Az)A′(z)q1

× ρ(A)
f1(Az)
ρ1(A)

i

2
dz ∧ dz̄

)
i

2
dζ ∧ dζ̄ =

∑
A∈G

ρ0(A)
∫∫
ω1

µq1+q2(ζ)ϕ(ζ)
f1(ζ)A′(ζ)−q2

×
(∫∫
ω2

µq1+q2(z)ψ(z)f1(z)
(z −Aζ)2q2

i

2
dz ∧ dz̄

)
i

2
dζ ∧ dζ̄.

Снова, применяя теорему Фубини к последнему интегралу, получим

〈
ϕ,Bord

−Cψ
〉
q1,q2,D1,G

=
∫∫
ω2

µq1+q2(z)ψ(z)f1(z)
(∑
A∈G

ρ0(A)
∫∫
ω1

µq1+q2(ζ)
f1(ζ)

× ϕ(ζ)A′(ζ)q2

(z −Aζ)2q2
i

2
dζ ∧ dζ̄

)
i

2
dz ∧ dz̄ =

∫∫
ω2

µq1+q2(z)ψ(z)f1(z)
(∑
A∈G

ρ0(A)

×
∫∫
ω1

µq1+q2(Aζ)A′(ζ)1−q1A′(ζ)
f1(Aζ)ρ1(A)−1

ϕ(Aζ)A′(ζ)q1ρ(A)−1

(z −Aζ)2q2
i

2
dζ ∧ dζ̄

)
i

2
dz ∧ dz̄

=
∫∫
ω2

µq1+q2(z)ψ(z)
(∫∫
D1

µq1+q2(ζ)ϕ(ζ)
(z − ζ)2q2

f1(z)
f1(ζ)

i

2
dζ ∧ dζ̄

)
i

2
dz ∧ dz̄

=
∫∫
ω2

µq1+q2(z)ψ(z)
(
B

ord
C ϕ

)
(z)

i

2
dz ∧ dz̄ =

〈
B

ord
C ϕ,ψ

〉
q2,q1,D2,G

.

Теорема 2 доказана.

Следствие 1. Для характера ρ ∈ Hom(G,C∗) модифицированный опе-
ратор Берса Bord

C осуществляет непрерывное вложение q-двойственных про-
странств: Ap

q1(D1, G, ρ) ↪→ Ap
q2(D2, G, ρ), где q = q1 + q2, q1, q2 ∈ Z, q1 ≥ 2,

q2 ≥ 2, p ∈ R, 1 ≤ p <∞.

Автор признательна д.ф.-м.н. профессору В. В. Чуешеву за полезные об-
суждения.
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