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ОБ ИНВЕРСНЫХ МОНОИДАХ

КОС И ОТРАЖЕНИЙ ТИПА B

В. В. Вершинин

Аннотация. Хорошо известны связи между группой кос и симметрической груп-
пой, между группами кос Артина — Брискорна и группами Кокстера: последние
являются фактор-группами групп кос Артина — Брискорна. Инверсный моноид кос
аналогичным образом связан с инверсным симметрическим моноидом. В настоя-
щей работе мы показываем, что аналогичные связи существуют между инверсным
моноидом кос типа B и инверсным моноидом отражений типа B. Это дает копред-
ставление последнего моноида.
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1. Введение

Пусть V — конечномерное вещественное векторное пространство (dimV =
n) с евклидовой структурой. Пусть W — конечная подгруппа группы GL(V ),
порожденная отражениями. Мы предполагаем, что W существенна, т. е. что
множество неподвижных векторов по отношению к действию W состоит только
из нуля: VW = 0. Пусть M — множество гиперплоскостей в пространстве V
такое, что группа W порождена ортогональными отражениями по отношению
к M ∈M . Мы предполагаем, что для каждого элемента w ∈ W и для каждой
гиперплоскости M ∈M гиперплоскоскость w(M) принадлежит M .

Рассмотрим комплексификацию VC пространства V и комплексификации
MC гиперплоскостей M ∈ M . Пусть YW = VC −

⋃
M∈M

MC . Группа W дей-

ствует свободно на YW . Пусть XW = YW /W , тогда YW есть накрытие над XW ,
соответствующее группе W .

Обобщенная группа косBr(W ), соответствующая группе КокстераW , опре-
деляется как фундаментальная группа пространства XW регулярных орбит
действия W , и соответствующая группа крашеных кос P (W ) определяется как
фундаментальная группа пространства YW . Таким образом, для обобщенных
групп кос имеем Br(W ) = π1(XW ), P (W ) = π1(YW ). Группы Br(W ) были
определены Брискорном [1] и называются также группами кос Артина — Бри-
скорна. Брискорн [1] и Делинь [2] доказали, что пространства XW и YW суть
пространства типа K(π, 1).

Накрытие, соответствующее действию группы W на пространстве YW , по-
рождает точную последовательность

1 → π1(YW ) p∗→ π1(XW ) →W → 1.

c© 2009 Вершинин В. В.



Об инверсных моноидах кос и отражений типа B 1011

Рис. 1.

Таким образом, имеется естественным образом определенный гомоморфизм

ρ : Br(W ) →W.

Геометрическая коса как система n кривых в R3 естественным образом ве-
дет к понятию частичной косы, у которой некоторые k, 0 ≤ k ≤ n, из этих n
кривых могут быть удалены; частичные косы образуют инверсный моноид кос
IBn [3]. По определению моноид называется инверсным, если для любого его
элемента a существует единственный элемент b (называемый обратным) такой,
что a = aba и b = bab. Это понятие введено В. В. Вагнером в 1952 г. [4]. Книги
[5, 6] являются стандартными ссылками по теории инверсных полугрупп.

Умножение частичных кос показано на рис. 1. На конечной стадии удаля-
ются все неполные нити, т. е. те, которые не имеют пересечений либо с верхней,
либо с нижней полуплоскостью.

Таким образом, классическая группа кос (которая соответствует случаю
W = �n, симметрической группы) вложена в инверсный моноид кос IBn.

Наиболее важным примером инверсного моноида является моноид частич-
ных (т. е. определенных на подмножестве) инъективных отображений множе-
ства в себя. Для конечного множества это приводит к понятию симметрическо-
го инверсного моноида In, которое обобщает и включает классическую симмет-
рическую группу �n. Копредставление симметрического инверсного моноида
получено Л. М. Поповой [7], см. также формулы (2)–(4) ниже.

Пусть теперь W — группа Кокстера типа Bn. Соответствующий инверсный
моноид IB(Bn) изучался в [8], а моноид отражений I(Bn) — в [9].

Цель настоящей заметки — показать, что в случае типа B ситуация во
многом схожая: существует отображение ρB : IB(Bn) → I(Bn) такое, что ком-
мутативна диаграмма

Br(Bn) −−−−→ W (Bn)y y
IB(Bn) ρB−−−−→ I(Bn) ,

(1)

где вертикальные стрелки обозначают вложение группы обратимых элементов
в моноид.

2. Инверсный моноид кос и тип B

Пусть N — конечное множество мощности n, скажем N = {v1, . . . , vn}. Ин-
версный симметрический моноид In может быть интерпретирован как моноид
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частичных мономорфизмов множества N в себя. Оснастим элементы множе-
ства N знаками, т. е. пусть SN = {δ1v1, . . . , δnvn}, где δi = ±1. Группа Вейля
W (Bn) типа B может быть интерпретирована как группа перестановок со зна-
ками множества SN :

W (Bn) = {σ — биекция SN : (−x)σ = −(x)σ для x ∈ SN}.

Моноид частичных перестановок со знаками I(Bn) определяется следующим
образом: I(Bn) = {σ — частичная биекция SN : (−x)σ = −(x)σ для x ∈ SN и
x ∈ domσ тогда и только тогда, когда −x ∈ domσ}, где domσ означает область
определения мономорфизма σ.

Напомним, что моноид M факторизуем, если M = EG, где E — множество
идемпотентов моноида M , а G — подгруппа моноида M . Очевидным образом
моноид I(Bn) факторизуем [9], так как каждая частичная перестановка, учи-
тывающая знаки, может быть продолжена до элемента группы единиц моноида
I(Bn), т. е. до перестановки, учитывающей знаки с областью определения, рав-
ной SN .

Обычно группа кос Brn задается следующим копредставлением Артина
[10]. Оно имеет образующие σi, i = 1, . . . , n− 1, и два типа соотношений:

σiσj = σjσi, если |i− j| > 1, σiσi+1σi = σi+1σiσi+1. (2)

Следующее копредставление инверсного моноида кос было получено в [3].
Оно имеет образующие σi, σ−1

i , i = 1, . . . , n− 1, ε, и соотношения

σiσ
−1
i = σ−1

i σi = 1, для всех i, εσi = σiε для i ≥ 2,

εσ1ε = σ1εσ1ε = εσ1εσ1, ε = ε2 = εσ2
1 = σ2

1ε
(3)

плюс соотношения кос (2).
Геометрически образующая ε обозначает частичную косу, построенную из

тривиальной косы удалением первой нити.
Если заменим первое соотношение в (3) следующим набором соотношений:

σ2
i = 1 для всех i, (4)

и удалим лишние соотношения ε = εσ2
1 = σ2

1ε, то получим копредставление
симметрического инверсного моноида In [7]. Мы можем также просто доба-
вить соотношения (7), если нас не беспокоит наличие излишних соотношений.
Получаем канонический гомоморфизм [3]

ρn : IBn → In,

который является естественным продолжением соответствующего гомоморфиз-
ма для групп (кос и симметрической).

Более сбалансированный набор соотношений для инверсного моноида кос
получен в [11]. Пусть εi — тривиальная коса с удаленной i-й нитью, т. е. ε1 = ε,
εi+1 = σ±1

i εiσ
±1
i . Таким образом, в качестве образующих берем σi, σ

−1
i , i =

1, . . . , n− 1, εi, i = 1, . . . , n, а соотношениями являются следующие:

σiσ
−1
i = σ−1

i σi = 1 для всех i, εjσi = σiεj для j 6= i, i+ 1,

εiσi = σiεi+1, εi+1σi = σiεi, εi = ε2i ,

εi+1σ
2
i = σ2

i εi+1 = εi+1, εiεi+1σi = σiεiεi+1 = εiεi+1,

(5)
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плюс соотношения кос (2).
Пусть EFn — некоторый моноид частичных изоморфизмов свободной груп-

пы Fn, определенный следующим образом. Пусть a — элемент симметрического
инверсного моноида In, a ∈ In, т. е. a — частичный изоморфизм множества
{1, . . . , n}. Пусть Jk = {j1, . . . , jk} — образ a и элементы i1, . . . , ik, принадлежат
области определения a. Моноид EFn состоит из изоморфизмов

〈xi1 , . . . , xik〉 → 〈xj1 , . . . , xjk〉,
выражаемых формулой fa : xi 7→ w−1

i xa(i)wi, если i принадлежит множеству
i1, . . . , ik, и отображение fa не определено на xi в противном случае, а wi —
слово из букв xj1 , . . . , xjk . Композиция fa и gb, a, b ∈ In, определена для xi,
принадлежащего области определения a ◦ b. Положим xjm = 1 в слове wi,
если xjm не принадлежит области определения gb. Если положим wi = 1, то
получаем вложение In в EFn. Отображая каждый fa ∈ EFn в a ∈ In, получаем
гомоморфизм EFn → In.

Предложение 1. Канонические гомоморфизмы In → EFn и EFn → In
дают следующее расщепление In → EFn → In. �

Напомним, что группы кос Артина — Брискорна типа B изоморфны груп-
пам кос диска с фиксированной точкой [12–14]. По отношению к классической
группе кос эта группа имеет одну дополнительную образующую τ и соотноше-
ния типа B:

τσ1τσ1 = σ1τσ1τ, τσi = σiτ, если i > 1,
σiσi+1σi = σi+1σiσi+1, σiσj = σjσi, если |i− j| > 1.

(6)

Моноид IB(Bn) частичных кос типа B можно также рассматривать как под-
моноид моноида IBn+1, состоящий из частичных кос с фиксированной первой
нитью. Интерпретация как моноида классов изотопии гомеоморфизмов также
возможна. Как обычно, рассмотрим диск D2 с данными n + 1 точками. Обо-
значим множество этих точек через Qn+1. Рассмотрим гомеоморфизмы диска
D2 на копию этого диска с условием, что первая точка всегда отображается
на себя и среди остальных n точек только k точек, k ≤ n (скажем i1, . . . , ik),
отображаются биективно на k точек (скажем j1, . . . , jk) из множества Qn+1 (без
первой точки) второй копии диска D2. Классы изотопии таких гомеоморфизмов
образуют моноид IB(Bn).

Теорема 1 [8]. Добавление к копредставлению группы кос типа B (6) об-
разующей ε и соотношений

ττ−1 = τ−1τ = 1, σiσ
−1
i = σ−1

i σi = 1 для всех i, εσi = σiε для i ≥ 2,

εσ1ε = σ1εσ1ε = εσ1εσ1, ε = ε2 = εσ2
1 = σ2

1ε, ετ = τε = ε.
(7)

деат копредставление моноида IB(Bn). Добавление к копредставлению (5) мо-
ноида IBn одной образующей τ , соотношений типа B (6) и соотношений

ττ−1 = τ−1τ = 1, ε1τ = τε1 = ε1.

приводит к другому копредставлению моноида IB(Bn), Это факторизуемый
инверсный моноид.

Определим действие моноида IB(Bn) на множестве SNс помощью частич-
ных изоморфизмов следующим образом:

σi(δjvj) =


δivi+1, если j = i,

δi+1vi, если j = i+ 1,
δjvj , если j 6= i, i+ 1;

(8)
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τ(δjvj) =
{ −δ1v1, если j = 1,
δjvj , еслиj 6= 1;

(9)

dom ε = {δ2v2, . . . , δnvn}; (10)

ε(δjvj) = δjvj , если j = 2, . . . , n; (11)

dom εi = {δ1v1, . . . , δ̂ivi, . . . , δnvn}; (12)

εi(δjvj) = δjvj , если j = 1, . . . , î, . . . , n. (13)

Прямая проверка показывает, что соотношения инверсного моноида кос типа
B выполнены для соответствующих суперпозиций частичных изоморфизмов,
определяемых элементами σi, τ и εi.

Теорема 2. Действие, заданное формулами (8)–(13), определяет гомомор-
физм инверсных моноидов ρB : IB(Bn) → I(Bn) такой, что диаграмма (1)
коммутативна. �

Теорема 3. Гомоморфизм ρB : IB(Bn) → I(Bn) является эпиморфизмом.
Если в копредставлении IB(Bn) заменить первое соотношение из (3) набором
соотношений σ2

i = 1 для всех i и удалить излишние соотношения ε = εσ2
1 = σ2

1ε, а
также заменить первое соотношение из (7) соотношением τ2 = 1, то получается
копредставление моноида I(Bn),

Доказательство. Обозначим временно через IV n моноид, имеющий ко-
представление, данное в формулировке теоремы. Для доказательства того, что
гомоморфизм ρB есть эпиморфизм, используем тот факт, что моноид I(Bn)
факторизуем, так что каждый его элемент может быть записан в виде εg, где ε
принадлежит множеству идемпотентов, а g — элемент группы Вейля W (Bn)
типа B. Для группы Вейля гомоморфизм ρB есть эпиморфизм, W (Bk) =
Br(Bk)/P (Bk), множества идемпотентов моноидов IB(Bn) и I(Bn) совпадают и
гомоморфизм ρB , ограниченный на множество E(IB(Bn)) идемпотентных эле-
ментов моноида IB(Bn), тождествен.

Как следует из определения действия моноида IB(Bn) на множестве SN ,
элементы τ2 и σ2

i отображаются в единицу под действием гомоморфизма ρB .
Таким образом, гомоморфизм ρB разлагается с помощью гомоморфизма ρ̃B :
IVn → I(Bn) в следующую композицию: ρB : IB(Bn) → IV n → I(Bn). Чтобы
показать, что ρ̃B есть изоморфизм, сравниваем мощности множеств IVn и I(Bn).
Легко посчитать, что мощность (число элементов) множества I(Bn) равна

n∑
k=0

2k
(
n
k

)2

k!.

Пусть εk+1,n обозначает частичную косу с тривиальными первыми k нитями
и отсутствующими остальными n − k нитями. Она может быть выражена с
использованием образующей ε или образующих εi следующим образом:

εk+1,n = εσn−1 . . . σk+1εσn−1 . . . σk+2ε . . . εσn−1σn−2εσn−1ε,

εk+1,n = εk+1εk+2 . . . εn.

Как доказано в [3], каждая частичная коса имеет представителя вида

σi1 . . . σ1 . . . σik . . . σkεk+1,nxεk+1,nσk . . . σjk . . . σ1 . . . σj1 ,

k ∈ {0, . . . , n}, 0 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n− 1 и 0 ≤ j1 < · · · < jk ≤ n− 1,
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где x ∈ Brk. То же самое верно и для IB(Bn), где x ∈ Br(Bk). Элементы τ2 и
σ2
i отображаются в 1 под действием ρB так, что все представители какого-либо

класса эквивалентности по модулю группы крашеных кос типа Bk отображают-
ся в тот же самый элемент моноида I(Bn). Эти классы эквивалентности обра-
зуют группу Вейля W (Bk). Порядок группы Вейля типа Bk равен 2kk!. Таким

образом, множество мощности, меньшей или равной
n∑

k=0
2k

(
n
k

)2

k!, отобража-

ется эпиморфно на множество в точности этой мощности. Это означает, что
эпиморфизм ρ̃B есть изоморфизм. �

Пусть E — моноид, порожденный единственной идемпотентной образую-
щей ε.

Предложение 2. Абеленизация Ab(IBBn) моноида IB(Bn) изоморфна
моноиду E ⊕ Z2, профакторизованному по соотношениям ε + τ = ε, ε + σ = ε,
где τ и σ суть образующие Z2. Канонический гомоморфизм абеленизации
a : IB(Bn) → Ab(IB(Bn)) задается по формулам a(εi) = ε, a(τ) = τ , a(σi) = σ.
Канонический гомоморфизм из Ab(IB(Bn)) в Ab(I(Bn)) состоит из фактори-
зации Z2 по модулю 2. �
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