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Аннотация. Для бесселевых ядер на группе Карно установлены основные факты
нелинейной теории потенциала: неравенство типа неравенства Вольфа, оценки для
емкости и сильное емкостное неравенство. В качестве следствия получены неравен-
ство типа Соболева — Адамса, соотношения между емкостью и мерой Хаусдорфа,
а также оценки снизу для емкости Тейхмюллера. Отсюда выведена непрерывность
монотонных функций одного класса Соболева и получены оценки, применяемые
при исследовании тонких свойств функций.
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Развитие нелинейной теории потенциала, основанной на классической ли-
нейной теории, было вызвано, в частности, потребностями описания различных
тонких свойств слабых решений квазилинейных уравнений эллиптического ти-
па (см. работы [1, 2]), а также применениями идей и методов теории потенциала
к функциональным пространствам в работах Ароншайна, теории отображений
с ограниченным искажением в работах Ю. Г. Решетняка, и другим областям.
Основы нелинейной теории потенциала, заложенные работах [3–6], обеспечили
возможность ее применения в смежных разделах анализа и послужили источни-
ком различных ее обобщений и источником развития новых идей (см. моногра-
фии [7, 8], в которых изложены принципиальные аспекты теории и некоторые
ее важные применения).

В ряде работ [9–15] методы нелинейной теории потенциала применяются к
функциональным классам на группе Карно, а также к теории субэллиптических
уравнений и смежным разделам анализа. Отметим, что в [9, 13] рассматрива-
лись в основном радиальные ядра, что несколько сужает область применения
теории потенциала, так как аналог бесселева ядра на группе Карно таким свой-
ством не обладает.

Цель настоящей работы состоит в том, чтобы адаптировать методы нели-
нейной теории потенциала работ [9, 13] к пространству бесселевых потенциалов
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на группе Карно. Актуальность этой задачи мотивирована непосредственны-
ми связями бесселевых потенциалов с неголономными пространствами Соболе-
ва [16, 17], субэллиптическими уравнениями и квазиконформным анализом на
группах Карно.

В § 1 определяются потенциалы Бесселя на группах Карно. В § 2 доказана
справедливость неравенства типа Вольфа. В § 3 определено понятие емкости
на группе Карно, получены оценки на емкость множеств через оценки потенци-
ала Вольфа для мер с носителями на этих множествах. В качестве следствия
приведена оценка емкости шара. В § 4 доказано сильное емкостное неравенство
и на его основе получена непрерывность вложения пространства потенциалов
в пространство Лебега. В случае строгого соотношения между показателями
получено условие непрерывности вложения в терминах шаров (обобщение тео-
ремы вложения Соболева [16]). В § 5 рассматривается связь между емкостью
множества и его хаусдорфовой мерой. В § 6 доказано, что бесселевы потенциалы
на группах Карно являются уточненными и квазинепрерывными функциями,
а также получены оценки снизу для емкости Тейхмюллера. Отсюда выведе-
на непрерывность монотонных функций одного класса Соболева и установлены
оценки, применяемые при исследовании тонких свойств функций.

§ 1. Потенциалы Бесселя
и их свойства на группах Карно

Стратифицированной однородной группой [18] или, в другой терминоло-
гии, группой Карно называется связная односвязная нильпотентная группа Ли
G, алгебра Ли V которой разлагается в прямую сумму V1 ⊕ · · · ⊕ Vm вектор-
ных пространств таких, что dimV1 ≥ 2, [V1, Vk] = Vk+1 для 1 ≤ k ≤ m − 1
и [V1, Vm] = {0}. Пусть векторные поля X11, . . . , X1n1 составляют базис V1.
Так как они порождают V , для каждого 1 < i ≤ m можно выбрать базис Xij ,
1 ≤ j ≤ ni = dimVi, для Vi, который состоит из коммутаторов полей X1k ∈ V1

порядка i − 1. Отождествим элемент g ∈ G с элементом x ∈ RN , N =
m∑
i=1

ni,

x = (xij), 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ ni, посредством экспоненциального отображения
exp

(∑
xijXij

)
= g. Растяжения δt, определяемые как δtx = (tixij)1≤i≤m,1≤j≤ni ,

суть автоморфизмы G для любого t > 0. Мера Лебега dx на RN есть биинва-

риантная мера Хаара на G, и d(δtx) = tνdx, где ν =
m∑
i=1

idimVi — однородная

размерность группы G. Мера Лебега |E| измеримого множества E ⊂ G равна∫
E

dx.

Однородная норма на группе G есть непрерывная функция ρ : G → [0,∞),
бесконечно гладкая на G \ 0 и обладающая следующими свойствами:

1) ρ(x) = 0 тогда и только тогда, когда x = 0;
2) ρ(x) = ρ(x−1) и ρ(δt(x)) = tρ(x);
3) ρ(x1, x2) ≤ κ(ρ(x1)+ρ(x2)), x1, x2 ∈ G, где κ ≥ 1 — некоторая постоянная.
Фиксируем однородную норму на группе и будем обозначать ее символом

d. Она определяет однородную метрику: для точек x, y ∈ G полагаем расстоя-
ние между ними равным d(y−1x). По отношению к этой метрике стандартным
образом определяются шары B(x, t), сферы S(x, t) и топология, которая ока-
зывается эквивалентной евклидовой. Нормируем меру Лебега так, чтобы мера
шара B(0, 1) была равна 1. Тогда |B(0, r)| = rν .
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Наша цель — получить основные факты нелинейной теории потенциала на
группах Карно для бесселева ядра Jα(x).

В работе Фолланда [17] определяется обобщенное ядро Бесселя Jα(x) на
группах Карно для Reα > 0 по формуле

Jα(x) =
1

� (α/2)

∞∫
0

tα/2−1 exp(−t)h(x, t) dt. (1)

Здесь функция h(x, t), равная нулю при t ≤ 0, является фундаментальным

решением оператора L + ∂/∂t, где L = −
n1∑
i=1

X2
1i — сублапласиан на группе G.

Перечислим свойства фундаментального решения оператора теплопровод-
ности на группе Карно [17]. Функция h(x, t) бесконечно гладкая на (G × R) \
(0 × 0). Интеграл

∫
G
h(x, t) dx равен 1 для всех t, h(x, t) ≥ 0 для всех x, t,

h(x−1, t) = h(x, t), и выполняется равенство

h(δrx, r2t) = r−νh(x, t). (2)

Лемма 1. Ядро Бесселя Jα(x) определено для всех x 6= 0, а в случае
Reα > ν и при x = 0. Кроме того, Jα(x) — функция класса C∞ вне точки 0.
Если Reα < ν, то Jα(x) = O(d(x)Reα−ν) при x → 0. Если Reα = ν, то Jα(x) =
O(log(1/d(x)) при x → 0. Функция Jα(x) непрерывна в нуле, если Reα > ν.
Для любых N справедливо Jα(x) = O(d(x)−N ) при x→∞.

При действительных α ∈ (0, ν) и d(x) ≤ 1 выполняется следующее неравен-
ство:

Jα(x) ≥ cd(x)α−ν . (3)

Доказательство. Все утверждения леммы, кроме последнего, доказаны
в [17]. Докажем последнее утверждение. Здесь и всюду далее через c будем
обозначать произвольную постоянную, точное значение которой нам не важно.
Запишем Jα(x) = Jα

(
δd(x) ◦ δ−1

d(x)(x)
)

и фиксируем точку x. Обозначим d(x) = r,
δ−1
r (x) = y. Очевидно, y ∈ S(0, 1). В интеграле (1), определяющем функцию
Jα(x), воспользуемся свойством (2) функции h. Имеем

Jα(δry) =
1

� (α/2)

∞∫
0

tα/2−1 exp(−t)h(δry, t) dt

=
1

� (α/2)

∞∫
0

tα/2−1 exp(−t)r−νh(y, t/r2) dt

=
1

� (α/2)

∞∫
0

(sr2)α/2−1 exp(−sr2)h(y, s)r2 dsr−ν

=
1

� (α/2)
rα−ν

∞∫
0

sα/2−1 exp(−sr2)h(y, s) ds.

Так как r ≤ 1, то exp(−sr2) ≥ exp(−s). Отсюда получаем Jα(δry) ≥ rα−νJα(y).
Функция Jα(y) принадлежит C∞(G \ 0). В силу непрерывности она ограничена
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снизу: Jα(y) ≥ c на единичной сфере S(0, 1). Так как функция h(x, t) стро-
го положительна при t > 0 [18], постоянная c положительна. Следовательно,
Jα(x) ≥ cd(x)α−ν при d(x) ≤ 1, и неравенство (3) доказано. �

Операция свертки на группе определяется следующей формулой:

f ∗ g(x) =
∫
G

f(xy−1)g(y) dy =
∫
G

f(y)g(y−1x) dy.

Пространство бесселевых потенциалов на группе Карно есть [18] пространство
Sαp функций вида

g(x) = f ∗ Jα(x) =
∫
G

Jα(y−1x)f(y) dy,

где f ∈ Lp(G), p ∈ (1,∞), α ∈ (0,∞), с нормой ‖g | Sαp ‖ = ‖f | Lp‖. Если
α — натуральное число, α = k, то Skp (G) = W k

p (G), где пространство Соболева
W k

p (G) состоит из функций f ∈ Lp, имеющих обобщенные горизонтальные про-
изводные X1i1 . . . X1ikf ∈ Lp, 1 ≤ i1, . . . , ik ≤ n1, порядка k [18]. Кроме того,
если функция g ∈W k

p (G) представляется в виде свертки с ядром Бесселя целого
порядка, g = f ∗ Jk, то c−1‖f‖Lp ≤ ‖g‖Wk

p
≤ c‖f‖Lp , где c = c(k, p, ν). Заметим,

что в случае евклидова пространства получим хорошо известное пространство
бесселевых потенциалов [19].

Ядро Рисса на группе Карно можно определить как Rα(x) = d(x)α−ν [17].
В силу оценок на ядро Бесселя ясно, что Jα(x) ≤ cRα(x). Потенциал Рисса
функции f определяется как свертка

f ∗Rα(x) =
∫
G

f(y)
d(y−1x)ν−α

dy, 0 < α < ν.

Для произвольной неотрицательной меры µ определим максимальную функцию

Mαµ(x) = sup{rν−αµ(B(x, r)) : r > 0}.
Нетрудно видеть, что справедливо поточечное неравенство Mαµ(x) ≤ cµ∗Rα(x).
Обратное неравенство справедливо лишь в интегральном смысле, оно доказано
в евклидовом случае в работе [20]. На однородных группах это неравенство до-
казано в [9] (см. также [21]). Приведем точную формулировку этого результата.

Предложение 1. Если 0 < p < ∞, 0 < α < ν, то существует константа
A = A(α, p, ν) такая, что ‖µ ∗Rα‖p ≤ A‖Mαµ‖p.

Аналогичное неравенство выполняется и для ядра Бесселя. Чтобы дока-
зать его в этом случае, нужны более точные оценки на фундаментальное реше-
ние уравнения теплопроводности, полученные в работе [22].

Теорема 1. Существуют положительные постоянные A1, A2, c1 и c2 такие,
что A1t−ν/2e−c1d(x)

2/t ≤ h(x, t) ≤ A2t−ν/2e−c2d(x)2/t для всех t > 0 и всех x ∈ G.
С помощью теоремы можно оценить ядро Бесселя: Jα(x) ≤ c exp−cd(x) при

d(x) ≥ 1, непосредственно исследуя интеграл, определяющий Jα(x), и рассуж-
дая так же, как в [23, гл. 5, § 3]. Этой оценки нам будет достаточно для дока-
зательства неравенства типа Макенхаупта — Уидена для бесселева потенциала.
Определим модифицированную максимальную функцию следующим образом:

Mα,ρµ(x) = sup
0<r≤ρ

µ(B(x, r))
rν−α

, 0 ≤ α < ν, ρ > 0.
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Будем рассматривать также модифицированное ядро Рисса

R̃α(x) =
{
d(x)α−ν , 0 < d(x) ≤ 1,
0, d(x) ≥ 1.

Справедливо следующее обобщение предложения 1.

Теорема 2. Пусть 0 < p <∞, 0 < α < ν и ρ > 0. Найдется положительная
постоянная c(ρ) такая, что ‖µ ∗ Jα‖p ≤ c(ρ)‖Mα,ρµ‖p для любой положительной
меры µ.

Доказательство аналогично евклидову случаю [7, с. 75]. Без ограниче-
ния общности полагаем ρ = 1. Сначала докажем, что ‖µ ∗ Jα‖p ≤ c‖µ ∗ R̃α‖p +
c‖Mα,1µ‖p. Ввиду оценок на ядро Бесселя имеем

µ ∗ Jα ≤ µ ∗ R̃α + c

∫
G

e−cd(y
−1x) dµ(y).

Обозначим последний интеграл через I(x) и положим E(x) = e−cd(x). Тогда
I(x) = µ∗E(x). Определим функцию χ1(x) = |B(0, 1)|−1 для d(x) ≤ 1 и χ1(x) =
0 для d(x) ≥ 1. Очевидно, найдется постоянная A такая, что E ≤ Aχ1 ∗ E.
Следовательно, µ ∗ E ≤ Aµ ∗ χ1 ∗ E ≤ AMα,1µ ∗ E, так как µ ∗ χ1 ≤ Mα,1µ.
Применяя неравенство Минковского, получаем нужную нам оценку ‖µ ∗E‖p ≤
A‖Mα,1µ ∗ E‖p ≤ A‖E‖1‖Mα,1‖p = c‖Mα,1‖p. �

§ 2. Энергия и нелинейные
потенциалы. Неравенство Вольфа

Под мерой будем понимать меру Радона: неотрицательную счетно-адди-
тивную функцию множества, принимающую конечные значения на компакт-
ных подмножествах G. Потенциалом меры µ относительно ядра Jα называется
функция

Kα(µ, x) = µ ∗ Jα(x) =
∫
G

Jα(y−1x) dµ(y).

Определим (α, p)-энергию меры µ:

Eα,pµ =
∫
G

Kα(µ, x)q dx. (4)

Здесь числа p и q связаны соотношением p, q > 1, 1/p+1/q = 1, p ∈ (1,∞). Если
записать Kα(µ, x)q = Kα(µ, x)q−1Kα(µ, x) и поменять порядок интегрирования
в (4), то получим Eα,pµ =

∫
G
Uα,pµ(x) dµ(x), где

Uα,pµ(x) =
∫
G

Jα(x−1y)
[∫

G

Jα(z−1y) dµ(z)
]q−1

dy

— нелинейный потенциал меры µ относительно ядра Jα. Заметим, что так
как h(x−1, t) = h(x, t), то Jα(x−1y) = Jα(y−1x). Поэтому мы можем написать
выражение для нелинейного потенциала в виде свертки Uα,pµ(x) = (µ∗Jα)q−1 ∗
Jα. Определим потенциал Вольфа следующим образом:

x ∈ G ⇒Wα,pµ(x) =
1∫

0

[
µ(B(x, r))
rν−αp

]q−1
dr

r
, αp ≤ ν.

Докажем на группах справедливость неравенства типа Вольфа [24].
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Теорема 3. Пусть µ — мера Радона на группе Карно G. Существуют
постоянные c1 и c2 такие, что

c1

∫
G

Wα,pµ(x) dµ ≤
∫
G

Uα,pµ(x) dµ(x) ≤ c2

∫
G

Wα,pµ(x) dµ(x), αp ≤ ν.

Доказательство. Покажем, что для левой части неравенства выполня-
ется поточечная оценка Uα,pµ(x) ≥ c1Wα,pµ(x). Имеем

Uα,pµ(x) =
∫
G

Jα(y−1x)
[∫

G

Jα(z−1y) dµ(z)
]q−1

dy

≥
∫
G

Jα(y−1x)
[ ∫
d(z−1y)≤2κ

Jα(z−1y) dµ(z)
]q−1

dy.

При d(z−1y) ≤ 1 выполняется неравенство (3): |Jα(z−1y)| ≥ cd(z−1y)α−ν . Так
как функция Jα гладкая вне 0, то |Jα(z−1y)| ≥ c1d(z−1y)α−ν при 1 ≤ d(z−1y) ≤
2κ. Следовательно,

Uα,pµ(x) ≥
∫
G

Jα(y−1x)
[ ∫
d(z−1y)≤2κ

c1d(z−1y)α−ν dµ(z)
]q−1

dy

≥ c

∫
G

Jα(y−1x)

 2κ∫
0

µ(B(y, r))
rν−α

dr

r

q−1

dy

≥ c

∫
d(y−1x)≤1

d(y−1x)α−ν

 2κ∫
2κd(y−1x)

µ(B(y, r))
rν−α

dr

r

q−1

dy

≥ c

∫
d(y−1x)≤1

d(y−1x)α−νµ(B(y, 2κd(y−1x))q−1

 2κ∫
2κd(y−1x)

dr

rν−α+1

q−1

dy.

Здесь мы воспользовались формулой: для любого δ > 0 верно∫
d(y−1x)≤δ

dµ(y)
d(y−1x)ν−α

= (ν − α)
δ∫

0

µ(B(x, r))
rν−α

dr

r
+
µ(B(x, δ))
δν−α

, 0 < α < ν.

Доказательство этой формулы, приведенное [7] в евклидовом пространстве, по-
чти дословно переносится на случай групп Карно. Так как B(y, 2κd(y−1x)) ⊃
B(x, d(y−1x)), то

Uα,pµ(x) ≥ c

∫
d(y−1x)≤1

d(y−1x)α−ν+(α−ν)(q−1)µ(B(x, d(y−1x)))q−1 dy

≥ c

1∫
0

[
µ(B(x, r))
rν−αp

]q−1
dr

r
.

В последнем неравенстве мы воспользовались сферической системой координат
из [18].
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Докажем правую часть неравенства Вольфа. Имеем ‖µ∗Jα‖q ≤ Aρ‖Mα,ρµ‖q,
1 < q <∞, в силу предложения 1, т. е.∫

G

(∫
G

Jα(y−1x) dµ(y)
)q

dx ≤ Aρ

∫
G

(Mα,ρµ(x))q dx.

Положим

Iα,qµ(x) =

 1
2κ∫
0

[
µ(B(x, r))
rν−α

]q
dr

r

1/q

, 1 ≤ q <∞.

Для любого δ, 0 < δ ≤ 1/4κ,

Iα,qµ(x) ≥

 2δ∫
δ

[
µ(B(x, r))
rν−α

]q
dr

r

1/q

≥ µ(B(x, δ))
(2δ)ν−α

(ln 2)1/q.

Отсюда вытекает оценка

Mα, 1
4κ
µ(x) ≤ cIα,qµ(x). (5)

Так как ∫
G

Uα,pµ(x) dµ(x) =
∫
G

(∫
G

Jα(y−1x) dµ(x)
)q

dy,

принимая во внимание предложение 1 и неравенство (5), для доказательства
неравенства Вольфа достаточно показать, что∫

G

(Iα,qµ(x))q dx ≤ c

∫
G

Wα,pµ(x) dµ(x).

Имеем

∫
G

(Iα,qµ(x))q dx =
∫
G

1
2κ∫
0

[
µ(B(x, r))
rν−α

]q
dr

r
dx =

1
2κ∫
0

(∫
G

µ(B(x, r))q dx
)

dr

r(ν−α)q+1 .

(6)
Оценим внутренний интеграл:∫

G

µ(B(x, r))q dx =
∫
G

µ(B(x, r))q−1
( ∫
d(x−1y)<r

dµ(y)
)
dx

=
∫
G

( ∫
d(y−1x)<r

µ(B(x, r)q−1 dx

)
dµ(y) ≤ crν

∫
G

µ(B(y, 2κr))q−1 dµ(y).

Итак,

∫
G

(Iα,qµ(x))q dx ≤ c

1
2κ∫
0

(∫
G

µ(B(y, 2κr))q−1 dµ(y)
)

dr

r(ν−α)q+1 r
ν .

Отсюда и следует требуемое неравенство. �
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§ 3. Емкость и нелинейные потенциалы

Сформулируем основные положения теории нелинейной емкости [6] для
групп Карно. Пусть G, G1 — группы Карно, k(x, y) — неотрицательная из-
меримая функция на G × G1, µ, γ — неотрицательные меры, определенные
на σ-алгебре всех борелевских множеств групп G и G1, f — неотрицательная
функция, f ∈ Lp(G1, γ). Положим

k(x, fγ) =
∫
G1

k(x, y)f(y) dγ(y), k(µ, y) =
∫
G

k(x, y) dµ(x).

Если E — произвольное подмножество G, то определим его емкость следу-
ющим образом:

capk,γ,p(E) = inf
{∫

G1

f(y)p dγ(y) : f ≥ 0, k(x, fγ) ≥ 1 на E

}
. (7)

Будем также говорить, что некоторое свойство выполняется для квазивсех x,
если оно выполняется всюду, кроме множества capk,γ,p-емкости нуль.

Из минимаксной теоремы [7] следует двойственное выражение для емкости
компактного множества e:

capk,γ,p(e)
1/p = sup

{
‖µ‖1 : µ ∈M+(e) и

∫
G1

k(µ, y)q dγ(y) ≤ 1
}
, (8)

где M+(e) — множество борелевских мер, сосредоточенных на e, ‖µ‖1 — полная
вариация меры µ, а числа p и q связаны соотношением pq = p + q. Более того,
для компакта e существует борелевская мера µe, сосредоточенная на e, такая,
что

‖µe‖1 = capk,γ,p(e) =
∫
G1

k(µe, y)q dγ(y);

Uµe(x) = k(x, k(µe, .)q−1γ) ≥ 1 для capk,γ,p -квазивсех x ∈ e; (9)

Uµe(x) ≤ 1 для всех x ∈ suppµe. (10)

Здесь suppµ — носитель меры µ. Экстремальная мера µe называется емкостной
мерой множества e. Функция Uµ называется нелинейным потенциалом меры
µ, ассоциированным с ядром k.

Если положить G1 = G, dγ1 = dy, а k1(x, y) = Jα(y−1x), то получим бессе-
леву емкость

capα,p(E) = capk1,γ1,p(E) = inf
{∫

G

f(y)p dy : f ≥ 0, Jα(x, f) ≥ 1 на E

}
.

Нетрудно видеть, что нелинейный потенциал, ассоциированный с ядром k1,
есть Uα,pµ(x). Из формулы (10) и теоремы 3 вытекает, что для экстремальной
меры µe, ассоциированной с ядром Jα, потенциал Вольфа ограничен:

Wα,pµe(x) ≤ c для всех x ∈ suppµe. (11)

Будем говорить, что две положительные величины A и B сравнимы, A ∼ B,
если c1B ≤ A ≤ c2B для некоторых положительных постоянных, не зависящих
от A и B. Используя неравенство Вольфа, можно найти емкость, сравнимую с
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бесселевой емкостью. Возьмем ядро k2(x, (y, t)) = χ(δt−1(y−1x))tα−ν при t > 0
и k2(x, (y, t)) = 0 для значений t ≤ 0. Здесь x, y ∈ G, χ(z) — характеристиче-
ская функция единичного шара. Положим dγ2 = dy dt/t, 0 < t ≤ 1, dγ2 = 0
при t > 1. Бесселева емкость capα,p(E) сравнима с емкостью, определенной в
общем виде (7) для ядра k2(x, (y, t)) и меры γ2: capα,p(E) ∼ capk2,γ2,p(E). Дей-
ствительно, заметим, что нелинейный потенциал Uµ(x) = k2(x, k2(µ, ·)1/p−1γ),
ассоциированный с ядром k2, сравним с потенциалом Вольфа Wα,pµ(x). Имеем

Uµ(x) =
∫

G×[0,1]

k2(x, (y, t))
(∫

G

k2(z, (y, t)) dµ(z)
) 1

p−1

dy
dt

t
.

Внутренний интеграл в этом выражении равен tα−νµ(B(y, t)). Поменяв порядок
интегрирования, получим

Uµ(x) =
∫
G

1∫
0

χ(δt−1(y−1x))t(α−ν)(q−1)µ(B(y, t))q−1 dtdy

=
1∫

0

∫
B(x,t)

t(α−ν)q−1µ(B(y, t))q−1 dydt.

Воспользовавшись тем, что B(y, t) ⊂ B(x, 2κt) и B
(
x, t

2κ
)
⊂ B(y, t), приходим

к сравнимости потенциалов.
Ввиду теоремы 3 имеем ‖k1(µ, · )‖Lq(γ1) ∼ ‖k2(µ, · )‖Lq(γ2) для любой меры µ.

Из определения емкости (8) отсюда получаем сравнимость емкостей. Заметим,
что из неравенства (9) вытекает неравенство Wα,pµe(x) ≥ 1/c > 0, справедливое
для квазивсех x ∈ e, где µe — некоторая экстремальная мера, ассоциированнная
с ядром k2.

В этом параграфе докажем теорему, позволяющую оценивать емкость мно-
жеств через верхние и нижние границы потенциалов мер. Следующее пред-
ложение доказано в евклидовом случае в [24], и его доказательство дословно
переносится на группы Карно.

Предложение 2. Для любой неотрицательной меры µ выполняется нера-
венство

capα,p(Wα,pµ > λ) ≤ c

λp−1 ‖µ‖1, αp ≤ ν,

где постоянная c зависит только от α, p, ν.
Из предложения 2 и полученных выше оценок вытекает

Теорема 4. Пусть e — компактное множество в G, µ — мера с носителем
в e, αp ≤ ν.

(i) Если Wα,pµ(x) ≤ 1 для всех x ∈ e, то capα,p(e) ≥ c1‖µ‖1.
(ii) Если Wα,pµ ≥ 1 для всех x ∈ e, то capα,p(e) ≤ c1‖µ‖1. Здесь постоянные

c1 и c2 зависят только от α, p и ν.
В качестве следствия получаем оценку для емкости шара.

Следствие 1. Для p > 1, αp < ν, всех x ∈ G и r ≤ 1 для бесселевой
емкости шара B(x, r) справедлива эквивалентность: capα,p(B(x, r)) ∼ rν−αp.

Доказательство. Очевидно, шар можно рассматривать замкнутым, а
r < 1

2κ . Пусть y — произвольная точка из шара B(x, r), r < 1
2κ , мера µ рав-

на мере Ady, ограниченной на шаре B(x, r), где постоянную A выберем позже.
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Оценим снизу потенциал Вольфа в точке y:

W (y) =
1∫

0

[
µ(B(y, t))
tν−αp

]q−1
dt

t
.

Так как B(y, t) ⊃ B(x, r) при t ≥ 2κr, то

W (y) ≥
1∫

2κr

[
µ(B(y, t))
rν−αp

]q−1
dt

t
≥ Aq−1µ(B(x, r)q−1

1∫
2κr

t(αp−ν)(q−1) dt

t
.

Постоянную A выберем так, чтобы последнее выражение равнялось 1. Вос-
пользовавшись теоремой 4, получим capα,p(B(x, r)) ≤ c‖µ‖1 = cAµ(B(x, r)) ≤
crν−αp.

Чтобы оценить потенциал Вольфа сверху, разобьем промежуток интегриро-
вания на 2: [0, 2κr] и [2κr, 1]. Второй интеграл оценивается аналогично преды-
дущему случаю и не превосходит cAq−1µ(B(x, r)q−1r(αp−ν)(q−1). Первый инте-
грал не превосходит crαq, что, в свою очередь, не превосходит второго интегра-
ла. Из первого утверждения теоремы получим оценку снизу для емкости шара
B(x, r). �

Следствие 2. Для p > 1, αp = ν, всех x ∈ G, r < 1 для бесселевой емкости
шара B(x, r) справедлива эквивалентность: capα,p(B(x, r)) ∼

(
ln 2

r

)1−p.
Доказательство. Оценка емкости сверху получается так же, как и выше

для случая αp < ν. Справедливость оценки снизу вытекает из следующего
предложения. �

Предложение 3. Если αp = ν и диаметр множества e не превосходит 1,
то capα,p(e) ≥ c(ln(2ν/|e|))1−p.

Доказательство. Чтобы оценить емкость множества e снизу, воспользу-
емся обобщением неравенства Похожаева:∫

G

F

(
c
|u|p′

‖u‖p′Sαp

)
dx ≤ 1 (12)

для любой u ∈ Sαp , где c — постоянная, не зависящая от u (доказательство этого
неравенства в [25], полученное в евклидовом пространстве, очевидно, обобща-
ется на группы Карно).

Пусть u — допустимая функция для оценки емкости, u = f ∗Jα ≥ 1 на e. Из
(12) получаем оценку F

(
c‖u‖−p

′

Sαp

)
|e| ≤ 1. Значит, F (c(capα,p(B(x, r)))1/(1−p)) ≤

|e|−1. Так как аргумент функции F в этом неравенстве отделен от нуля, то
exp(c(capα,p(B(x, r)))1/(1−p)) ≤ c|e|−1. �

§ 4. Емкостное неравенство и теоремы вложения

Рассуждая так же, как в [7, 8, 13], можно доказать сильное емкостное нера-
венство типа Мазьи.

Теорема 5. Найдется постоянная c, зависящая только от α, p, ν, такая, что
∞∫
0

capα,p(x : (f ∗ Jα)(x) ≥ t) dtp ≤ c

∫
G

f(x)p dx
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для всех f ≥ 0.
Используя сильное емкостное неравенство, можно получить следующее

утверждение о непрерывности вложения пространства потенциалов Sαp (G) в
пространство Lq(µ,G). Через µK будем обозначать ограничение меры µ на
множество K.

Теорема 6. Пусть 1 < p ≤ q < ∞ и µ — борелевская мера на G. Следую-
щие условия эквивалентны:

1) существует постоянная c1 такая, что ‖f ∗ Jα‖Lq(µ) ≤ c1‖f‖Lp(G) для всех
измеримых функций f ∈ Lp;

2) существует постоянная c2 такая, что ‖µK ∗ Jα‖p′ ≤ c2µ(K)1/q
′

для всех
компактных множеств K;

3) существует постоянная c3 такая, что sup
t>0

µ({x : |f ∗ Jα| ≥ t})1/q ≤

c3‖f‖Lp(G) для всех f ∈ Lp(G);
4) существует постоянная c4 такая, что µ(K)1/q ≤ c4 capα,p(K)1/p для всех

компактных множеств K.
Доказательство. Покажем, что 1 ⇒ 2 ⇒ 3 ⇒ 4 ⇒ 1. В силу того, что

Jα(x−1) = Jα(x), выполняется следующее равенство:∫
G

f(µK ∗ Jα) dx =
∫
G

f ∗ Jα dµK .

Поэтому первая импликация следует из того, что∫
G

f ∗ Jα dµK ≤ ‖f ∗ Jα‖Lq(µ)µ(K)1/q
′
≤ c1‖f‖pµ(K)1/q

′
для всех f ∈ Lp.

Для доказательства второй импликации возьмем произвольную функцию
f ∈ C∞0 (G). Множество

Nt =
{
x ∈ G : (f ∗ Jα)(x) =

∫
G

Jα(y−1x)f(y) dy ≥ t

}

компактно. Имеем tµt(Nt) ≤
∫
G
|f ∗Jα|dµNt ≤ ‖f‖p‖µNt ∗Jα‖p′ ≤ c2‖f‖pµ(Nt)1/q

′
.

Искомый результат доказывается аппроксимацией произвольной функции f ∈
Lp последовательностью функций из C∞0 (G) в Lp-норме.

Для доказательства третьей импликации возьмем функцию f такую, что
Jα ∗ f ≥ 1 на множестве K. Из условия (3) следует, что µ(K)1/q ≤ c3‖f‖p, и из
определения емкости вытекает: µ(K)1/q ≤ c3 capα,p(K)1/p.

Чтобы доказать последнюю импликацию, применим сильное емкостное
неравенство к функции f ∈ C∞0 (G). Учитывая условие 4, имеем∫

G

|f ∗ Jα|q dµ =
∞∫
0

µ(Nt) dtq ≤ Aq(µ)q
∞∫
0

capα,p(Nt)q/p dtq.

Здесь Aq(µ) = sup
{
µ(K)1/q capα,p(K)−1/p : K — компакт

}
. Из определения

емкости легко получить элементарное неравенство

capα,p(x ∈ G : (f ∗ Jα)(x) ≥ t) ≤ t−p
∫
G

fp dx.
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Воспользовавшись этим неравенством, имеем t capα,p(Nt)1/p ≤ ‖f‖p. Так как
q ≥ p, то

∞∫
0

capα,p(Nt)q/p dtq ≤ q/p‖f‖q−pp

∞∫
0

capα,p(Nt) dtp.

Наконец, с помощью теоремы 5 выводим
∫
G
|f ∗ Jα|q dµ ≤ c(q/p)Aq(µ)q‖f‖qLpG), и

искомый результат получается предельным переходом. �

Если 1 < p < q < ∞, то условие (4) можно заменить более простым усло-
вием. Вместо семейства всех компактных множеств достаточно рассмотреть
семейство всех шаров. Следующий результат применяется в [26, 27].

Теорема 7. Если 1 < p < q < ∞, αp ≤ ν, то необходимым и достаточным
условием непрерывности отображения f → f ∗ Jα из Lp(G) в Lq(µ,G) является
условие

µ(B(x, r)) ≤

{
(crν−αp)q/p при αp < ν,

c
(
ln 2

r

)(1−p)q/p при αp = ν
(13)

для всех r ∈ (0, 1).
Доказательство. Покажем, что выполняется условие (2) предыдущей

теоремы. Воспользовавшись неравенством Вольфа, имеем

‖µK ∗ Jα‖p
′

p′ ≤
∫
K

Wα,pµK(x) dµ(x) =
∫
K

1∫
0

[
µK(B(x, r))

rν−αp

]p′−1
dr

r
dµ.

Разберем сначала случай αp < ν. Ввиду предположения теоремы µK(B(x, r)) ≤
cr(ν−αp)q/p. Кроме того, µK(B(x, r)) ≤ µ(K). Пусть 0 < R < 1. Тогда

‖µK ∗ Jα‖p
′

p′ ≤
∫
K

 R∫
0

cr(ν−αp)(q/p−1)(p′−1) dr

r
+ µ(K)p

′−1

1∫
R

1
r(ν−αp)(p′−1)

dr

r

 dµ.

Следовательно, ‖Jα ∗ µK‖p
′

p′ ≤
cµ(K)

R(αp−ν)(p′−1)(q/p−1) + µ(K)p
′
R(αp−ν)(p′−1). Если

µ(K) ≤ 1, то выберем 0 < R < 1 так, чтобы µ(K)−p
′/q = R(αp−ν)(p′−1). Имеем

‖µK ∗ Jα‖p
′

p′ ≤ (c + 1)µ(K)p
′/q′ . Если µ(K) > 1, то возьмем R = 1. Тогда

‖µK ∗ Jα‖p
′

p′ ≤ cµ(K) ≤ cµ(K)p
′/q′ , так как p′/q′ > 1.

Рассмотрим теперь случай αp = ν. По предположению теоремы µK(B(x, r))
≤ c

(
ln 2

r

)(1−p)q/p. Также выполняется тривиальное неравенство µK(B(x, r)) ≤
µ(K). Тогда для любого 0 < R < 1 получаем

‖µK ∗ Jα‖p
′

p′ ≤
∫
K

 R∫
0

c dr

r
(
ln 2

r

)q/p + µ(K)p
′−1

1∫
R

dr

r

 dµ.

Следовательно, ‖Jα ∗ µK‖p
′

p′ ≤
сµ(K)

(ln 2
R )q/p−1 + сµ(K)p

′
ln 2

R . Если µ(K) ≤ 1, то

выберем 0 < R < 1 так, чтобы µ(K) = (ln 2
r )

(1−p)q/p. Имеем ‖µK ∗ Jα‖p
′

p′ ≤
µ(K)p

′/q′ . Если µ(K) > 1, то возьмем R = 1. Тогда ‖µK ∗ Jα‖p
′

p′ ≤ cµ(K) ≤
cµ(K)p

′/q′ , так как p′/q′ > 1. �
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§ 5. Емкостные и метрические
характеристики множеств

Пусть h : [0,∞) → [0,∞) — неубывающая непрерывная функция, h(0) = 0.
Для борелевского множества E ⊂ G определим величину

Hρ
h(E) = inf

{ ∞∑
i=1

h(diamEi) : E ⊂
⋃

Ei, diamEi ≤ ρ

}
,

где 0 < ρ ≤ ∞ и нижняя грань берется по всем счетным покрытиям множества
E множествами Ei с диаметрами diamEi ≤ ρ. Ясно, что Hρ1

h (E) ≤ Hρ2
h (E),

если ρ2 ≤ ρ1. Поэтому существует предел lim
ρ→0

Hρ
h(E) = Hh(E) ≤ ∞. Вели-

чина Hh(E) есть мера Хаусдорфа множества E относительно калибровочной
функции h. Если h(ρ) = ρα, будем писать просто Hα(E). Функцию множества
H∞
h (E) называют вместимостью Хаусдорфа. Согласно критерию Каратеодори

все борелевские множества Hh-измеримы. Стандартным образом доказывается

Предложение 4. Пусть ρ ∈ (0,∞], а E — множество в G. Значение Hρ
h(E)

равно нулю тогда и только тогда, когда Hh(E) равно нулю.
Рассмотрим также следующую величину:

λρh(E) = inf

{ ∞∑
i=1

cih(diamEi) : E ⊂
⋃

Ei, diamEi ≤ ρ

}
,

где нижняя грань берется по всем счетным покрытиям множества E таким, что

diamEi ≤ ρ, 0 < ci ≤ 1 и χE ≤
∞∑
i=1

ciχEi . В [28] доказан аналог теоремы Фрост-

мана для метрических пространств в случае степенной калибровочной функции
h(ρ) = ρs. Нетрудно убедиться в том, что приведенное там доказательство тео-
ремы 8.17, опирающееся на теорему Хана — Банаха о продолжении линейного
функционала, остается справедливым и для произвольной функции h.

Теорема 8. Пусть X — компактное метрическое пространство, K ⊂ X —
компакт. Существует мера Радона ω с носителем в K такая, что ω(K) = λρh(K)
и ω(E) ≤ h(diamE) для всех E ⊂ X с diamE ≤ ρ.

Заметим, что в классической теореме Фростмана речь идет о функции
множества Hρ

h(E), а не λρh(E). Ясно, что λρh(E) ≤ Hρ
h(E) для всех E ⊂ X и

0 < ρ ≤ ∞. Обратное неравенство λρh(E) ≤ cHρ
h(E) доказано в работе [28] лишь

для степенной калибровочной функции. В случае метрического пространства
с мерой, удовлетворяющей условию удвоения, это неравенство доказано в [29]
для произвольной функции h.

Теорема 9. Пусть e ⊂ G — компактное множество, h(ρ) — неубывающая
непрерывная функция, для которой h(0) = 0. Предположим, что

1∫
0

[
h(ρ)
ρν−αp

]q−1
dρ

ρ
<∞. (14)

Тогда существует постоянная A такая, что H∞
h (e) ≤ A capα,p(e). Таким образом,

Hh(e) = 0, если capα,p(e) = 0.
Доказательство. Пусть e — компактное множество на группе G. По

теореме 8 существует ненулевая мера µ, сосредоточенная на e и такая, что
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µ(B(x, ρ)) ≤ h(ρ) при любом положительном ρ > 0 и H∞
h (e) ≤ Aµ(e). Из

условия (14) вытекает, что для всех x ∈ E верно Wα,pµ(x) ≤ M . Тогда по тео-
реме 2 для меры µ имеем capα,p(e) ≥ cM1−p‖µ‖1, где постоянная c не зависит
от множества e. Следовательно, capα,p(e) ≥ cM1−pA−1H∞

h (e). �

В определении меры Хаусдорфа мы покрывали исходное множество E про-
извольными множествами, диаметры которых не превосходят ρ. Отметим, что
в классическом определении рассматривают покрытия множества E шарами
так, что E ⊂

⋃
B(xi, ti) и ti ≤ ρ. В следующей теореме рассматривается сфе-

рическая мера Хаусдорфа

Hρ
sph,h(E) = inf

{ ∞∑
i=1

h(ti) : E ⊂ ∪B(xi, ti), ti ≤ ρ

}
,

где 0 < ρ ≤ ∞, Hsph,h(E) = lim
ρ→0

Hρ
sph,h(E). Для степенной функции h(t) =

ts сферическая мера и стандартная мера Хаусдорфа абсолютно непрерывны
относительно друг друга, 1/2sHsph,s ≤ Hs ≤ Hsph,s [30].

Теорема 10. Пусть e — компактное множество на группе G,

h(r) =
{
rν−αp, если αp < ν,

h(r) = (ln+ 2/r)1−p, если αp = ν.

Если хаусдорфова мера Hh(e) множества e конечна, то capα,p(e) = 0.
Доказательство. Допустим, что capα,p(e) > 0. Пусть µe — емкостная

мера для множества e. Тогда Uα,pµe(x) ≤ 1 при любом x ∈ suppµe. Вос-
пользовавшись принципом ограниченности для потенциала Вольфа, получим
Wα,pµe(x) ≤ M на группе G. Рассуждая так же, как в [9], можно показать:
найдется такое компактное множество K, что µe(K) > 0 и функция Wα,pθ(x),
где θ — сужение меры µe на множество K, непрерывна в G. Положим

Fρ =
1∫
ρ

[
θ(B(x, τ))
τν−αp

]q−1
dτ

τ
.

Тогда функция Fρ непрерывна в G и из теоремы Дини следует равномерная
сходимость Fρ(x) к функции Wα,pθ(x) при ρ → 0 в шаре B ⊃ K. Шар B
возьмем таким, чтобы для точек x /∈ B выполнялось Wα,pθ(x) = Fρ(x) = 0.
Итак, мы можем утверждать, что ряд

∞∑
m=1

m−1∫
(m+1)−1

[
θ(B(x, τ))
τν−αp

]q−1
dτ

τ

сходится равномерно в G и сумма его всюду не превосходит M . Обозначив чле-
ны ряда через ϕm(x), подберем теперь последовательность положительных чи-

сел km, m ∈ N, монотонно стремящуюся к нулю и такую, что ряд
∞∑
m=1

k−1
m ϕm(x)

по-прежнему сходится равномерно в G, а сумма его не превосходит 2M . Пусть
k(ρ) = km, если ρ ∈ [(m+ 1)−1,m−1], m ∈ N. Тогда

1∫
0

[
θ(B(x, ρ))
ρν−αp

]q−1
dρ

k(ρ)ρ
≤ 2M (15)
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при любом x ∈ G. Пусть теперь Bt ⊂ G — любой шар радиуса t ≤ 1
4κ , где κ —

константа из неравенства треугольника. Если x ∈ Bt, то в случае αp < ν имеем
1∫

0

[
θ(B(x, ρ))
ρν−αp

]q−1
dρ

k(ρ)ρ
≥

4κt∫
2κt

[
θ(B(x, ρ))
ρν−αp

]q−1
dρ

k(ρ)ρ
≥ A[θ(Bt)]q−1

t(ν−αp)(q−1)k(2ct)
.

Учитывая неравенство (15), выводим Aθ(Bt)/k(2κt)p−1 ≤ (2M)p−1tν−αp для
любого шара Bt ⊂ G радиуса t ≤ 1

4κ .
Для случая αp = ν имеем

1∫
0

[θ(B(x, ρ))]q−1 dρ

k(ρ)ρ
≥

1∫
2κt

[θ(B(x, ρ))]q−1 dρ

k(ρ)ρ
≥ A[θ(Bt)]q−1k(2κt) ln

1
2κt

.

Принимая во внимание неравенство (15), получаем, что Aθ(Bt)/k(2κt)p−1 ≤
(2M)p−1

(
ln 1

2κt
)1−p для любого шара Bt ⊂ G радиуса t ≤ 1

4κ .
Пусть B = {Bi} — какое-нибудь не более чем счетное покрытие множества

e, состоящее из шаров, радиусы tB которых меньше ε. Тогда

A
θ(K)

[k(ε)]p−1 ≤
∑
B∈B

θ(B)
[k(tB)]p−1 ≤ (2M)p−1

∑
B∈B

tν−αpB (16)

для случая αp < ν и

A
θ(K)

[k(ε)]p−1 ≤
∑
B∈B

θ(B)
[k(tB)]p−1 ≤ (2M)p−1

∑
B∈B

ln(2κt)1−p (17)

для случая αp = ν. Поскольку мера Хаусдорфа Hh(e) множества e конечна, при
некотором положительном числе c правые части (16) и (17) соответственно были
бы меньше c для некоторого покрытия B = {B}. Выбор покрытия зависит от
выбора положительного числа ε, которое может быть произвольным. Однако
это невозможно, так как θ(K) > 0, а lim

ε→0
k(ε) = 0. �

§ 6. Уточненные и квазинепрерывные функции

1. Теоремы Егорова и Лузина. Для функций класса Sαp можно сфор-
мулировать известные теоремы Егорова и Лузина из теории функций веще-
ственного переменного, которые могут быть уточнены за счет использования
понятия емкости.

Теорема 11. Пусть ряд
∞∑
m=1

um функций um ∈ Sαp , αp ≤ ν, сходится аб-

солютно в пространстве Sαp , и пусть u — его сумма. Тогда для всякого ε > 0

можно указать открытое множество U ⊂ G такое, что capα,p U < ε и ряд
∞∑
m=1

um

равномерно и абсолютно сходится на G \ U к функции u.
Из теоремы 11 выводим, что всякая функция u класса Sαp , αp ≤ ν, является

уточненной в следующем смысле: для любого ε > 0 можно указать открытое
множество U ⊂ G и последовательность функций uk ∈ Sαp ∩ C(G) такие, что
capα,p U < ε и последовательность uk сходится равномерно на G \U к функции
u при k →∞.

Функция u : G → R называется (α, p)-квазинепрерывной, если для всякого
ε > 0 существует открытое множество V ⊂ G такое, что capα,p V < ε и функция
u непрерывна на множестве G \ V .
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Теорема 12. Всякая функция u ∈ Sαp является (α, p)-квазинепрерывной.
Доказательство этих теорем принципиально не отличается от евклидова

случая, приведенного, например, в [4].
Символом dc(x, y) будем обозначать метрику Карнo — Каратеодори на

группе G.

Предложение 5. 1. Ограничение любой функции u ∈ Sαp , ν − 1 < αp ≤ ν,
на сферу S(x, r) = {y ∈ G : dc(x, y) = r} непрерывно для почти всех r > 0.

2. Если последовательность функций um ∈ Sαp , ν − 1 < αp ≤ ν, сходится к
функции u в Sαp , то некоторая подпоследовательность umk сходится равномерно
к u на сфере S(x, r) для почти всех r > 0.

Доказательство. 1. Фиксируем точку x0 ∈ G. Рассмотрим отображе-
ние κ : G → R, определенное по правилу κ(y) = dc(x0, y). Поскольку посто-
янная Липшица этой функции не превосходит 1, то для любого компактного
множество e ⊂ G имеем H1

∞(κ(e)) ≤ Hν−αp
∞ (κ(e)) ≤ Hν−αp

∞ (e). Так как функ-
ция u (α, p)-квазинепрерывна, для любого ε > 0 существует открытое множе-
ство V ⊂ G такое, что capα,p V < ε и функция u непрерывна на множестве
G \ V . Рассмотрим произвольное компактное множество e ⊂ V . Известно, что
sup
e⊂V

capα,p e = capα,p V . По теореме 9 имеем Hν−αp
∞ (e) ≤ A capα,p(e) для любого

компактного множества e ⊂ V . Следовательно,

H1({r > 0 : S(x0, r) ∩ V 6= ∅})
≤ sup

e⊂V
H1
∞(κ(e)) ≤ sup

e⊂V
Hν−αp
∞ (e) ≤ sup

e⊂V
A capα,p(e) < Aε.

Так как ε > 0 произвольно, первое утверждение доказано.
2. Для доказательства второго воспользуемся теоремой 11. Существует

подпоследовательность umk такая, что для любого ε > 0 можно указать от-
крытое множество U ⊂ G, для которого capα,p U < ε и подпоследовательность
umk сходится равномерно на G \ U к функции u при k → ∞. Так же, как и в
предыдущем случае, приходим к выводу, что множество радиусов, для которых
нет равномерной сходимости подпоследовательности umk к функции u на сфере
S(x0, r) при k →∞, имеет нулевую меру. �

Так как любую функцию u ∈W 1
p (U), ν − 1 < p ≤ ν, можно переопределить

на множестве нулевой меры так, чтобы она локально совпадала с некоторой
функцией класса S1

p , выводы предложения 5 остаются справедливыми и для
квазинепрерывных функций класса W 1

p (U).

Следствие 3. 1. В каждом классе u ∈ W 1
p (U), ν − 1 < p ≤ ν, существу-

ет (1, p)-квазинепрерывный представитель ũ, ограничение которого на сферу
S(x, r) непрерывно для почти всех r ∈ (0,dist(x, ∂U)).

2. Если последовательность функций um ∈ W 1
p (U), ν − 1 < p ≤ ν, сходит-

ся к функции u в W 1
p (U), то квазинепрерывные представители ũmk некоторой

подпоследовательности umk сходятся равномерно к квазинепрерывному пред-
ставителю ũ функции u на сфере S(x, r) для почти всех r ∈ (0,dist(x, ∂U)).

2. Емкость Тейхмюллера и монотонные функции. Рассмотрим
два континуума F0 и F1 на группе Карно G. Пусть U ⊂ G — ограничен-
ная область в G, имеющая непустое пересечение как с F0, так и с F1. Ем-
костью cap

(
F0, F1;W 1

p (U)
)

называется величина inf
∫
U

|∇L u|p dx, где нижняя
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грань берется по всем функциям u ∈ C(U) ∩W 1
p (U), удовлетворяющим усло-

виям u|F0∩U ≤ 0 и u|F0∩U ≥ 1. Здесь ∇L u = (X11u, . . . ,X1n1u) — субградиент
функции u. Рассмотрим в качестве области U кольцо Ar,R = {x ∈ G : 0 < r <
dc(0, x) < R <∞}. Емкостью Тейхмюллера кольца Ar,R называется величина

T (r,R; p) = inf cap
(
F0, F1;W 1

p (Ar,R)
)
,

где нижняя грань берется по всем континуумам F0, F1, пересекающимся как
с F0, так и с F1. В качестве следствия теоремы 9 получаем оценку снизу для
емкости Тейхмюллера.

Предложение 6. Емкость Тейхмюллера T (r,R; p), ν − 1 < p ≤ ν, строго
положительна для любых 0 < r < R <∞.

Мы получим это утверждение, доказанное ранее в [14, 31, 32], как следствие
более общего результата. Назовем обобщенной емкостью Тейхмюллера кольца
Ar,R величину

GT (r,R; p) = inf
∫

Ar,R

|∇L u|p dx,

где нижняя грань берется по всем квазинепрерывным функциям u ∈ W 1
p (U),

удовлетворяющим условиям minu|S(0,t) ≤ 0 и maxu|S(0,t) ≥ 1 для почти всех
t ∈ (r,R), где S(0, t) = {y ∈ G : dc(0, y) = t}.

Предложение 7. Обобщенная емкость Тейхмюллера GT (r,R; p), ν − 1 <
p ≤ ν, строго положительна для любых 0 < r < R <∞.

Доказательство. Достаточно рассмотреть кольцо A1,2 (в остальных слу-
чаях рассуждения аналогичны). Пусть, напротив, GT (1, 2; p) = 0 для некото-
рого ν − 1 < p ≤ ν. Тогда найдется последовательность квазинепрерывных
функций uk ∈ W 1

p (A1,2) таких, что minuk|S(0,t) ≤ 0 и maxuk|S(0,t) ≥ 1 для
почти всех t ∈ (1, 2) и ‖∇L uk | Lp(A1,2)‖ → 0 при k →∞.

Используя известные свойства пространств Соболева с первыми обобщен-
ными производными, можно предполагать, что 0 ≤ uk ≤ 1, k ∈ N, и uk(x) → c
для квазивсех x ∈ A1,2, где c ∈ [0, 1] — некоторая постоянная (это свойство
можно получить с помощью неравенства Пуанкаре). Пусть для определенно-
сти c ≤ 1/2 (иначе T0 и T1 можно поменять местами). Тогда рассмотрим новую
последовательность функций vk = 2η(uk−c), где η ∈ C∞0 (A1,2) — срезка, равная
1 на A5/4,7/4. Очевидно, vk ∈ W 1

p (G) = S1
p(G) — квазинепрерывная функция,∥∥vk | W 1

p

∥∥ → 0 при k → ∞, и max vk|S(0,t) ≥ 1 для почти всех t ∈ (5/4, 7/4).
С другой стороны, в силу следствия 3 некоторая подпоследовательность vkm
сходится равномерно к нулю на сфере S(0, t) для почти всех t ∈ (5/4, 7/4). По-
лученное противоречие приводит к выводу, что GT (1, 2; p) > 0. �

Из предложения 7 стандартным образом можно получить

Следствие 4. Предположим, что p > ν − 1, а r < R/2. Тогда для обоб-
щенной емкости Тейхмюллера справедливы следующие оценки снизу:

GT (r,R; p) ≥


γ1 ln R

r , если p = ν,

γ2
( 1
rp−ν −

1
Rp−ν

)
, если p > ν,

γ3(Rν−p − rν−p), если ν − 1 < p < ν,
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где γ1, γ2 и γ3 — постоянные, не зависящие от r и R.
Доказательство. Например, в случае p = ν возьмем такое n, чтобы

R
2n+1 < r ≤ R

2n . Тогда n ∼ ln R
r . Поэтому с учетом равенства T (R/2, R; ν) =

T (R/2k, R/2k−1; ν) для любого k ∈ N выводим, что

T (r,R; ν) ≥
n∑

k=1

T (R/2k, R/2k−1; ν) ≥ nT (1/2, 1; ν) ≥ γ1 ln
R

r
. �

Пусть � — область в G, а f ∈ W 1
p (�), ν − 1 < p ≤ ν. Будем называть

f сферически монотонной, если ее квазинепрерывный представитель f̃ удо-
влетворяет следующему условию. Для любой точки a ∈ � существует чис-
ло ra > 0 такое, что для почти всех r ∈ (0, ra) на шаре B(a, r) ⊂ �, где
B(a, r) = {y ∈ G : dc(a, y) < r}, выполняются неравенства

ess sup
x∈B(a,r)

f(x) ≤ max
x∈S(a,r)

f(x) и ess inf
x∈B(a,r)

f(x) ≥ min
x∈S(a,r)

f(x). (18)

Предложение 8. Пусть � — область в G, а f ∈ W 1
ν (�) сферически мо-

нотонна. Тогда ее квазинепрерывный представитель f̃ для любого a ∈ � и
почти любого радиуса r ∈ (0, ra/2), где ra — некоторое положительное число,
зависящее от a, удовлетворяет оценке

( osc
S(a,r)

f̃)ν ≤ C

(
ln
ra
r

)−1 ∫
r<dc(x,a)<ra

|∇L f |ν(x) dx (19)

с некоторой постоянной C, не зависящей от f и r.
Доказательство. По следствию 3 квазинепрерывный представитель f̃

непрерывен на сфере S(a, r) для r ∈ (0, ra) \ E(a, ra), где одномерная мера
множества E(a, ra) равна нулю. Фиксируем r ∈ (0, ra/2) \ E(a, ra) и на коль-
це A(a; r, r0) = {y ∈ G : r < dc(a, y) < r0} рассмотрим функцию g(x) =
(f̃ − min

S(a,r)
f)/ osc

S(a,r)
f̃ (при условии osc

S(a,r)
f̃ > 0, иначе доказывать нечего). Функ-

ция g будет (1, ν)-квазинепрерывной и обладать следующим свойством: на по-
чти всех сферах S(a, t), t ∈ (r, r0), она принимает как значение, большее 1, так
и значение, меньшее 0. Тогда ее можно использовать как тестовую функцию
для нахождения обобщенной емкости Тейхмюллера, для которой справедливо
первое неравенство следствия 4:

γ1 ln
r0
r
≤

∫
r<dc(x,a)<ra

|∇L g|ν(x) dx.

Отсюда получаем (19). �
Из предложения 8 легко выводится следующее утверждение.

Теорема 13. Если f ∈W 1
ν (�) сферически монотонна на открытом множе-

стве �, то в этом классе существует непрерывный представитель.
Доказательство. Фиксируем точку a ∈ � и такое число ra > 0, при

котором выполняются условие сферической монотонности и неравенство (25).
Далее символ f̃ обозначает (1, ν)-квазинепрерывный представитель класса f . В
силу следствия 3 функция f̃ непрерывна на сфере S(a, r) для r ∈ (0, ra)\E(a, ra),
где одномерная мера множества E(a, ra) равна нулю. Из (18) выводим, что для
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всех точек x ∈ B(a, ra) \ �(a, ra), где множество �(a, ra) имеет (1, ν)-емкость,
равную нулю, а следовательно, и меру, равную нулю, выполняется неравенство

min
x∈S(a,r)

f̃(x) ≤ f̃(x) ≤ max
x∈S(a,r)

f̃(x). (20)

Из (20) непосредственно получаем, что для r ∈ (0, ra) \ E(a, ra)

ess osc
B(a,r)

f̃ = ess sup
x∈B(a,r)

f̃(x)− ess inf
x∈B(a,r)

f̃(x) ≤ osc
S(a,r)

f̃ . (21)

Из (18), (20) и (21) вытекает, что для всех a ∈ �

lim
r→0,r∈(0,ra)\E(a,ra)

ess inf
B(a,r)

f̃ = lim
r→0,r∈(0,ra)\E(a,ra)

ess sup
B(a,r)

f̃ .

Обозначим общее значение этих пределов в точке a ∈ � символом g(a). Заме-
тим, что в силу соотношений

ess inf
y∈B(a,r)

f̃(y) ≤ 1
|B(a, r)|

∫
B(a,r)

f̃(y) dy ≤ ess sup
y∈B(a,r)

f̃(y),

справедливых для всех r ∈ (0, ra) \ E(x, ra), предел

lim
r→0

1
|B(a, r)|

∫
B(a,r)

f̃(y) dy (22)

существует для всех a ∈ � и равен g(a). Следовательно, для любой точки y ∈
B(a, r), где r ∈ (0, ra) \ E(a, ra), верны соотношения ess inf

B(a,r)
f̃ ≤ g(y) ≤ ess sup

B(a,r)
f̃ .

Из этих неравенств вытекает непрерывность функции g в точке a ∈ �.
Поскольку предел (22) совпадает почти всюду с функцией f̃ , имеем две (1, ν)-
квазинепрерывные функции f̃ и g, совпадающие почти всюду. Значит [10],
они равные квазивсюду (т. е. всюду, за исключением множества нулевой (1, ν)-
емкости). �

Из (18) и теоремы 13 вытекает следующая оценка, выведенная другим спо-
собом в [32] и часто используемая для получения тонких свойств отображений
на группах Карно (см., например, [32–39]).

Следствие 5. Пусть � — область в G, а f ∈ W 1
ν (�) сферически моно-

тонна. Тогда ее непрерывный представитель f̃ для любого a ∈ � и любого
радиуса r ∈ (0, ra/2), где ra — некоторое положительное число, зависящее от a,
удовлетворяет оценке

( osc
S(a,r)

f̃)ν ≤ C

∫
r<dc(x,a)<2r

|∇L f |ν(x) dx

с некоторой постоянной C, не зависящей от f и r. �
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