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Аннотация. Дается описание инъективных модулей над кольцами формальных
матриц.
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В теории колец заметную роль играют кольца формальных (или обобщен-
ных) матриц (такое кольцо называют также кольцом контекста Мориты).
Кольца формальных матриц расширяют понятие обычного матричного коль-
ца. Среди колец формальных матриц выделяются кольца треугольных матриц.
Последние часто появляются в теории представлений артиновых алгебр (см.
[1]), служат источником для конструирования колец с асимметричными свой-
ствами. Один параграф книги [2] посвящен кольцам треугольных матриц.

Любое кольцо с нетривиальными идемпотентами при определенных услови-
ях изоморфно некоторому кольцу формальных матриц. Кольцо эндоморфизмов
разложимого модуля также является кольцом формальных матриц. Эти факты
говорят о целесообразности исследования колец формальных матриц и модулей
над ними. Данная проблематика все время находится в поле зрения специали-
стов. Особым вниманием пользуются кольца треугольных матриц. Ряд вопро-
сов теории этих колец и модулей над ними решен в работах [3–9]. Кольца фор-
мальных матриц полезны при изучении колец эндоморфизмов абелевых групп
[10–12].

Меньше работ посвящено модулям над кольцами формальных (не обяза-
тельно треугольных) матриц и самим таким кольцам. Можно выделить рабо-
ту Мюллер [13], содержащую построение инъективных оболочек модулей над
кольцом формальных матриц. В качестве применения ею получена одна харак-
теризация инъективных модулей. Нужно подчеркнуть, что эту характеризацию
трудно использовать при работе с конкретными модулями, поскольку она но-
сит внешний характер и представляет собой некоторый способ конструирования
инъективных модулей (см. после доказательства теоремы 3).

В [3] и [14] дано описание инъективных модулей над кольцом треугольных
матриц. Оно используется в [15] в процессе исследования абелевых групп как
инъективных модулей над кольцами эндоморфизмов.

В настоящей статье описываются инъективные модули над произвольным
кольцом формальных матриц. Результаты формулируются в терминах данного
модуля. Есть одно интересное применение к проблеме характеризации плоских
модулей над кольцом матриц.

Напомним определение кольца формальных матриц и приведем ряд пер-
вичных фактов о модулях над такими кольцами (детали см. в [16, 13]). Все
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наши кольца ассоциативные и с единицей. Пусть R и S — кольца и M — R-
S-бимодуль, N — S-R-бимодуль. Предположим, что даны бимодульные гомо-
морфизмы ϕ : M ⊗S N → R и ψ : N ⊗R M → S, удовлетворяющие условиям:
(mn)m′ = m(nm′) и (nm)n′ = n(mn′) для всех m,m′ ∈ M и n, n′ ∈ N. Здесь
мы полагаем mn = ϕ(m ⊗ n) и nm = ψ(n ⊗ m). Множество всех матриц ви-

да
(
r m
n s

)
, r ∈ R, s ∈ S, m ∈ M, n ∈ N, с операциями, заданными как

в обычном кольце матриц, образует кольцо, называемое кольцом формальных

матриц. Введенное кольцо обозначаем через
(
R M
N S

)
или одной буквой K.

Если I и J — образы гомоморфизмов ϕ и ψ соответственно, то можно запи-
сать I = MN, J = NM , где подMN (соответственноNM) понимаем множество
всех конечных сумм элементов вида mn (соответственно nm). Идеалы I и J на-
зывают идеалами следа кольца K. При I = 0 = J говорят, что K — кольцо
с нулевыми идеалами следа. К таким кольцам относятся кольца формальных
треугольных матриц (когда N = 0 или M = 0; для их задания гомоморфизмы
ϕ и ψ не нужны).

Все встречающиеся модули унитарные и левые (кроме одного места в конце
статьи). Гомоморфизмы также пишем слева от аргумента. Поэтому удобнее
считать, что композиция некоторых отображений λ и µ действует на элементе
x по правилу (λµ)(x) = µ(λ(x)).

Пусть X и Y — левые R- и S-модули соответственно. Пусть также суще-
ствуют гомоморфизмы R-модулей f : M⊗S Y → X и S-модулей g : N⊗RX → Y
такие, что выполнены равенства m(nx) = (mn)x, n(my) = (nm)y для всех
m ∈ M, n ∈ N, x ∈ X, y ∈ Y. Мы считаем, что nx — это g(n ⊗ x), а my —

это f(m ⊗ y). Группа вектор-столбцов
(
X
Y

)
образует левый K-модуль при

стандартном умножении матрицы на столбец. Верно и обратное. Любой левый
K-модуль естественным образом изоморфен некоторому модулю столбцов. Для

экономии места модуль вида
(
X
Y

)
, как и его элементы, записываем в строку.

Правый K-модуль — это модуль вектор-строк, модульное умножение в кото-
ром есть произведение строки и матрицы. Гомоморфизмы f и g можно назвать
гомоморфизмами модульного умножения. Пусть MY (соответственно NX)
обозначает множество всех конечных сумм элементов вида my (соответственно
nx). Понятно, что MY = Im f и NX = Im g.

Грин [16] доказал, что категория K-модулей эквивалентна некоторой ка-
тегории четверок вида (X,Y, f, g). Что представляют собой гомоморфизмы K-
модулей? Отображение � : (X,Y ) → (X1, Y1) будет K-гомоморфизмом тогда и
только тогда, когда существуют R-гомоморфизм α : X → X1, S-гомоморфизм
β : Y → Y1 такие, что α(my) = mβ(y), β(nx) = nα(x) и �(x, y) = (α(x), β(y))
при всех m ∈ M , n ∈ N , x ∈ X, y ∈ Y . На основании этого K-модульные
гомоморфизмы записываем как пары (α, β).

Остановимся на строении подмодулей и фактор-модулей K-модулей. Пусть
дан модуль V = (X,Y ) над кольцом K. Подмножество W является подмодулем
модуля V в том и только в том случае, когда существуют подмодули A и B
R-модуля X и S-модуля Y соответственно такие, что W = (A,B) и MB ⊆
A, NA ⊆ B. Группа строк (X/A, Y/B) каноническим способом является K-
модулем, который можно отождествить с фактор-модулем V/W.

Есть один простой метод конструирования K-модулей, используемый в раз-
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личных вопросах. Имея R-модуль X, возьмем S-модуль HomR(M,X). Группа
вектор-строк (X,HomR(M,X)) является K-модулем, гомоморфизмы модульно-
го умножения которого M ⊗S HomR(M,X) → X и N ⊗R X → HomR(M,X)
суть m ⊗ α → α(m) и n ⊗ x → β, где β(m) = (mn)x, m ∈ M , n ∈ N ,
x ∈ X, α ∈ HomR(M,X). В соответствии с нашими соглашениями о запи-
си имеем равенства mα = α(m) и (nx)(m) = (mn)(x). Аналогично S-модуль
Y дает K-модуль (HomS(N,Y ), Y ) с модульными умножениями nγ = γ(n) и
(my)(n) = (nm)y, n ∈ N , m ∈M , y ∈ Y , γ ∈ HomS(N,Y ).

Будем использовать обозначения H(X) для HomR(M,X) и H(Y ) для
HomS(N,Y ). К описанной конструкции можно подойти с категорной точки
зрения. Именно, сопоставление (X,Y ) → (X,H(X))⊕ (H(Y ), Y ) вместе с инду-
цированными гомоморфизмами является ковариантным функтором из катего-
рии R×S-mod в категорию K-mod. Модули (X,H(X)) и (H(Y ), Y ) имеют одно
весьма важное свойство, связанное с гомоморфизмами.

Лемма 1. Пусть даны R-модуль X, K-модуль (A,B) и R-гомоморфизм
α : A→ X. Определим отображение β : B → H(X) формулой β(b)(m) = α(mb),
b ∈ B, m ∈M. Тогда β — S-гомоморфизм, а (α, β) — K-гомоморфизм (A,B) →
(X,H(X)). Такой β находится единственным образом.

Аналогичное утверждение справедливо для S-модуля Y , S-гомоморфизма
B → Y и K-модулей (A,B) и (H(Y ), Y ).

Доказательство. Отображение β сохраняет сумму элементов. Затем для
произвольных s ∈ S, b ∈ B и m ∈M имеем β(sb)(m) = α(m(sb)) и (sβ(b))(m) =
β(b)(ms) = α((ms)b). Но m(sb) = (ms)b, откуда β(sb) = sβ(b). Получили, что
β — S-гомоморфизм.

Для того чтобы пара (α, β) была K-гомоморфизмом, достаточно выполне-
ния равенств α(mb) = mβ(b) и β(na) = nα(a), m ∈M , n ∈ N , a ∈ A, b ∈ B. Они
справедливы, так как mβ(b) = β(b)(m) = α(mb). Далее, β(na)(m) = α(m(na)) =
α((mn)a) = (mn)α(a) = (nα(a))(m) и β(na) = nα(a).

Единственность β понимается, конечно, в таком смысле. Если (α, γ) :
(A,B) → (X,H(X)) — какой-то K-гомоморфизм, то γ = β. Действительно,
согласно определению модуля (X,H(X)) имеем γ(b)(m) = mγ(b), b ∈ B, m ∈M.
С другой стороны, mγ(b) = α(mb) и β(b)(m) = α(mb), что влечет γ(b)(m) =
β(b)(m) и γ = β.

Для модулей (A,B) и (H(Y ), Y ) доказательство проводится похожим обра-
зом.

Следующее утверждение известно (см. [13]). Его можно без труда доказать
с помощью леммы 1, используя только определение инъективного модуля.

Предложение 1. Инъективность K-модуля (X,H(X)) равносильна инъ-
ективности R-модуля X. То же верно для модуля (H(Y ), Y ).

Возьмем произвольный K-модуль (A,B) с гомоморфизмами модульного
умножения f ′ : M ⊗S B → A и g′ : N ⊗R A → B (немного изменим перво-
начальные обозначения модульных умножений). Они индуцируют гомомор-
физмы S-модулей f : B → HomR(M,A) и R-модулей g : A → HomS(N,B), где
f(b)(m) = f ′(m ⊗ b) = mb и g(a)(n) = g′(n ⊗ a) = na, b ∈ B, a ∈ A, m ∈ M,
n ∈ N. Гомоморфизмы f и g соответствуют f ′ и g′ при естественном изомор-
физме HomR(M⊗SB,A) ∼= HomS(B,HomR(M,A)) и таком же для бимодуля N.

Определим подмодули L(A) и L(B) модулей A и B соответственно, положив
L(A) = {a ∈ A | na = 0 для каждого n ∈ N} и L(B) = {b ∈ B | mb = 0 для
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каждого m ∈ M}. Понятно, что L(A) — это ядро гомоморфизма g, а L(B) —
гомоморфизма f . Таким образом, имеем точные последовательности R- и S-
модулей соответственно:

0 → L(A) → A
g→ HomS(N,B),

0 → L(B) → B
f→ HomR(M,A).

Затем из леммы 1 заключаем, что отображения (1, f) : (A,B) → (A,H(A)) и
(g, 1) : (A,B) → (H(B), B)) будут K-гомоморфизмами. Еще заметим, что если
взять любой R-модуль X, то для K-модуля (X,H(X)) имеем L(X) = {x ∈ X |
Ix = 0}, а L(H(X)) = 0.

Перейдем к описанию инъективных K-модулей. Здесь можно выделить
две содержательные ситуации. Позже мы увидим, что общий случай сводится
к этим двум ситуациям.

Теорема 1. K-модуль (A,B) такой, что L(A) = 0 = L(B), инъективен
в точности тогда, когда A и B — инъективные модули. При этом g и f —
изоморфизмы.

Доказательство. Пусть (A,B) — инъективный модуль. Из условия выте-
кает, что g и f — мономорфизмы. Значит, то же верно для (1, f). На основании
инъективности модуля (A,B) образ Im(1, f) есть прямое слагаемое в (A,H(A)).
Дополнительное слагаемое имеет вид (0, Z), где Z — какое-то слагаемое в H(A).
Следовательно, MZ = 0 и Z ⊆ L(H(A)). Как недавно замечено, L(H(A)) = 0 и
Z = 0. Получается, что (1, f) — изоморфизм. Отсюда (A,H(A)) — инъективный
модуль и f — изоморфизм. По предложению 1 модуль A инъективен. Таким
же образом доказывается, что g — изоморфизм и B — инъективный модуль.

Предположим теперь, что A и B — инъективные модули. Снова использу-
ем гомоморфизмы (1, f) и (g, 1). Образуем K-модуль (HomS(N,H(A)),H(A)) и
рассмотрим K-гомоморфизм (h, 1) : (A,H(A)) → (HomS(N,H(A)),H(A)), опи-
санный в лемме 1. Вычисления показывают, что h = gf∗, где f∗ : HomS(N,B) →
HomS(N,H(A)) — гомоморфизм, индуцированный f . Так как g и f∗ — моно-
морфизмы, то и h — мономорфизм. Модуль (A,H(A)) инъективен (предложе-
ние 1). Как в первой части доказательства, можно вывести, что h — изомор-
физм. Следовательно, и f∗ — изоморфизм (как мономорфизм и эпиморфизм),
и g — изоморфизм. Аналогично можно доказать, что f — изоморфизм. Итак,
(1, f) : (A,B) → (A,H(A)) — изоморфизм, и модуль (A,B) инъективен, что
заканчивает доказательство.

Подмножества (L(A), 0), (0, L(B)) и (L(A), L(B)) являются подмодулями
в любом модуле (A,B). Вторая важная ситуация, встречающаяся при иссле-
довании инъективности K-модулей, это ситуация, когда (L(A), L(B)) — суще-
ственный подмодуль в (A,B). (Это всегда так, если идеалы следа кольца K
нулевые.)

Напомним ряд понятий теории модулей (о них можно прочитать в книге
[17]). Пусть V — модуль над некоторым кольцом. Подмодуль G модуля V на-
зывается замкнутым, если G не имеет собственных существенных расширений
в V . Подмодуль G называется замыканием подмодуля Z, если Z ⊆ G, Z су-
щественный в G и G замкнутый. Каждый подмодуль обладает замыканием,
однако оно не однозначно. Символ C(Z) будет обозначать какое-то замыкание
подмодуля Z.
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Теорема 2. Пусть (A,B) — K-модуль такой, что (L(A), L(B)) — суще-
ственный подмодуль. Модуль (A,B) инъективен тогда и только тогда, ко-
гда существуют замыкания C(L(A)) и C(L(B)) такие, что они инъективны,
L(A) ∩MC(L(B)) = 0 и NC(L(A)) ∩ L(B) = 0, HomR(M,C(L(A))) ⊆ Im f и
HomS(N,C(L(B))) ⊆ Im g.

Доказательство. Предположим, что (A,B) — инъективный модуль. Су-
ществуют замыкания (A1, B2) и (A2, B1) подмодулей (L(A), 0) и (0, L(B)) соот-
ветственно такие, что (A1, B2) ∩ (A2, B1) = 0 [17, утверждение 2.20]. Замкну-
тые подмодули инъективного модуля инъективны. Следовательно, (A1, B2) ⊕
(A2, B1) — существенный инъективный подмодуль, поэтому (A,B) = (A1, B2)⊕
(A2, B1). Несложно убедиться, что A1 — существенное расширение L(A) в A, а
B1 — существенное расширение L(B) в B. Подмодули A1, B1 как прямые сла-
гаемые являются замкнутыми. Значит, они служат замыканиями для L(A) и
L(B) соответственно, и можно написать A1 = C(L(A)) и B1 = C(L(B)). На осно-
вании леммы 1 имеем гомоморфизм K-модулей (1, f) : (A1, B2) → (A1,H(A1))
(точнее, нужно взять ограничение f на B2). Поскольку B2 ∩ L(B) = 0, то
(1, f) — мономорфизм. Учитывая инъективность модуля (A1, B2), так же, как
и в доказательстве теоремы 1, находим, что (1, f) — изоморфизм. Следователь-
но, модуль (A1,H(A1)) инъективен, тогда и A1 инъективен (предложение 1).
Кроме того, HomR(M,A1) ⊆ Im f . Наконец, из L(A) ⊆ A1 и MB1 ⊆ A2 заклю-
чаем, что L(A) ∩MB1 = 0. Аналогично получаются оставшиеся утверждения;
в частности, (g, 1) : (A2, B1) → (H(B1), B1) есть изоморфизм.

Считаем теперь, что условия теоремы выполняются. Возьмем замыкания
C(L(A)), C(L(B)) со свойствами, указанными в теореме. Обозначим их через
A1 и B1 соответственно. Рассмотрим также подмодули (A1, NA1) и (MB1, B1).
Отметим, что их пересечение равно нулю. Возьмем еще K-модули (A1,H(A1))
и (H(B1), B1), которые инъективны в силу предложения 1. Рассмотрим гомо-
морфизмы (1, f) : (A1, NA1) → (A1,H(A1)) и (g, 1) : (MB1, B1) → (H(B1), B1)
(под f и g понимаются, конечно, ограничения на соответствующих подмоду-
лях). На самом деле имеем мономорфизмы, так как Ker f = L(B) ∩ NA1 = 0
и то же верно для Ker g. Сумма отображений (1, f) + (g, 1) продолжается до
мономорфизма из (A,B) в (A1,H(A1))⊕ (H(B1), B1). Отождествим (A,B) с об-
разом этого мономорфизма. Уточним, что подмодуль L(A) играет в записанной
сумме ту же роль, что и в (A,B).

Имеем прямые разложения A = A1⊕A2, B = B2⊕B1, где A2 = A∩H(B1),
B2 = B ∩A1. Понятно, что существуют K-модули (A1, B2), (A2, B1) и разложе-
ние (A,B) = (A1, B2) ⊕ (A2, B1). Удобно вернуться к исходному модулю (A,B)
и считать данное разложение его разложением. Опять возьмем мономорфизм
(1, f) : (A1, B2) → (A1,H(A1)). Пусть α ∈ H(A1). Поскольку H(A1) ⊆ Im f, то
α = f(b) для некоторого b ∈ B. Запишем b = c+ d с c ∈ B2, d ∈ B1. Для всякого
m ∈ M имеем α(m) = f(b)(m) = mb = mc+md. Здесь mc, mb ∈ A1 и md ∈ A2.
Откуда md = 0 и mb = mc. Теперь получаем α(m) = mc = f(c)(m) и α = f(c).
Нашли, что (1, f) — изоморфизм. Точно так же (g, 1) : (A2, B1) → (H(B1), B1) —
изоморфизм. Таким образом, (A,B) ∼= (A1,H(A1)) ⊕ (H(B1), B1), и (A,B) —
инъективный модуль. Теорема доказана.

Следствие 1. В условиях и обозначениях теоремы 2 имеет место канони-
ческий изоморфизм (A,B) ∼= (A1,H(A1))⊕ (H(B1), B1).

Следствие 2. K-модуль (A, 0) инъективен в точности тогда, когда A —
инъективный R-модуль и HomR(M,A) = 0.
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Теорема 2 применима к модулям над кольцом K с нулевыми идеалами сле-
да. Прежде заметим, что подмодуль (L(A) +MB,L(B) +NA) является суще-
ственным в любом модуле (A,B) над произвольным кольцом K. Действительно,
пусть (a, b) ∈ (A,B) и a 6= 0. Если na = 0 для всех n ∈ N, то a ∈ L(A). Иначе

найдется n с na 6= 0, и тогда
(

0 0
n 0

)
(a, b) = (0, na) ∈ (0, NA). Случай b 6= 0

разбирается аналогично. Пусть теперь K имеет нулевые идеалы следа. Тогда
MB ⊆ L(A), NA ⊆ L(B) и заключаем, что (L(A), L(B)) существенный в (A,B).

Следствие 3. (1) Модуль (A,B) над кольцом K с нулевыми идеалами
следа инъективен тогда и только тогда, когда L(A) и L(B) — инъективные
модули и HomR(M,L(A)) ⊆ Im f, HomS(N,L(B)) ⊆ Im g.

(2) [3, 14]. Для кольца треугольных матриц
(
R M
0 S

)
инъективность мо-

дуля (A,B) равносильна тому, что A и L(B) — инъективные модули и f : B →
HomR(M,A) — эпиморфизм.

Доказательство. (1) Во-первых, для кольцаK с нулевыми идеалами сле-
да в любом K-модуле (X,H(X)) будет L(X) = X и L(H(X)) = 0. То же для
модуля вида (H(Y ), Y ). Считаем теперь, что модуль (A,B) инъективен. Если
отождествить его с образом изоморфизма из следствия 1, то получится, что
L(A) = C(L(A)) и L(B) = C(L(B)). Значит, L(A) и L(B) — инъективные моду-
ли. Все оставшееся получается из теоремы 2.

В (2) нужно учесть, что L(A) = A.

Теорема 3. Произвольный K-модуль (A,B) инъективен тогда и только
тогда, когда некоторое замыкание подмодуля (L(A), L(B)) инъективно, и най-
дутся соответствующие замыкания C(L(A)), C(L(B)) такие, что фактор-модули
A/(C(L(A)) + g−1H(C(L(B)))), B/(C(L(B)) + f−1H(C(L(A)))) инъективны.

Доказательство. Предположим, что (A,B) — инъективный модуль. За-
мкнутые подмодули инъективных модулей инъективны. Можно написать (A,B)
= (G,H) ⊕ (C,D), где первое слагаемое — это некоторое замыкание подмоду-
ля (L(A), L(B)), а второе — дополнительное слагаемое. Модуль (G,H) попа-
дает под действие теоремы 2. Следовательно, существуют инъективные за-
мыкания A1, B1 подмодулей L(A), L(B) соответственно и подмодули A2, B2,
для которых (G,H) = (A1, B2) ⊕ (A2, B1). Дополнительно отображения (1, f) :
(A1, B2) → (A1,H(A1)) и (g, 1) : (A2, B1) → (H(B1), B1) являются изоморфиз-
мами (это видно из доказательства теоремы 2). Модуль (C,D) инъективен, и
L(C) = 0 = L(D). Согласно теореме 1 инъективны модули C и D. Осталось за-
метить, что C ∼= A/(A1⊕A2) = A/(A1 + g−1H(B1)). Аналогичные соотношения
верны и для другого фактор-модуля.

Пусть выполняются условия теоремы. Значит, (A,B) = (G,H) ⊕ (C,D)
для какого-то замыкания (G,H) подмодуля (L(A), L(B)) и модуля (C,D) с
L(C) = 0 = L(D). К первому слагаемому снова применима теорема 2. Как
и выше, можно написать (G,H) = (A1, B2) ⊕ (A2, B1). Также являются изо-
морфизмами отображения (1, f) и (g, 1). Рассуждения, подобные проведенным
недавно, доказывают инъективность модулей C и D. Ввиду теоремы 1 (C,D) и
(A,B) — инъективные модули. Теорема доказана.

На основании доказанных теорем можно сделать такой вывод. Любой инъ-
ективный модуль (A,B) равен (A1, B2) ⊕ (A2, B1) ⊕ (C,D), где A1 = C(L(A)),
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B1 = C(L(B)), L(C) = 0 = L(D), и канонические отображения

B2 → HomR(M,A1), A2 → HomS(N,B1), D → HomR(M,C), C → HomS(N,D)

суть изоморфизмы.
Уместно теперь привести описание инъективных модулей, данное Мюллер

в [13] (оно упоминалось в начале статьи). Именно, модуль (A,B) инъективен
в том и только в том случае, когда найдутся инъективные R-модуль X и S-
модуль Y такие, что (A,B) ∼= (X,H(X))⊕(Y,H(Y )) (для доказательства нужно
применить факт, записанный в предыдущем абзаце, и теоремы 1, 2).

Полученной информации об инъективных модулях достаточно для описа-
ния инъективных оболочек. Мы не будем этого делать, поскольку похожее опи-
сание есть в статье Мюллер. Тем не менее отметим, что наши доказательства
более простые и прозрачные.

Для многих задач о модулях над кольцами матриц требуется информация о
плоских модулях. Например, это касается вопросов о наследственности модулей
и колец.

Следствие 4. Плоскостность K-модуля (A,B) такого, что NA = B, MB
= A, равносильна плоскостности модулей A и B.

Доказательство. Левый модуль V над некоторым кольцом плоский в
точности тогда, когда его правый модуль характеров V ∗, равный Hom(V,Q/Z),
инъективен. Модуль характеров K-модуля (A,B) естественным образом отож-
дествляется с правым K-модулем (A∗, B∗). Последний удовлетворяет условиям
правого аналога теоремы 1. Следовательно, модуль (A∗, B∗) инъективен в точ-
ности тогда, когда инъективны модули A∗ и B∗. Это же эквивалентно плоскост-
ности модулей A и B.
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