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Аннотация. Найдены условия разрешимости краевой задачи для одного класса
операторно-дифференциальных уравнений второго порядка на конечном отрезке,
исследовано поведение резольвенты соответствующего операторного пучка и дока-
заны двукратная полнота системы производных цепочек собственных и присоеди-
ненных векторов, отвечающих краевой задаче на отрезке, и полнота элементарных
решений однородного уравнения в пространстве решений.
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1. Введение

Многие задачи механики, техники и математической физики приводят к
исследованию полноты или базисности всех или части собственных и присо-
единенных векторов некоторых полиномиальных операторных пучков, полноты
элементарных решений соответствующих операторно-дифференциальных урав-
нений и разрешимости задачи Коши или краевых задач для операторно-диффе-
ренциальных уравнений [1–14].

Например, в работе [2] дано определение n-кратной полноты и указана
связь с разрешимостью соответствующей задачи Коши. В работах [3–10] ис-
следована разрешимость некоторых краевых задач с полнотой части собствен-
ных и присоединенных векторов, отвечающих собственным значениям из левой
полуплоскости. В [11, 12] рассмотрена полнота собственных и присоединенных
векторов, отвечающих краевым условиям на конечном отрезке. В работах [8, 19]
указана полнота элементарных решений в некоторых пространствах решений.
В [15–20] исследованы применения вопросов полноты или разложения по соб-
ственным и присоединенным векторам к задачам механики, в частности теории
упругости.

Отметим, что для обоснования разложения по собственным и присоединен-
ным векторам метода Фурье очень важную роль играет полнота элементарных
решений однородного операторно-дифференциального уравнения в простран-
стве решений данной задачи. В данной работе получены условия разрешимости
краевой задачи для операторно-дифференциального уравнения на конечном от-
резке, исследовано поведение резольвенты соответствующего операторного пуч-
ка, доказаны двукратная полнота системы производных цепочек собственных и
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присоединенных векторов, отвечающих краевым задачам на отрезке, и полнота
элементарных решений однородного уравнения в пространстве решений.

Отметим, что полнота производных цепочек собственных и присоединен-
ных векторов и элементарных решений, отвечающих краевым задачам на от-
резке, исследована очень мало [11, 12], причем получены теоремы о полноте с
конечномерным дефектом. В [11, 12] указано, что получение теоремы полноты
во всем пространстве — довольно тонкая задача.

2. Некоторые понятия
и вспомогательные предложения

Пусть H — сепарабельное гильбертово пространство, A — положительно
определенный самосопряженный оператор в H с областью определения D(A).
Обозначим через Hγ шкалу гильбертовых пространств, порожденную операто-
ром A, т. е. Hγ = D(Aγ), γ ≥ 0, (x, y)γ = (Aγx,Aγy), (x, y) ∈ D(Aγ).

Пусть L2((0; 1);H) — гильбертово пространство вектор-функций f(t), опре-
деленных почти всюду на (0; 1), со значениями в H, измеримых, квадратично
интегрируемых в смысле Бохнера и

‖f‖L2((0;1);H) =

 1∫
0

‖f(t)‖2 dt

1/2

.

Определим гильбертово пространство вектор-функций [1]

W 2
2 ((0; 1);H) = {u | u′′ ∈ L2((0; 1);H), A2u ∈ L2((0; 1);H)}

с нормой

‖u‖W 2
2 ((0;1);H) =

(
‖u′′‖2L2((0;1);H) + ‖A2u‖2L2((0;1);H)

)1/2
.

Здесь и в дальнейшем производные понимаются в смысле теории распределений
[1].

Определим следующее подпространство W 2
2 ((0; 1);H):

◦
W 2

2((0; 1);H) =
{
u | u ∈W 2

2 ((0; 1);H), u(0) = u(1) = 0
}
.

Обозначим через D([0; 1];H2) множество бесконечно дифференцируемых
функций со значениями в H2. Как известно, линейное множество D([0; 1];H2)
всюду плотно в пространстве W 2

2 ((0; 1);H) [1, с. 24]. Отсюда следует, что и
пространство

◦
D([0; 1];H2) = {u | u ∈ D([0; 1];H2), u(0) = u(1) = 0}

всюду плотно в пространстве
◦
W 2

2((0; 1);H).
Рассмотрим в пространстве H полиномиальный операторный пучок

P (λ) = −(λE − ω1A)(λE − ω2A) + λA1 +A2, (1)

где операторные коэффициенты удовлетворяют условиям:
1) A — положительно определенный самосопряженный оператор с вполне

непрерывным обратным A−1;
2) ω1 < 0, ω2 > 0;
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3) операторы B1 = A1A−1, B2 = A2A−2 ограничены в H.
Свяжем пучок P (λ) со следующей краевой задачей:

P

(
d

dt

)
u = −

(
d

dt
− ω1A

)(
d

dt
− ω2A

)
u(t) +A1

du(t)
dt

+A2u(t) = 0, t ∈ (0; 1),

(2)
u(0) = χ0, u(1) = χ1. (3)

Определение 1. Если вектор-функция u(t) ∈ W 2
2 ((0; 1);H) удовлетворя-

ет уравнению (2) почти всюду, граничным условиям (3) в смысле сходимости
пространства H3/2:

lim
t→0,t∈(0;1)

‖u(t)− χ0‖3/2 = 0, lim
t→1,t∈(0;1)

‖u(t)− χ1‖3/2 = 0,

и имеет место неравенство

‖u(t)‖W 2
2 ((0;1);H) ≤ const(‖χ0‖3/2 + ‖χ1‖3/2),

то задача (2), (3) называется регулярно разрешимой, а u(t) — регулярным ре-
шением задачи (2), (3).

Определение 2. Если уравнение P (λ0)ϕ = 0 имеет ненулевое решение
ϕ0, то λ0 называется собственным числом операторного пучка P (λ), а ϕ0 —
собственным вектором операторного пучка P (λ), отвечающим собственному
числу λ0.

Определение 3. Пусть λ0 — собственное число, а ϕ0 — один из собствен-
ных векторов, отвечающий числу λ0. Система векторов ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm называ-
ется системой (цепочкой) присоединенных векторов к собственному вектору
ϕ0, если векторы этой системы удовлетворяют следующим уравнениям:

P (λ0)ϕk +
P ′(λ0)

1!
ϕk−1 +

P ′′(λ0)
2!

ϕk−2 = 0, k = 0,m, ϕ−1 = ϕ−2 = 0,

где P ′(λ0) = −2λ0E+(ω1 + ω2)A+A1, P ′′(λ0) = −2E (E — единичный оператор
в H).

Пусть σ∞(H) — множество вполне непрерывных операторов, действующих
в H, а L(H) — множество линейных ограниченных операторов, действующих в
H. Если T ∈ σ∞(H), то (T ∗T )1/2 — вполне непрерывный самосопряженный опе-
ратор в H. Собственные числа оператора (T ∗T )1/2 будем называть s-числами
оператора T . Ненулевые s-числа оператора T будем нумеровать в порядке убы-
вания с учетом их кратности. Обозначим

σp =

{
T | T ∈ σ∞;

∞∑
j=1

spj (T ) <∞

}
(0 < p <∞).

Определение 4. Пусть выполняются условия 1–3 и
4) (|ω1ω2|E +B2) имеет ограниченный обратный оператор в H.

Тогда будем говорить, что пучок P (λ) принадлежит K.

Лемма Келдыша [2]. Пусть L(λ) — аналитическая на связном открытом
множестве D оператор-функция со значениями в σ∞, причем хотя бы в одной
точке D оператор E + L(λ) обратим. Тогда для всех λ из D, за исключением,
быть может, некоторого множества изолированных точек, не имеющего пре-
дельных точек внутри области, оператор E + L(λ) обратим. Точки, в которых
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оператор E+L(λ) не имеет обратного, являются собственными числами E+L(λ)
и полюсами (E + L(λ))−1, причем главная часть (E + L(λ))−1 в окрестности λi
имеет следующий вид:∑

(j)

(·, zi,j,0)yi,j,0
(λ− λi)mij+1 +

(·, zi,j,1)yi,j,0 + (·, zi,j,0)yi,j,1
(λ− λi)mi

+ . . .

+
(·, zi,j,mij )yi,j,0 + · · ·+ (·, zi,j,0)yi,j,mij

λ− λi
,

где {yi,j,0, . . . , yi,j,mij} — произвольная каноническая система собственных и
присоединенных векторов [2] операторного пучка E + L(λ) при λ = λi, а {zi,j,0,
. . . , zi,j,mij} — некоторая каноническая система собственных и присоединенных
векторов операторного пучка (E + L(λ̄))∗ при λ = λ̄i.

Теперь покажем, что операторный пучок P (λ) из класса K имеет дискрет-
ный спектр с единственной предельной точкой в бесконечности.

Действительно,

P (λ) = −λ2E + (ω1 + ω2)λA+ |ω1ω2|A2 + λA1 +A2

= (|ω1ω2|E +B2)(E + L(λ))A2,

где

L(λ) = λ(|ω1ω2|E +B2)−1((ω1 + ω2)A−1 +B1A
−1)− λ2(|ω1ω2|E +B2)−1A−2.

Так как B1, B2 ∈ L(H), A−1 ∈ σ∞(H), (|ω1ω2|E +B2)−1 ∈ L(H), то

(|ω1ω2|E +B2)−1((ω1 + ω2)A−1 +B1A
−1) ∈ σ∞(H),

(|ω1ω2|E +B2)−1A−2 ∈ σ∞(H).

Следовательно, L(λ) ∈ σ∞(H) при любом λ ∈ C, и E + L(0) = E обратим.
Поэтому E + L(λ) по лемме Келдыша обратим везде, кроме изолированных
точек, которые являются собственными значениями пучка E + L(λ) и имеют
предельную точку только в бесконечности. Из представления

P (λ) = (|ω1ω2|E +B2)(E + L(λ))A2

следует, что это свойство относится и к операторному пучку P (λ).
Определение 5. Пусть λi — собственное число пучка P (λ), а {ϕi,j,0, ϕi,j,1,

. . . , ϕi,j,mij} — система собственных и присоединенных векторов, отвечающих
собственному числу λi. Тогда вектор-функции

ui,j,h(t) = eλit
(
ϕi,j,h +

t

1!
ϕi,j,h−1 + · · ·+ th

h!
ϕi,j,0

)
,

i = 0, 1, 2, . . . , j = 1, . . . , qi, h = 0, 1, . . . ,mij ,

удовлетворяют уравнению P
(
d
dt

)
u(t) = 0 и называются элементарными реше-

ниями однородного уравнения.
Верно и обратное: если ui,j,h(t) удовлетворяют уравнению P

(
d
dt

)
u(t) = 0, то

λi является собственным числом операторного пучка P (λ), а {ϕi,j,h} — система
собственных и присоединенных векторов, отвечающих собственному числу λi.
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Определение 6. В пространстве H̃ = H3/2⊕H3/2 из элементарных реше-
ний ui,j,h(t) образуем систему mij + 1 элементов

ϕ̃i,h =
(
ϕ(0)
i,j,h, ϕ

(1)
i,j,h

)
, ϕ(0)

i,j,h = ui,j,h(0), ϕ(1)
i,j,h = ui,j,h(1), h = 0, . . . ,mi,j .

Если система K(C) = {ϕ̃i,h}, построенная для всех собственных чисел λi и
отвечающих им всех собственных и присоединенных векторов, полна в H̃ =
H3/2 ⊕ H3/2, то будем говорить, что система K(C) — производные цепочки
собственных и присоединенных векторов — двукратно полна в H3/2.

Легко проверить, что

ϕ(0)
i,j,h = ϕi,j,h, ϕ(1)

i,j,h =
h∑

q=0

1
q!
dqeλ

dλq

∣∣∣∣
λ=λi

ϕi,j,h−q =
h∑

q=0

eλi

q!
ϕi,j,h−q.

Из леммы Келдыша следует, что для двукратной полноты K(C) в H3/2 необхо-
димо и достаточно, чтобы из голоморфности вектор-функции

R(λ) = (A3/2P−1(λ̄))∗(A3/2g0 + eλA3/2g1)

во всей комплексной плоскости C вытекало, что g0 = g1 = 0.

3. Условия разрешимости краевой задачи

Укажем условия регулярной разрешимости задачи (2), (3):

P

(
d

dt

)
u = −

(
d

dt
− ω1A

)(
d

dt
− ω2A

)
u+A1u

′ +A2u = 0, t ∈ (0, 1),

u(0) = χ0, u(1) = χ1, χ0, χ1 ∈ H3/2.

Теорема 1. Пусть выполняются условия 1–3 и имеет место неравенство

α = d1‖B1‖+ d0‖B2‖ < 1,

где d1 = 1/2|ω1ω2|1/2, d0 = 1/|ω1ω2|. Тогда задача (2), (3) регулярно разрешима.
Доказательство. При A1 = A2 = 0 уравнение (2) имеет общее решение

из W 2
2 ((0; 1);H) вида

u0(t) = eω1tAx1 + eω2(t−1)Ax2 (ω1 < 0, ω2 > 0),

где x1 ∈ H3/2, x2 ∈ H3/2 [1], eω1tA, eω2(t−1)A — сильно непрерывные полугруп-
пы ограниченных операторов, порожденных ω1A и −ω2A соответственно. Из
граничных условий легко найдем x1 и x2:

x1 = (E − e(ω1−ω2)A)−1(χ0 − e−ω2Aχ1) ∈ H3/2,

x2 = (E − e(ω1−ω2)A)−1(χ1 − eω1Aχ0) ∈ H3/2.

Очевидно, что

‖u0(t)‖W 2
2 ((0;1);H) ≤ const(‖x1‖3/2 + ‖x2‖3/2) ≤ const(‖χ0‖3/2 + ‖χ1‖3/2),

т. е. задача (2), (3) в этом случае регулярно разрешима. Теперь считаем, что
хотя бы один из Aj (j = 1, 2) отличен от нуля, и покажем, что задача (2), (3)
регулярно разрешима. С этой целью будем искать регулярное решение задачи
(2), (3) в виде u(t) = v(t) + u0(t), где u0(t) — решение задачи (2), (3) при
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A1 = 0, A2 = 0, а v(t) ∈ W 2
2 ((0; 1);H). Очевидно,что v(0) = v(1) = 0, т. е.

v(t) ∈
◦
W 2

2((0; 1);H). Таким образом, относительно v(t) получаем следующую
краевую задачу:

P

(
d

dt

)
v(t) = P0

(
d

dt

)
v(t) + P1

(
d

dt

)
v = −P1

(
d

dt

)
u0(t), v(0) = v(1) = 0.

Здесь и в дальнейшем будем считать, что

P0v ≡ P0

(
d

dt

)
v = −

(
d

dt
− ω1A

)(
d

dt
− ω2A

)
v, P1v ≡ P1

(
d

dt

)
v = A1

dv

dt
+A2v,

g(t) ≡ −P1

(
d

dt

)
u0(t) = −A1

(
d

dt

)
u0(t)−A2u0(t) = −B1A

(
d

dt

)
v0(t)−B2A

2v0(t).

Так как u0(t) ∈ W 2
2 ((0; 1);H), по теореме о промежуточных производных

[1] Adu0
dt , A2u0 ∈ L2((0; 1);H), причем

‖g(t)‖L2((0;1);H) ≤ const ‖u0(t)‖W 2
2 ((0;1);H) ≤ const(‖χ0‖3/2 + ‖χ1‖3/2).

Таким образом, получаем следующую задачу:

P

(
d

dt

)
v(t) = −

(
d

dt
− ω1A

)(
d

dt
− ω2A

)
v +A1

dv

dt
+A2v = g(t), (4)

v(0) = v(1) = 0, (5)
где g(t) ∈ L2((0; 1);H).

Сначала рассмотрим задачу

P0

(
d

dt

)
v(t) = −

(
d

dt
− ω1A

)(
d

dt
− ω2A

)
v = g(t), (6)

v(0) = v(1) = 0. (7)

Лемма 1. Оператор P0 изоморфно отображает пространство
◦
W 2

2((0; 1);H)
на L2((0; 1);H).

Доказательство. Очевидно, что уравнение P0v = 0 имеет только нулевое

решение из пространства
◦
W 2

2((0; 1);H). С другой стороны, для любого g(t)
вектор-функция

v1(t) =
1
2π

+∞∫
−∞

P−1
0 (−iξ)

 1∫
0

g(s)ei(s−t)ξds

 dξ, t ∈ R = (−∞;∞),

удовлетворяет уравнению P0
(
d
dt

)
v(t) = g(t) почти всюду в (0; 1). Покажем, что

v1(t) ∈W 2
2 (R;H) [1]. Для этого достаточно доказать, что

‖v1‖2W 2
2 (R;H) = ‖v′′1‖2L2(R;H) + ‖A2v‖2L2(R;H)

= ‖ξ2v̂1(ξ)‖2L2(R;H) + ‖A2v̂1(ξ)‖2L2(R;H) ≤ const ‖g‖L2((0;1);H),

где v̂1(ξ) — преобразование Фурье вектор-функции v1(t).
Так как v̂1(ξ) = P−1

0 (−iξ)ĝ(ξ), имеем

‖ξ2v̂1(ξ)‖L2(R;H) =
∥∥ξ2P−1

0 (−iξ)ĝ(ξ)
∥∥
L2(R;H) ≤ sup

ξ

∥∥ξ2P−1
0 (−iξ)

∥∥‖ĝ(ξ)‖L2(R;H)

= sup
ξ

∥∥ξ2P−1
0 (−iξ)

∥∥‖g‖L2((0;1);H).
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С другой стороны, при ξ ∈ R∥∥ξ2P−1
0 (−iξ)

∥∥ = sup
µ∈σ(A)

‖ξ2(−iξ − ω1µ)−1(−iξ − ω2µ)−1‖

≤ sup
µ≥0

(
ξ2
(
ξ2 + ω2

1µ
2)−1/2(

ξ2 + ω2
2µ

2)−1/2) ≤ 1,

т. е. ξ2v̂1(ξ) ∈ L2(R;H).
Аналогично получаем, что

‖A2v̂1(ξ)‖L2(R;H) =
∥∥A2P−1

0 (−iξ)ĝ(ξ)
∥∥
L2(R;H) ≤ sup

ξ

∥∥A2P−1
0 (−iξ)

∥∥‖g‖L2((0;1);H).

Так как при любом ξ ∈ R∥∥A2P−1
0 (−iξ)

∥∥ ≤ sup
µ∈σ(A)

∣∣µ2(ξ2 + ω2
1µ

2)−1/2(
ξ2 + ω2

2µ
2)−1/2∣∣ ≤ 1

|ω1ω2|
,

то A2v̂1(ξ) ∈ L2(R;H). Таким образом, v1(t) ∈ W 2
2 (R;H). Сужение вектор-

функции v1(t) на [0; 1] обозначим через ξ(t). Очевидно, что ξ(t) ∈W 2
2 ((0; 1);H).

Поэтому ξ(0), ξ(1) ∈ H3/2. Будем искать v(t) в виде

v(t) = ξ(t) + eω1tAx1 + eω2(1−t)Ax2,

где x1, x2 ∈ H3/2 — неизвестные векторы. Для определения x1 и x2 получаем
следующую систему:

x1 + e−ω2Ax2 = −ξ(0), eω1Ax1 + x2 = −ξ(1).

Из этой системы находим векторы

x1 = (E − e(ω1−ω2)A)−1(e−ω2Aξ(1)− ξ(0)),

x2 = (E − e(ω1−ω2)A)−1(eω1Aξ(0)− ξ(1)).

Очевидно, что x1, x2 ∈ H3/2 и

‖v(t)‖ ≤ const ‖g‖L2((0;1);H) ≤ const(‖χ0‖3/2 + ‖χ1‖3/2).

Тем самым утверждение леммы вытекает из теоремы Банаха об обратном опе-
раторе.

Лемма 2. При любом v ∈
◦
W 2

2((0; 1);H) имеют место следующие оценки:∥∥∥∥Advdt
∥∥∥∥
L2((0;1);H)

≤ d1‖P0v‖L2((0;1);H) =
1

2|ω1ω2|1/2
‖P0v‖L2((0;1);H), (8)

‖A2v‖L2((0;1);H) ≤ d0‖P0u‖L2((0;1);H) =
1

|ω1ω2|
‖P0v‖L2((0;1);H). (9)

Доказательство. Пусть v ∈
◦
D([0; 1];H2). Умножим уравнение P0(d/dt)v

= f скалярно в пространстве L2((0; 1);H) на вектор-функцию A2v(t) и найдем

Re(P0(d/dt)v,A2v) = Re(−v′′ + (ω1 + ω2)Av′ + |ω1ω2|A2v,A2v)L2((0;1);H)

= −Re(v′′, A2v)L2((0;1);H) + (ω1 + ω2)Re(Av′, A2v)L2((0;1);H)

+ |ω1ω2|‖A2v‖2L2((0;1);H). (10)
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Легко видеть, что при v ∈
◦
D([0; 1];H2) (v(0) = v(1) = 0) после интегрирования

по частям получаются следующие равенства:

(v′′, A2v)L2((0;1);H) = −‖Av′‖2L2((0;1);H), (11)

2 Re(Av′, A2v) = 0. (12)

Учитывая (11), (12) в (10), получаем

Re(P0v,A
2v)L2((0;1);H) = ‖Av′‖2L2((0;1);H) + |ω1ω2|‖A2v‖2L2((0;1);H),

т. е.

|ω1ω2|‖A2v‖2L2((0;1);H) ≤ Re(P0v,A
2v)L2((0;1);H) ≤ ‖P0v‖L2((0;1);H)‖A2v‖L2((0;1);H).

(13)
Следовательно,

‖A2v‖L2((0;1);H) ≤
1

|ω1ω2|
‖P0v‖L2((0;1);H).

Таким образом, верно неравенство (9). Применяя неравенство Юнга, из (13)
при любом ε > 0 имеем

‖Av′‖2L2((0;1);H) + |ω1ω2|‖A2v‖2L2((0;1);H) ≤
ε

2
‖P0v‖2L2((0;1);H) +

1
2ε
‖A2v‖2L2((0;1);H).

Выбирая ε = 1/2|ω1ω2|, получаем

‖Av′‖2L2((0;1);H) ≤
1

4|ω1ω2|
‖P0v‖2L2((0;1);H),

или
‖Av′‖L2((0;1);H) ≤

1
2|ω1ω2|1/2

‖P0v‖L2((0;1);H).

Лемма доказана.
Закончим доказательство теоремы 1.
Запишем задачу (4), (5) в виде P0v + P1v = g, g ∈ L2((0; 1);H), v ∈

◦
W 2

2((0; 1);H). Так как P−1
0 обратим, при любом ω ∈ L2((0; 1);H) после замены

v = P−1
0 ω получаем уравнение ω + P1P

−1
0 ω = g в пространстве L2((0; 1);H).

По лемме 2 имеем∥∥P1P
−1
0 ω

∥∥
L2((0;1);H) = ‖P1v‖L2((0;1);H) ≤ ‖A1dv/dt‖L2((0;1);H) + ‖A2v‖L2((0;1);H)

≤ ‖B1‖‖Adv/dt‖L2((0;1);H) + ‖B2‖‖A2v‖L2((0;1);H)

≤ (d1‖B1‖+ d0‖B2‖)‖P0v‖L2((0;1);H)

= (d1‖B1‖+ d0‖B2‖)‖ω‖L2((0;1);H) = α‖ω‖L2((0;1);H).

Из условия α < 1 вытекает, что оператор E+P1P
−1
0 обратим в L2((0; 1);H),

поэтому v = P−1
0
(
E + P1P

−1
0
)−1

g и ‖v‖W 2
2 ((0;1);H) ≤ const ‖g‖L2((0;1);H). Тогда

‖u‖W 2
2 ((0;1);H) = ‖u0 + v‖W 2

2 ((0;1);H) ≤ ‖u0‖W 2
2 ((0;1);H) + ‖v‖W 2

2 ((0;1);H)

≤ const(‖χ0‖3/2 + ‖χ1‖3/2).

Теорема доказана.



О полноте элементарных решений 823

4. Об оценке резольвенты операторного пучка

Здесь проведем оценку резольвенты пучка P (λ) на некоторых секторах,
примыкающих к мнимой оси.

Теорема 2. Пусть пучок

P (λ) = −(λE − ω1A)(λE − ω2A) + λA1 +A2

принадлежит классу K и имеет место неравенство

α1 = K1‖B1‖+K0‖B2‖ < 1,

где K0 = 1/|ω1ω2|, K1 = 1/(|ω1|+ ω2). Тогда на мнимой оси имеют место оценки

‖λ2P−1(λ)‖+ ‖λAP−1(λ)‖+ ‖A2P−1(λ)‖ ≤ const, (14)

‖AαP−1(λ)‖ ≤ const |λ|α−2, 0 < α < 2, λ 6= 0. (15)

Доказательство. Пусть λ = iξ и

P0(λ) = −λ2E + (ω1 + ω2)λA+ |ω1ω2|A2, P1(λ) = λA1 +A2.

Очевидно, что при λ = iξ резольвента P−1
0 (iξ) существует и

P−1
0 (λ) = −(λE − ω1A)−1(λE − ω2A)−1, λ = iξ, ξ ∈ R.

Тогда
P (λ) = P0(λ) + P1(λ) =

(
E + P1(λ)P−1

0 (λ)
)
P0(λ). (16)

Отсюда при λ = iξ∥∥P1(λ)P−1
0 (λ)

∥∥ ≤ ∥∥λA1P
−1
0 (λ)

∥∥+
∥∥A2P

−1
0 (λ)

∥∥
≤
∥∥B1‖‖AP−1

0 (λ)
∥∥+ ‖B2‖

∥∥A2P−1
0 (λ)

∥∥. (17)

С другой стороны, из спектрального разложения A следует, что∥∥λAP−1
0 (λ)

∥∥ = ‖λA(λE − ω1A)−1(λE − ω2A)−1‖

= sup
µ∈σ(A)

µ|ξ|
((ξ2 + |ω1ω2|µ2)2 + ((ω1 + ω2)µξ)2)1/2

≤ sup
µ≥µ0

(
ξ2/µ2

ξ4/µ4 + |ω1ω2|2 +
(
ω2

1 + ω2
2
)
ξ2/µ2

)1/2

≤ sup
η≥0

(
η

η2 + |ω1ω2|2 +
(
ω2

1 + ω2
2
)
η

)1/2

=
1

|ω1|+ ω2
. (18)

Аналогично∥∥A2P−1
0 (λ)

∥∥ = sup
µ∈σ(A)

(
µ4

ξ4 + |ω1ω2|2µ4 +
(
ω2

1 + ω2
2
)
µ2ξ2

)1/2

≤ sup
η≥0

(
1

η2 + |ω1ω2|2 +
(
ω2

1 + ω2
2
)
η

)1/2

≤ 1
|ω1ω2|

. (19)

Тогда из (17) имеем, что при λ = iξ, ξ ∈ R,∥∥P1(λ)P−1
0 (λ)

∥∥ ≤ 1
|ω1|+ ω2

‖B1‖+
1

|ω1ω2|
‖B2‖ = α1 < 1.
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Поэтому при λ = iξ резольвента существует и

P−1(λ) = P−1
0 (λ)

(
E + P1(λ)P−1

0 (λ)
)−1

.

Отсюда

‖λ2P−1(λ)‖+ ‖λAP−1(λ)‖+ ‖A2P−1(λ)‖

≤
(∥∥λ2P−1

0 (λ)
∥∥+

∥∥λAP−1
0 (λ)

∥∥+
∥∥A2P−1

0 (λ)
∥∥)∥∥(E + P1(λ)P−1

0 (λ)
)−1∥∥

≤
(∥∥λ2P−1

0 (λ)
∥∥+

∥∥λAP−1
0 (λ)

∥∥+
∥∥A2P−1

0 (λ)
∥∥) 1

1− α1
. (20)

Очевидно, что при λ = iξ, ξ ∈ R имеем

∥∥λ2P−1
0 (λ)

∥∥ ≤ sup
µ≥µ0

(
ξ4

ξ4 + |ω1ω2|2µ4 +
(
ω2

1 + ω2
2
)
ξ2µ2

)1/2

≤ 1. (21)

Тогда, учитывая неравенства (18), (19), (21) в равенстве (20), получаем нера-
венство (14).

Аналогично при λ = iξ

‖λ2−αAαP−1(λ)‖ ≤
∥∥λ2−αAαP−1

0 (λ)
(
E + P1(λ)P−1

0 (λ)
)−1∥∥

≤
∥∥λ2−αAαP−1

0 (λ)
∥∥ 1

1− α1

= sup
µ∈σ(A)

(
µ2α|ξ|4−2α

ξ4 + |ω1ω2|µ4 +
(
ω2

1 + ω2
2
)
ξ2µ2

)1/2 1
1− α1

≤ sup
η>0

(
|η|2−α

η2 + |ω1ω2|2 +
(
ω2

1 + ω2
2
)
η

)1/2 1
1− α1

≤ const .

Теорема доказана.

Теорема 3. Пусть выполняются условия теоремы 2. Тогда при достаточно
малом θ > 0 на секторах

S−π
2±θ = {λ | λ = r exp(i(−π/2± θ)), r > 0},

Sπ
2±θ = {λ | λ = r exp(i(π/2± θ)), r > 0}

операторный пучок обратим и имеют место неравенства

‖λ2P−1(λ)‖+ ‖λAP−1(λ)‖+ ‖A2P−1(λ)‖ ≤ const,

‖AαP−1(λ)‖ ≤ |λ|α−2 const (λ 6= 0).

Доказательство. Пусть λ ∈ Sπ
2 +θ, тогда λ = ξei(

π
2 +σ), ξ ∈ R+, 0 < σ ≤ θ.

Имеем

P (λ) = P (iξeiσ) = −(iξeiσ)2E + (ω1 + ω2)iξeiσA

+ |ω1ω2|A2 + iξeiσA1 +A2 = (E + L(σ, ξ))P (iξ),

где

L(σ, ξ) = (e2iσ − 1)ξ2P−1(iξ) + (ω1 + ω2)iξAP−1(iξ)(eiσ − 1)

+ iξB1AP
−1(iξ)(eiσ − 1).
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Очевидно, что

‖L(σ, ξ)‖ ≤ |e2iσ − 1|‖ξ2P−1(iξ)‖+ (|ω1 + ω2|‖iξAP−1(iξ)‖
+ ‖iξB1AP

−1(iξ)‖)|eiσ − 1|.

Так как 0 < σ ≤ θ, при достаточно малом θ, применяя результаты теоремы 2, по-
лучаем, что ‖L(σ; ξ)‖ < 1/2. Тогда из равенства P−1(λ) = P−1(iξ)(E + L(σ, ξ))−1

с учетом неравенств (14), (15) приходим к требуемому.
Теорема доказана.
Замечание. При получении результатов теорем 2 и 3 мы не использовали

вполне непрерывность оператора A−1.

5. Полнота системы производных цепочек
собственных и присоединенных элементов

В данном разделе докажем двукратную полноту системы производных це-
почек собственных и присоединенных векторов, отвечающих краевой задаче (2),
(3).

Теорема 4. Пусть выполняются условия 1–3 и имеет место неравенство

α = d1‖B1‖+ d0‖B2‖ < 1,

где d1 = 1/2|ω1ω2|1/2, d0 = 1/|ω1ω2|. Если выполняется одно из следующих
условий:

(а) A−1 ∈ σp (0 < p ≤ 1);
(b) A−1 ∈ σp (0 < p <∞), Bj ∈ σ∞(H), j = 1, 2,

то система K(C) двукратно полна в H3/2.
Доказательство. Допустим противное. Пусть x0 6= 0, x1 6= 0, x0, x1 ∈

H3/2 и вектор x̃ = (x0, x1) ∈ H3/2 ⊕H3/2 ортогонален системе K(C). Тогда из
леммы Келдыша следует, что вектор-функция

R(λ) = (A3/2P−1(λ̄))∗(A3/2x0 + eλA3/2x1)

является целой функцией.
Из теорем 2 и 3 вытекает, что в секторах Sπ

2±θ и S−π
2±θ при достаточно

малом θ имеют место оценки

‖λ2P−1(λ)‖+‖λAP−1(λ)‖+‖A2P−1(λ)‖ ≤ const, ‖A3/2P−1(λ)‖ ≤ const |λ|−1/2.

Если A−1 ∈ σp, то по теореме Келдыша [2] A2P−1(λ) представляется в виде
отношения двух целых функций порядка не выше p и минимального типа при
порядке p.

Мы доказали, что при выполнении условий теоремы для любых χ0, χ1 ∈
H3/2 задача (2), (3) имеет регулярное решение u(t) ∈W 2

2 ((0; 1);H).
Положим

û(λ) =
1∫

0

u(t)e−λt dt.

Тогда очевидно, что
1∫

0

u′(t)e−λt dt = e−λu(1)− u(0) + λû(λ),
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1∫
0

u′′(t)e−λtdλ = [e−λu′(1)− u′(0)] + λ[eλu(1)− u(0)] + λ2û(λ).

Умножая обе части уравнения (2) на e−λt и интегрируя, после простых вычис-
лений получаем, что

P (λ)û(λ) =
2∑

k=1

Qk

(
k−1∑
m=0

λk−m−1(u(m)(0)− e−λu(m)(1))

)
,

где Q1 = (ω1 + ω2)A+A1, Q2 = −E.
Пусть u(0) = χ1, u(1) = χ1. Тогда (см. [3, с. 96])

(ψ0, x0)3/2 + (ψ1, x1)3/2 =
1

2πi

i∞∫
−i∞

(
1∑

ν=0

eλν û(λ), xν

)
3/2

dλ =
1

2πi

i∞∫
−i∞

β(λ)dλ,

где

β(λ) =

(
û(λ),

1∑
ν=0

eλ̄νxν

)
3/2

=

(
P−1(λ)

2∑
k=1

Qk

(
k−1∑
m=0

λk−m−1(u(m)(0)− e−λu(m)(1))

)
,

1∑
ν=0

eλ̄νxν

)
3/2

=

(
2∑

k=1

Qk(λk−m−1(u(m)(0)− e−λu(m)(1))), g(λ̄)

)
3/2

,

g(λ) = (A3/2P−1(λ̄))∗(A3/2x0 + eλA3/2x1).

Очевидно, что в секторах S±π
2±θ и, в частности, при λ = iξ

‖g(λ)‖ ≤ const |λ|−1/2(1 + eReλ).

Тогда в случае (a) из теорем 2 и 3, а в случае (b) из теоремы Келдыша [2]
с применением теоремы Фрагмена — Линделефа получаем, что g(λ) — целая
функция и

‖g(λ)‖ ≤ const |λ|−1/2(1 + eReλ).

Следовательно, ‖g(λ)‖ → 0 при λ = iξ, λ→∞.
Дословно повторяя рассуждения, проведенные в работе [12, с. 97–99], полу-

чаем, что (χ0, x0)3/2+(χ1,x1)3/2 = 0. Из произвольности χ0, χ1 ∈ H3/2 вытекает,
что x0 = x1 = 0. Теорема доказана.

6. Полнота элементарных
решений однородного уравнения

Обозначим через Z(P ) пространство всех регулярных решений уравнения
(2). Очевидно, что P (d/dt) : W 2

2 ((0; 1);H) → L2((0; 1);H) — ограниченный
оператор, тогда его ядро Z(P ) — полное пространство.
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Теорема 5. Пусть выполняются условия теоремы 4. Тогда элементарные
решения уравнения P (d/dt)u = 0 полны в пространстве Z(P ).

Доказательство. Так как система K(C) двукратно полна в H3/2, то при
любых χ0, χ1 ∈ H3/2 и ε > 0 существуют N(ε) > 0 и числа ci,j,h такие, что∥∥∥∥∥χ0 −

N(ε)∑
i,j,h

ci,j,h(ε)ϕ
(0)
i,j,h

∥∥∥∥∥
3/2

< ε,

∥∥∥∥∥χ1 −
N(ε)∑
i,j,h

ci,j,h(ε)ϕ
(1)
i,j,h

∥∥∥∥∥
3/2

< ε.

Так как χ0 = u(0), χ1 = u(1), ϕ(0)
i,j,h = ui,j,h(0), ϕ(1)

i,j,h = ui,j,h(1), из регуляр-
ности задачи (2), (3) вытекает, что∥∥∥u(t)−∑

i,j,h

ci,j,hϕi,j,h(t)
∥∥∥
W 2

2 ((0;1);H)

≤ const
(∥∥∥χ0 −

∑
i,j,h

ci,j,hϕ
(0)
i,j,h

∥∥∥
3/2

+
∥∥∥χ1 −

∑
i,j,h

ci,j,hϕ
(1)
i,j,h

∥∥∥
3/2

)
< ε1.

Теорема доказана.

При ω1 = −1, ω2 = 1 получаем

Следствие. Пусть A — положительно определенный самосопряженный
оператор, A−1 — вполне непрерывный оператор, Bj = AjA−1 (j = 1, 2) ограни-
чены в H, имеет место неравенство

α =
1
2
‖B1‖+ ‖B2‖ < 1,

а также выполняется одно из условий (a) или (b) теоремы 4. Тогда система
производных цепочек собственных и присоединенных векторов пучка

P (λ) = −λ2E +A2 + λA1 +A2

двукратно полна в H3/2, а система элементарных решений уравнения

P

(
d

dt

)
u(t) = 0

полна в пространстве его регулярных решений.
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