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РАЗЛОЖИМОСТИ ДЛЯ КОНЕЧНЫХ ТЕОРИЙ

А. С. Морозов, Д. К. Пономарев

Аннотация. Рассматривается проблема разложимости элементарных теорий —
алгоритмическая проблема нетривиального представления теории в виде объеди-
нения двух (или более) теорий дизъюнктных сигнатур. Доказаны �0

1-полнота и,
как следствие, алгоритмическая неразрешимость проблемы разложимости конеч-
ных хорновых универсальных теорий, а также разрешимость проблемы разложимо-
сти для конечных теорий в сигнатуре, содержащей только одноместные предикаты
и символы констант.
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Интерес к изучению разбиений теорий обусловлен практическими задача-
ми и связан с развитием компонентных методов в автоматическом доказатель-
стве теорем [1] и сопровождении терминологических систем [2–5]. Исследование
свойства разложимости элементарных теорий начато в [6], где установлена од-
нозначность разложения элементарной теории на неразложимые компоненты и
сформулирован критерий разложимости. В дальнейшем эти результаты были
расширены на более общее свойство �-разложимости теорий в широком классе
логических исчислений [7].

Естественным вопросом для изучения является эффективность распозна-
вания свойства разложимости. Для ряда конечных сигнатур проблема раз-
ложимости конечно аксиоматизируемых элементарных теорий оказывается �0

1-
полной и, следовательно, алгоритмически неразрешимой; в частности, это верно
уже для конечных универсальных хорновских теорий. Однако в случае, когда
сигнатура теории состоит из одноместных предикатных и константных симво-
лов, проблема разложимости оказывается алгоритмически разрешимой. До-
казательству этих результатов посвящена данная статья. Все основные опре-
деления, используемые в статье, достаточно стандартны, и их можно найти,
например, в [8–10].

Введем сначала некоторые обозначения. Через ω будем, как обычно, обо-
значать множество всех натуральных чисел, через {0, 1}n — множество кор-
тежей длины n, состоящих из нулей и единиц. Если � — сигнатура, то язык
первого порядка этой сигнатуры будем обозначать через L�. Пусть T — множе-
ство формул первого порядка. Через sig(T ) будем обозначать множество всех
сигнатурных символов, входящих в формулы из T . Если � — некоторая сигна-
тура, то под теорией сигнатуры � мы понимаем любое множество предложений
этой сигнатуры.
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Напомним определение разложимой теории.
Определение 1 [6]. Пусть T , S0 и S1 — теории такие, что
1) sig (S0) 6= ∅ 6= sig(S1);
2) sig(S0) ∩ sig(S1) = ∅, sig(S0) ∪ sig(S1) = sig(T );
3) теория T эквивалентна теории S0 ∪S1.
Тогда будем говорить, чтоT разложима на теорииS0 иS1. Пару 〈S0,S1〉

назовем разложением теории T . Этот факт будет записываться как T =
S0 ]S1. При этом теории S0 и S1 будем называть компонентами этого раз-
ложения, а сигнатуры sig(S0) и sig(S1) — сигнатурными компонентами раз-
ложения. Теория называется разложимой, если у нее существует хотя бы одно
разложение. Предложение ϕ называется разложимым, если разложима опре-
деляемая им теория.

Отметим один простой теоретико-модельный критерий разложимости тео-
рий.

Предложение 1. Пусть сигнатура � является объединением непустых
непересекающихся сигнатур �0 и �1. Обозначим через Ti множество следствий
из теории T в сигнатуре �i, i = 0, 1. Тогда следующие условия эквивалентны:

1) T разложима на компоненты сигнатур �0 и �1;
2) любая модель сигнатуры �, обеднения которой на сигнатуры �0 и �1

являются моделями теорий T0 и T1 соответственно, является также моделью
теории T .

Мы будем рассматривать только эффективные сигнатуры, т. е. такие сиг-
натуры, у которых каждому символу естественным образом присвоен его номер
— натуральное число, все номера образуют начальный (конечный или бесконеч-
ный) отрезок ω и по номеру символа можно эффективно вычислить число его
аргументов. Если � — произвольная эффективная сигнатура, то можно опреде-
лить естественную (так называемую гёделеву) нумерацию γ всех формул этой
сигнатуры таким образом, что по произвольному натуральному числу эффек-
тивно определяется формула γn с этим номером, и по произвольной формуле ϕ
можно эффективно определить ее некоторый номер n, т. е. такое натуральное
число, что ϕ = γn. На основе этой гёделевой нумерации формул можно опре-
делить естественную нумерацию всех конечных множеств формул. Для этого
сначала определим обычную нумерацию D всех конечных подмножеств ω:

Dn = {a0 < a1 < · · · < ak−1} ⇔ n =
∑
i<k

2ai .

При этом конечное множество формул {γi0 , . . . , γis} получает номер n, если
Dn = {i0, . . . , is}. Конечное множество формул, имеющее номер n, будем обо-
значать через D̃n, а номер n будем называть индексом конечного множества
формул D̃n.

Область значения частично вычислимой функции f будем обозначать через
range (f).

Определение 2. Проблемой разложимости для конечных семейств пред-
ложений сигнатуры � назовем множество индексов конечных разложимых тео-
рий сигнатуры �.

Таким образом, проблема разложимости для сигнатуры � разрешима, если
существует алгоритм, позволяющий по любому конечному набору предложений
в сигнатуре � установить, является ли он разложимым.
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Конечные универсальные хорновские теории

Теория, аксиоматизируемая конечным набором квазитождеств, называет-
ся конечной универсальной хорновской теорией. Известно, что аксиоматизации
такого рода соответствуют классу логических программ [11]. Мы будем опус-
кать кванторы в записи аксиом таких теорий и использовать левосторонний
стиль записи импликаций, принятый в логическом программировании.

Теорема 1. Существует конечная сигнатура � такая, что проблема раз-
ложимости конечных универсальных хорновских теорий сигнатуры � является
�0

1-полной.

Покажем, что существует эффективная процедура, которая по заданному
m ∈ ω и гёделеву номеру примитивно вычислимой функции f определяет ин-
декс конечной универсальной хорновской теории Sm такой, что Sm разложима
тогда и только тогда, когда m ∈ range (f).

Зафиксируем конечную последовательность функций f1, . . . , fk, где fk ≡ f
и для каждого i ∈ {1, . . . , k} имеет место один из перечисленных ниже случаев:

1) fi есть функция проекции Inm(x1, . . . , xn) = xm, 1 ≤ m ≤ n, либо функция-
константа 0(x) = 0, либо функция следования s(x) = x+ 1;

2) fi есть суперпозиция некоторых элементов указанной последовательно-
сти с номерами, меньшими чем i;

3) fi получается примитивной рекурсией из некоторых элементов указанной
последовательности, имеющих номера меньше i.

Последовательность f1, . . . , fk можно рассматривать как схему вычисления
f . Для каждого i ∈ {1, . . . , k} зафиксируем один из перечисленных случаев для
fi.

Докажем модифицированный результат о представимости частично вычис-
лимых функций логическими программами [11, теорема 9.6]. В частности, в
доказательстве будет использоваться дополнительный аргумент s(0) для того,
чтобы построить представляющую теорию неразложимой. Нам потребуется до-
казательство лишь для примитивно вычислимых функций.

Рассмотрим конечную универсальную хорновскую теорию T , определен-
ную следующим образом: сигнатура T содержит одноместный функциональ-
ный символ s, константу 0 и для каждого i ∈ {1, . . . , k} (n + 2)-местный пре-
дикатный символ Pi, где n — число аргументов функции fi. Для каждого
i ∈ {1, . . . , k} теория T включает аксиому ϕi следующего вида.

Случай 1: fi есть Inm(x1, . . . , xn).
Тогда ϕi — универсальное замыкание формулы Pi(x1, . . . , xn, xm, s(0)).

Случай 2: fi есть 0(x).
В этом случае ϕi — универсальное замыкание формулы Pi(x,0, s(0)).

Случай 3: fi есть s(x).
Тогда ϕi — универсальное замыкание Pi(x, s(x), s(0)).

Случай 4: fi(x̄) = fj(fl1(x̄), . . . , flq (x̄)), где j, l1, . . . , lq < i.
В этом случае ϕi — универсальное замыкание формулы

Pi(x̄, y, s(0))←
q∧

p=1

Plp(x̄, zp, s(0)) ∧ Pj(z1, . . . , zq, y, s(0)).
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Случай 5: fi(x̄, y) получается примитивной рекурсией из функций fj(x̄) и
fl(x̄, y, z), j, l < i; более точно, функция определяется соотношениями fi(x̄, 0) =
fj(x̄), fi(x̄, y + 1) = fl(x̄, y, fi(x̄, y)).

В этом случае ϕi — конъюнкция универсального замыкания формулы

Pi(x̄,0, t, s(0))← Pj(x̄, t, s(0))

и универсального замыкания формулы

Pi(x̄, s(y), t, s(0))← Pl(x̄, y, u, t, s(0)) ∧ Pi(x̄, y, u, s(0)).

Определение теории T завершено.

Лемма 1. Для всех натуральных чисел x1, . . . , xn, y выполняется

T `Pk (sx1(0), . . . , sxn(0), sy(0), s(0))⇔ f(x1, . . . , xn) = y.

(⇐) непосредственно следует из определения теории T .
(⇒) Определим модель1) M, которая будет играть важную роль в остав-

шейся части доказательства теоремы 1. Основным множеством модели M яв-
ляется множество всех натуральных чисел, а сигнатура состоит из константы
0 и функции s, определенной стандартным образом как s(m) = m + 1. Кроме
того, для каждой m-местной функции fi полагаем

M |= Pi(x1, . . . , xm, y, z)⇔ (fi(x1, . . . , xm) = y) ∧ (z = 1).

Очевидно, M |= T .
Предположим, что

T `Pk(sx1(0), . . . , sxn(0), sy(0), s(0)).

Тогда M |= T влечет

M |= Pk(sx1(0), . . . , sxn(0), sy(0), s(0)),

т. е. M |= Pk(x1, . . . , xn, y, 1), что по определению M дает f(x1, . . . , xn) = y. �

Для дальнейшего нам потребуются вспомогательное определение и лемма,
приведенные ниже.

Пусть π — произвольная перестановка некоторого множества M . Пусть
Q ⊆Mk — предикат наM . Предикат Qπ = {〈π(a1), . . . , π(ak)〉 | 〈a1, . . . , ak〉 ∈ Q}
назовем сопряженным с Q при помощи π. Если F : Mk → M — опера-
ция на M , то операцию, сопряженную с F при помощи π, определим как
Fπ(π(a1), . . . , π(ak)) = π(b) ⇔ F (a1, . . . , ak) = b. Результатом сопряжения эле-
мента a ∈M с помощью π назовем π(a).

Следующее свойство разложимых теорий достаточно очевидно.

Лемма 2. Пусть теория T разложима на компоненты S0 и S1 сигнатур
�0 и �1 соответственно. Пусть N |= T , и пусть π — произвольная переста-
новка основного множества модели N. Определим модель Nπ как результат
замены сигнатурных операций, предикатов и констант из �0 их сопряженными
с помощью π. Тогда Nπ |= T .

Продолжим доказательство теоремы 1. Важным свойством построенной
теории T является то, что эта теория остается неразложимой при некоторых
ее естественных расширениях:

1)В терминах универсальной алгебры M будет свободной алгеброй ранга 0 в квазимно-
гообразии, определенном предложениями T .
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Лемма 3. Предположим, что T ′ ⊇ T и T ′ выполняется в некотором
обогащении M модели M. Пусть T ′ = S0 ]S1. Тогда либо sig(T ) ⊆ sig(S0),
либо sig(T ) ⊆ sig(S1).

Индукцией по i ∈ {1, . . . , k} покажем, что символы Pi, s и 0 обязаны при-
надлежать одной сигнатурной компоненте разложения.

Предположим, что это утверждение верно для всех l < i при некотором
i ≤ k. Покажем, что оно истинно и для i. Рассмотрим несколько случаев.

Случай 1: fi — функция Inm(x1, . . . , xn) = xm.
Подслучай 1.1: s,0 ∈ sig(Su), а Pi ∈ sig(S1−u), u ∈ {0, 1}.
Определим перестановку π основного множества модели M так, чтобы

sπ(0π) 6= 1. Пусть M
π

— модель, полученная из M заменой всех операций,
предикатов и констант, соответствующих символам sig(Su), сопряженными.
Имеем M |= T ′, но, очевидно, M

π 6|=∀x̄ Pi(x̄, xm, s(0)), в то время как это пред-
ложение принадлежит T ⊆ T ′. Это противоречит лемме 2, следовательно,
данный подслучай не может иметь места.

Подслучай 1.2: s, Pi ∈ sig(Su), а 0 ∈ sig(S1−u), u ∈ {0, 1}.
Определим перестановку π основного множества модели M так, чтобы 0π 6=

0. Рассуждение, схожее с приведенным выше, показывает, что данный случай
также невозможен.

Подслучай 1.3: 0, Pi ∈ sig(Su), а s ∈ sig(S1−u), u ∈ {0, 1}.
Достаточно выбрать перестановку π основного множества M со свойством

sπ(0) 6= 1, чтобы показать, что данный случай также не может иметь места.
Из рассмотренных ситуаций следует, что в случае 1 символы 0, s и Pi

должны принадлежать одной сигнатурной компоненте разложения.

Случай 2: fi есть функция 0(x) = 0.
Подслучай 2.1: Символы 0 и Pi принадлежат разным сигнатурным ком-

понентам.
Определим перестановку π основного множества модели M так, что 0π 6= 0.

Имеем M |= T ′, но, очевидно, M
π 6|=∀xPi(x,0, s(0)), в то время как это пред-

ложение принадлежит теории T ′. Это противоречит лемме 2, следовательно,
данный подслучай не может иметь места.

Подслучай 2.2: 0, Pi ∈ sig(Su), а s ∈ sig(S1−u), u ∈ {0, 1}.
Выберем перестановку π такую, что sπ(0) 6= 1, и используем аналогичный

прием, чтобы показать, что данный подслучай также невозможен.
Заключаем, что в случае 2 символы 0, s и Pi также обязаны принадлежать

одной сигнатурной компоненте разложения.

Случай 3: fi — функция s(x) = x+ 1.
Подслучай 3.1: s и Pi принадлежат различным сигнатурным компонен-

там.
Определим перестановку π основного множества модели M так, что sπ и s

различны как операции. По лемме 2 имеем M |= T ′, однако M
π 6|=∀xPi(x, s(x),

s(0)), в то время как это предложение принадлежит T ′. Это противоречит
лемме 2, следовательно, данный подслучай невозможен.

Подслучай 3.2: s, Pi ∈ sig(Su), а 0 ∈ sig(S1−u), u ∈ {0, 1}.
Возьмем перестановку π основного множества модели M такую, что 0π 6=

0 и используем аналогичный прием, чтобы показать невозможность данного
подслучая.
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Случай 4: fi получается суперпозицией или примитивной рекурсией из
некоторых функций, имеющих номера, меньшие чем i.

По предположению индукции символы s, 0 и Pj , j < i, находятся в одной
сигнатурной компоненте разложения. Предположим, что Pi попадает в другую
сигнатурную компоненту, т. е. s,0 ∈ sig(Su), а Pi ∈ sig(S1−u), u ∈ {0, 1}.

Определим перестановку π основного множества модели M так, что π(1) 6=
1. Пусть M

π
— модель, полученная из M заменой всех операций, предика-

тов и констант, соответствующих символам sig(Su), сопряженными. Возьмем
произвольные x1, . . . , xn ∈ ω. По лемме 1 для y = fi(x1, . . . , xn) имеем

T `Pi(sx1(0), . . . , sxn(0), sy(0), s(0)),

но в то же время

M
π 6|= Pi(sx1(0), . . . , sxn(0), sy(0), s(0)).

Это противоречит лемме 2, значит, Pi должен быть в одной сигнатурной ком-
поненте вместе с символами s, 0 и Pj для j < i. �

Определим теперь теорию Sm:

Sm = T ∪ {∀xy (Q(y)← Pk(x, sm(0), s(0)))},

где T — теория, построенная выше, Pk — предикат, соответствующий функ-
ции f , а Q — новый одноместный предикат. Отметим, что индекс теории Sm

вычисляется равномерно по m и гёделеву номеру функции f .

Лемма 4. ТеорияSm разложима тогда и только тогда, когдаm ∈ range (f).
(⇐) По лемме 1 из m ∈ range (f) следует, что Sm = T ] {∀y Q(y)}.
(⇒) Предположим, что m /∈ range (f) и Sm разложима: Sm = T0 ] T1.

Пусть M0 — обогащение модели M пустым предикатом Q, т. е. M0 |= ∀y ¬Q(y).
Тогда, очевидно, M0 |= Sm. По лемме 3 можно без ограничения общности
полагать, что sig(T0) = {Q}. Имеем M0 |= T0, таким образом, T0 выполнима
на любой счетной структуре с пустым предикатом Q.

Определим M1 как модель, полученную из M расширением предиката Pk
с помощью кортежа 〈0,m, 1〉 и добавлением нового предиката Q, истинного на
всех элементах. Имеем M1 |= Sm, поэтому M1 |= T1.

Рассмотрим модель M∗, получаемую из M1 заменой Q пустым предикатом.
Имеем M∗ |= T0 и M∗ |= T1, поэтому из предположения, что Sm = T0 ] T1,
получаем M∗ |= Sm. С другой стороны, условия M∗ |= Pk(0, sm(0), s(0)) и
M∗ |= ∀y ¬Q(y) влекут

M∗ 6|= ∀xy (Q(y)← Pk(x, sm(0), s(0))),

т. е. M∗ 6|= Sm. Полученное противоречие показывает, что теория Sm нераз-
ложима. �

Выберем примитивно вычислимую функцию f такую, что ее область зна-
чения есть �0

1-полное множество (для доказательства того, что f может быть
выбрана примитивно вычислимой, мы отсылаем читателя к [12, разд. 4.2, пред-
ложение 4.4]. Применяя конструкцию выше, получаем семейство теорий F =
{Sm | m ∈ ω} такое, что область значений f 1-сводится к множеству разло-
жимых теорий из F . Это завершает доказательство теоремы 1 и показывает
�0

1-полноту проблемы разложимости для конечных универсальных хорновских
теорий. �



844 А. С. Морозов, Д. К. Пономарев

Теории простых сигнатур

Назовем сигнатуру простой, если она конечна и содержит только символы
унарных предикатов и констант.

Теорема 2. Существует алгоритм, позволяющий по произвольной простой
сигнатуре � и произвольному предложению ϕ ∈ L� определить, разложима ли
теория, определяемая семейством аксиом {ϕ}.

Теорема будет следовать из следующего предложения.

Предложение 2. 1. Существует эффективная процедура, строящая по
произвольным простым сигнатурам σ и τ таким, что τ ⊆ σ, и произвольному
непротиворечивому предложению ϕ ∈ Lσ некоторое предложение ϕτ ∈ Lτ такое,
что

(a) ϕ ` ϕτ ;
(b) для любого ψ ∈ Lτ условие ϕ ` ψ влечет ϕτ ` ψ.
2. Теория всех моделей любой простой сигнатуры разрешима. При этом

соответствующий разрешающий алгоритм строится эффективно по данной про-
стой сигнатуре.

Покажем, как получить теорему 2 из предложения 2. Сначала, используя
разрешимость, проверяем, является ли ϕ тождественно ложным предложени-
ем. Если да, то теория {ϕ}, очевидно, разложима в случае, когда сигнатура
содержит более одного символа, и неразложима в остальных случаях. Если ϕ
не тождественно ложно, то достаточно заметить, что теория {ϕ} разложима на
компоненты сигнатур σ0 и σ1 тогда и только тогда, когда

{ϕ} = {ϕσ0} ] {ϕσ1}. (1)

Действительно, пусть теория {ϕ} разложима на компоненты сигнатур σ0 и σ1.
Отсюда по компактности следует существование предложений ϕ0 ∈ Lσ0 и ϕ1 ∈
Lσ1 таких, что {ϕ} = {ϕ0} ] {ϕ1}. Имеем

ϕ ` ϕσ0 , ϕ ` ϕσ1 . (2)

С другой стороны,
ϕσ0 ` ϕ0, ϕσ1 ` ϕ1. (3)

С учетом того, что ϕ0 ∧ ϕ1 ` ϕ, условия (2) и (3) дают нам требуемое (1).
Обратное утверждение тривиально. В силу разрешимости теории всех моде-
лей простой сигнатуры условие (1) проверяется эффективно и, таким образом,
получается утверждение теоремы 2.

Докажем предложение 2 и опишем сначала некоторые нормальные формы
предложений простых сигнатур. Пусть

σ = 〈(Pi)i<l ; (ci)i<q〉; l, q < ω,

— произвольная простая сигнатура. Пусть A — произвольное множество ее кон-
стант (не обязательно всех) и E — произвольное отношение эквивалентности на
A. Определим предложение ηE , полностью описывающее эту эквивалентность,
как

ηE =
∧

〈c,k〉∈E

(c = k) ∧
∧

c,k∈A,〈c,k〉/∈E

(c 6= k).

Если P — унарный предикат, то определим P 0(x) = ¬P (x) и P 1(x) = P (x).
Если ε ∈ 2m и P0, . . . , Pm−1 — унарные предикаты, то определим P ε(x) =
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i<m

P εi
i (x). Если A — множество констант, то x /∈ A служит сокращением для

формулы
∧
c∈A

(x 6= c). Далее, ∃≥nx . . . и ∃=nx будут служить сокращениями

для формул, выражающих утверждения «существует как минимум n таких
x, что . . .» и «существует в точности n таких x, что » соответствен-
но. Если C — конечное множество констант, то выражение C ⊆ P ε служит
сокращением для

∧
c∈C

P ε(c). Пусть n ∈ ω, ε ∈ 2m, C — произвольное конечное

множество констант и E — эквивалентность на C. Определим предложения

ϕ=n
ε,E,C = ∃=nx(P ε(x) ∧ x /∈ C ∧ ηE ∧ C ⊆ P ε),

ϕ≥nε,E,C = ∃≥nx(P ε(x) ∧ x /∈ C ∧ ηE ∧ C ⊆ P ε),

описывающие структуру модели на элементах ее разбиения, определяемых пре-
дикатами P ε.

Базисными формулами для простой сигнатуры σ назовем формулы вида∧
ε∈2l

�ε, где �ε — предложение вида ϕ=n
ε,Eε,Cε

либо ϕ≥nε,Eε,Cε
, причем множества Cε

обладают свойствами Cε0 ∩ Cε1 = ∅ при ε0 6= ε1, {ci | i < q} =
⋃
ε∈2l

Cε, и Eε —

отношение эквивалентности на Cε для всех ε ∈ 2l.
Следующая лемма достаточно очевидна.

Лемма 5. Пусть ϕ и ψ — базисные формулы. Тогда их конъюнкция либо
тождественно ложна, либо эквивалентна некоторой базисной формуле.

Введем еще некоторые обозначения. Пусть � — произвольное множество
предложений. Запись M(�)N означает, что для всех ϕ ∈ � условие M |= ϕ
влечет N |= ϕ. Нам понадобится следующее

Предложение 3 [13, лемма 3.2.1]. Пусть � — семейство предложений,
замкнутое относительно дизъюнкций, и пусть T — совместная теория такая,
что для всех моделей M и N если M |= T и M(�)N, то N |= T . Тогда T
аксиоматизируема предложениями из �.

Следствие 1. Любое непротиворечивое предложение простой сигнатуры
эквивалентно дизъюнкции базисных формул.

Возьмем в качестве � в предложении 3 множество всех базисных формул,
замкнутое относительно дизъюнкций. Тогда для не более чем счетных моделей
M и N условие M(�)N влечет M ∼= N, откуда утверждение легко следует. Для
оставшейся части доказательства остается применить предложение 3 и затем
лемму 5. �

Продолжим доказательство предложения 2. Теперь мы можем определить
формулы ϕτ для τ ⊆ σ. Ввиду следствия 1 можно предполагать, что любая
выполнимая формула есть дизъюнкция базисных формул. Сначала определим
ϕτ для базисных формул ϕ. Без ограничения общности можно предполагать,
что

τ = 〈(Pi)i<l′ ; (ci)i<q′〉; l′ ≤ l, q′ ≤ q.
Пусть ϕ — базисная формула сигнатуры σ и

ϕ =
∧
ε∈2l

ϕλεnεε,Eε,Cε
, λε ∈ {=,≥} для всех ε ∈ 2l.
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Для каждого ε ∈ 2l
′

рассматриваем все γ такие, что ε ⊆ γ ∈ 2l, и для каждого
такого γ полагаем mγ равным числу классов эквивалентности Eγ , не содержа-
щих констант из множества C ′ = {ci | i < q′}. Далее определяем предложение
φε как

∃λεmεx
[
P ε(x) ∧

(
x /∈

⋃
ε⊆γ∈2l

Cγ ∩ C ′
)
∧ ηEε ∧

( ⋃
ε⊆γ∈2l

Cγ ∩ C ′ ⊆ P ε
)]
,

где
Eε =

⋃
ε⊆γ∈2l

Eγ , mε =
∑

ε⊆γ∈2l
(nγ +mγ),

λε =
{ ≥, если хотя бы одно из λγ , ε ⊆ γ ∈ 2l, равно ≤,

= в противном случае.

Положим теперь ϕτ равным
∧

ε∈2l′
φε. Если ϕ является дизъюнкцией базисных

формул θi, i ∈ I, то полагаем ϕτ равным
∨
i∈I

θτi .

Лемма 6. 1) ϕ ` ϕτ ; 2) любая модель для ϕτ обогащается до модели ϕ;
3) если ϕ ` ψ и ψ ∈ Lτ , то ϕτ ` ψ.

Первые два свойства достаточно очевидны. Для доказательства третьего
свойства предположим, что M |= ϕτ , и покажем, что M |= ψ. Обогатим M
до модели M′ |= ϕ. Получим M′ |= ψ. Обедняя эту модель до сигнатуры τ ,
получим M |= ψ. Значит, ϕτ ` ψ. �

Заметим, что описанная выше процедура вычисления ϕτ по дизъюнкции
базисных формул является эффективной. Для произвольного предложения ϕ
простой сигнатуры, перебирая сначала все возможные выводы, находим дизъ-
юнкцию базисных формул, эквивалентную ϕ. После этого применение указан-
ной процедуры дает соответствующее предложение ϕτ .

Разрешимость теории T всех моделей произвольной простой сигнатуры σ
вытекает из ее перечислимости и следующего достаточно просто устанавлива-
емого факта: существует вычислимая последовательность теорий (Ti)i<ω, со-
стоящих из всех полных расширений теории T (для полного задания полного
расширения T достаточно указать все соотношения равенства и неравенства
между константами, их распределение по предикатам P ε, а также количество
элементов — от 0 до ∞, в этих предикатах P ε, не равных ни одной константе,
что легко делается с помощью базисных формул и дает счетно категоричные
теории), а также следующего результата Ю. Л. Ершова.

Теорема 3 [14]. Теория T разрешима тогда и только тогда, когда она пере-
числима и существует вычислимая последовательность полных теорий (Ti)i<ω
такая, что T =

⋂
i<ω
Ti.

Предложение 2 доказано.

Авторы благодарят профессора Карла Эриха Вольффа за гостеприимство
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