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ОБ УНИТАРНОЙ ЗАМКНУТОСТИ ПЕРВИЧНЫХ

МНОГООБРАЗИЙ АССОЦИАТИВНЫХ АЛГЕБР

Л. М. Самойлов

Аннотация. Доказывается, что каждое первичное многообразие ассоциативных
алгебр над бесконечным полем характеристики p > 0 порождается или алгеброй
с единицей, или нильалгеброй ограниченного индекса. Для энгелевых вербально
первичных T -идеалов показано, что они остаются вербально первичными при до-
бавлении тождества xp

N
= 0 для достаточно больших N . В качестве следствия

описаны все первичные многообразия в одном интересном классе многообразий ас-
социативных алгебр.

Ключевые слова: полиномиальное тождество, первичное многообразие, тожде-
ство энгелевости.

В работе рассматриваются ассоциативные алгебры над бесконечным полем
F положительной характеристики p. Через F 〈X〉 и F ]〈X〉 будем обозначать
свободную ассоциативную алгебру счетного ранга без единицы и с единицей со-
ответственно. Напомним, что T -идеал � алгебры F 〈X〉 или F ]〈X〉 называется
вербально первичным, если для произвольных T -идеалов �1, �2 из включения
�1�2 ⊆ � следует, что �1 ⊆ � или �2 ⊆ � . При этом удобно считать, что идеалы
(0) и F 〈X〉 (F ]〈X〉) вербально первичными не являются. Многообразие называ-
ется первичным, если соответствующий ему идеал тождеств является вербально
первичным.

В [1, 2] разными способами доказано, что каждый вербально первичный T -
идеал � унитарно замкнут на полилинейном уровне. Это означает, что если
f(x1, . . . , xm) ∈ � и полином f(x1, . . . , xm) полилинеен, то f(x1, . . . , xm)|xi=1 ∈ � .

На полиоднородном уровне вербально первичные T -идеалы не обязаны
быть унитарно замкнутыми, в качестве примера можно рассмотреть вербально
первичный T -идеал {[x, y] = 0, xp = 0}T . Тем не менее приведенная ниже тео-
рема 1 показывает, что для вербально первичных T -идеалов � , не содержащих
полиномов xn, унитарная замкнутость на полиоднородном уровне выполняется.

Теорема 1. Пусть � — вербально первичный T -идеал. Тогда либо � явля-
ется унитарно замкнутым T -идеалом, либо xn ∈ � для некоторого n.

Таким образом, каждое первичное многообразие ассоциативных алгебр по-
рождается или алгеброй с единицей, или нильалгеброй ограниченного индекса.
Ясно, что эти случаи взаимно исключают друг друга.

В работе [3] показано, что каждое унитарно замкнутое первичное много-
образие порождается алгебраической алгеброй ограниченного индекса алгебра-
ичности над основным полем F . Если T -идеал содержит тождество xn = 0, то
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относительно свободная алгебра F 〈X〉/� является, очевидно, алгебраической
алгеброй ограниченного индекса алгебраичности и порождает многообразие с
идеалом тождеств � . Таким образом, имеет место следующее утверждение.

Следствие 1. Каждое первичное многообразие порождается алгебраиче-
ской алгеброй ограниченного индекса алгебраичности над основным полем F .

Теорема 1 будет использоваться в доказательстве следующей теоремы.

Теорема 2. Пусть � — вербально первичный T -идеал, содержащий тож-
дество энгелевости. Тогда для всех достаточно больших N (зависящих от � )
T -идеал {� , xpN }T будет вербально первичным.

Теоремы 1 и 2 применим для описания (на полиоднородном уровне) одного
хорошо известного и интересного класса первичных многообразий. Рассмотрим
при p ≥ 5 в свободной ассоциативной алгебре со следом счетного ранга F̃ 〈X〉
T̃ -идеал Ũ , порожденный полиномами со следом

Tr(1)− 2, χ2(x, y), ρp−2(x1, . . . , xp−2).
Здесь χ2(x, y) = xy + yx − xTr(y) − yTr(x) − Tr(xy) + Tr(x)Tr(y) — полином
Кэли — Гамильтона, ρp−2(x1, . . . , xp−2) — симметрический полином Кэли — Га-
мильтона, равный сумме всех полилинейных мономов со следом от переменных
x1, . . . , xp−2. Обозначим через U T -идеал алгебры F 〈X〉, порожденный всеми
обычными полилинейными полиномами из Ũ : U = {Ũ ∩ P}T , где P — множе-
ство всех полилинейных полиномов из F 〈X〉. Ограничение p ≥ 5 нужно для
исключения тривиальных случаев p = 2 и p = 3, в которых рассматриваемое
многообразие интереса не представляет.

T -идеал U впервые был построен Ю. П. Размысловым в [4] совершенно дру-
гим способом. В [4] показано (для использованного в [4] определения U), что
при p ≥ 5 относительно свободная алгебра F 〈X〉/U является (p− 1)-энгелевой,
но не лиево нильпотентной. Кроме того, построенный в [4] T -идеал является
вербально первичным на полилинейном уровне. То, что построенный Ю. П. Раз-
мысловым в [4] T -идеал совпадает с U , следует, например, из полной класси-
фикации полилинейных компонент первичных подмногообразий многообразия,
порожденного алгеброй матриц второго порядка. Эта классификация получена
А. Р. Кемером в работе [5].

В работе А. Р. Кемера [6] рассмотрен T̃ -идеал Ũ ′, порождаемый всеми
тождествами со следом алгебры матриц второго порядка, а также полинома-
ми

(
x− 1

2 Tr(x)
)p−2 и xp. Из результатов [5, 6] снова вытекает, что T -идеал

{Ũ ′ ∩P}T совпадает с U . Таким образом, T -идеал U может быть построен тре-
мя разными способами. Четвертая характеризация T -идеала U состоит в том,
что он порождается полилинейными тождествами единственного минимального
2-классического многообразия алгебр со следом (см. подробности в [7]). При
любом способе определения можно доказать, что T -идеал U является вербально
первичным на полилинейном уровне.

Следующая теорема описывает все вербально первичные T -идеалы, поли-
линейная компонента которых совпадает с U ∩ P .

Теорема 3. Пусть p ≥ 5.
1. Если � — вербально первичный T -идеал и � ∩ P = U ∩ P , то или � = U ,

или � = {U, xpN }T для некоторого натурального N .
2. T -идеалы U и {U, xpN }T , N ≥ 1, попарно различны и являются вербально

первичными.
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1. Унитарная замкнутость T -первичных идеалов

Зафиксируем вербально первичный T -идеал � . Рассмотрим два полинома

g̃l,t(x1, . . . , xt; y1, . . . , yl) =
∑

σ1,...,σt∈Sl+1

(−1)σ1 . . . (−1)σtxσ1(1)−1
1 . . . xσt(1)−1

t y1

× xσ1(2)−1
1 . . . xσt(2)−1

t y2 . . . ylx
σ1(l+1)−1
1 . . . xσt(l+1)−1

t

(полином g̃0,t(x1, . . . , xt) считаем равным x1 . . . xt) и

gl,t(x; y1, . . . , yl) = g̃l,t(x, . . . , x; y1, . . . , yl)

=
∑

σ1,...,σt∈Sl+1

(−1)σ1 . . . (−1)σtxσ1(1)+···+σt(1)−ty1x
σ1(2)+···+σt(2)−ty2 × . . .

× ylx
σ1(l+1)+···+σt(l+1)−t (1)

(при l = 0 полагаем g0,t(x) = xt). Эти полиномы введены А. Р. Кемером в [8].
В работе [3] полиномы g̃l,t и gl,t определялись немного иначе. Однако точно

так же доказывается, что произвольный ненулевой T -идеал содержит полином
gl,t для некоторых l и t.

Зафиксируем минимальное число l ≥ 0, для которого gl,t ∈ � для некоторо-
го t = t(l). Несложно видеть, что из тождества gl,t = 0 следуют все тождества
gl′,t′ = 0 для l′ ≥ l, t′ ≥ t. Поэтому T -идеал � содержит все полиномы gl,t′ при
t′ ≥ t.

По теореме Кемера о локальной представимости (см. [9]) для каждого на-
турального k существует такая конечномерная классическая алгебра Ck, что
T [F 〈x1, . . . , xk〉/(� ∩ F 〈x1, . . . , xk〉)] = T [Ck]. Напомним, что конечномерная ал-
гебра C над полем F называется конечномерной классической алгеброй, если C
представима в виде прямой суммы подпространств C = P ⊕J , где J = RadC —
радикал Джекобсона алгебры C, P является подалгеброй в C и P ∼= C/J (раз-
ложение Веддербарна — Мальцева); кроме того, алгебра P должна быть изо-
морфна прямой сумме матричных алгебр над полем F . Алгебра P называется
полупростой частью алгебры C.

Рассмотрим произвольную конечномерную классическую алгебру C. По-
лупростая часть P (C) алгебры C представима в виде P (C) = Mn1 ⊕ · · · ⊕Mnr ,
r ≥ 0, где Mni — полная матричная алгебра порядка ni. Пусть e(i) — едини-
ца алгебры Mni , i = 1, . . . , r. Положим e(0) = 1 − (e(1) + · · · + e(r)), где 1 —
формальная единица. Если C — алгебра с единицей, то e(0) = 0 ∈ C. Если
же C — алгебра без единицы, то e(0) 6∈ C. Тем не менее для каждого a ∈ C
определены элементы ae(0), e(0)a, e(0)ae(0) ∈ C. Следуя [9], каркасом алгебры C
будем называть объединение множеств e(i)Ce(j), 0 ≤ i, j ≤ r; каркас алгебры
C будем обозначать через CarC. Любой элемент алгебры C является суммой
элементов из каркаса.

Отметим, что элементы множеств e(i)Ce(j) при i = 0 или j = 0 лежат в
радикале алгебры C. Обозначим

C+ =
∑

i 6=0,j 6=0

e(i)Ce(j).

Алгебра C+ имеет единицу и является подалгеброй алгебры C. В частности,
T [C] ⊆ T [C+].
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Через E(C) будем обозначать множество идемпотентов {e(0), e(1), . . . , e(r)}.
Каждый идемпотент e(i), i = 1, . . . , r, является суммой матричных единичек
e(i)1,1, . . . , e

(i)
ni,ni . Через E(Ck) обозначим множество, состоящее из e(0) и всех мат-

ричных единичек e(i)j,j , i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , ni.

Лемма 1. Пусть l > 0, {e1, . . . , el+1} — упорядоченное множество попарно
различных идемпотентов из E(Ck). Тогда для произвольных c1, . . . , cl ∈ Ck в
алгебре Ck выполняется равенство

e1c1e2c2 . . . clel+1 = 0.

Доказательство. Рассмотрим сначала случай, когда все идемпотенты
e1, . . . , el+1 отличны от e(0). Подставим в тождество (1) yi = eiciei+1, i = 1, . . . , l,

x =
l+1∑
i=1

λiei, λ1, . . . , λl+1 ∈ F . В результате такой подстановки получим равен-
ство

f(λ1, . . . , λl+1)e1c1e2c2 . . . clel+1 = 0, (2)

где

f(t1, . . . , tl+1)

=
∑

σ1,...,σt∈Sl+1

(−1)σ1 . . . (−1)σttσ1(1)+···+σt(1)−t
1 . . . tσ1(l+1)+···+σt(l+1)−t

l+1

— многочлен от коммутирующих переменных t1, . . . , tl+1, очевидно, отличный
от нуля. Так как поле F бесконечно, найдутся такие λ1, . . . , λl+1 ∈ F , что
f(λ1, . . . , λl+1) 6= 0. Поэтому из (2) следует, что

e1c1e2c2 . . . clel+1 = 0.

Пусть теперь некоторый идемпотент ej совпадает с e(0). Подставим в тож-
дество (1) yi = eiciei+1, i = 1, . . . , l, x =

∑
i 6=j

λiei, λ1, . . . , λj−1, λj+1, . . . , λl+1 ∈ F .

Тогда получится равенство

f(λ1, . . . , λj−1, λj+1, . . . , λl+1)e1c1e2c2 . . . clel+1 = 0, (3)

где

f(t1, . . . , tj−1, tj+1, . . . , tl+1) =
∑

σ1,...,σt∈Sl+1,
σ1(j)=···=σt(j)=1

∏
i 6=j

(−1)σitσ1(i)+···+σt(i)−t
i

— многочлен от коммутирующих переменных. Легко видеть, что этот мно-
гочлен не равен нулю. Как и выше, из бесконечности поля F получаем, что
f(λ1, . . . , λj−1, λj+1, . . . , λl+1) 6= 0 для некоторых λ1, . . . , λj−1, λj+1, . . . , λl+1 ∈ F .
Тогда из (3) вытекает, что e1c1e2c2 . . . clel+1 = 0. Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Пусть l > 0, c — индекс нильпотентности RadCk. Тогда для
произвольных c0, c1, . . . , cl−1, a, b ∈ Ck в алгебре Ck выполняется равенство

gl−1,c(c0; c1, . . . , cl−1) · ae(0)b = 0.

Доказательство. Так как

{gl−1,c(c0; c1, . . . , cl−1) | ci ∈ Ck} ⊆ {g̃l−1,c(b1, . . . , bc; c1, . . . , cl−1) | bi, ci ∈ Ck},
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достаточно показать, что любое значение полинома g̃l−1,c на алгебре Ck анну-
лируется умножением справа на ae(0)b.

Для каждого ∅ 6= J ⊆ E(Ck) рассмотрим алгебру CJ =
∑

e(i),e(j)∈J
e(i)Cke(j) ⊆

Ck. Это конечномерная классическая алгебра, полупростая часть PJ которой
совпадает с

∑
e(0) 6=e(j)∈J

e(j)Pe(j), где P — полупростая часть алгебры Ck. Кроме

того, RadCJ ⊆ RadCk.
Заметим, что если dimPJ < l, то g̃l−1,c ∈ T [CJ ]. Это доказывается точно

так же, как лемма 5б) в [3], поэтому доказательство мы опускаем.
Элемент g̃l−1,c(b1, . . . , bc; c1, . . . , cl−1) можно представить в виде линейной

комбинации элементов g(ρ)(a1, . . . , ak(ρ)), где g(ρ)(x1, . . . , xk(ρ)) — частичная ли-
неаризация полинома g̃l−1,c, а каждый элемент ak имеет вид ak = e(ik)

αk,αka
′
ke

(jk)
βk,βk

,

где e(i)α,β — матричные единички, соответствующие центральному идемпотенту

e(i) (считаем e(0)αk,αk = e(0), e(0)βk,βk
= e(0)). Если все элементы ak лежат в неко-

торой подалгебре CJ с условием dimPJ < l, то g(ρ)(a1, . . . , ak(ρ)) = 0, так как
g(ρ)(x1, . . . , xk(ρ)) = 0 является тождеством алгебры CJ . Иначе заменим каж-
дый элемент e(νi)ki,ki

∈
{
e(ik)
αk,αk , e

(jk)
βk,βk

}
, νi 6= 0, таким произведением матричных

единичек e(νi)α,β , которое равно e(νi)ki,ki
и в которое входят все единички вида e(νi)α,α .

Очевидно, что такое произведение найдется. Тогда с учетом условия dimPJ ≥ l,
элемент g(ρ)(a1, . . . , ak(ρ)) = 0 будет представим в виде линейной комбинации
слагаемых вида c′0e1c

′
1e2c

′
2 . . . c

′
l−1elc

′
l, c

′
i ∈ Ck ∪ {1}, e1, . . . , el — набор попарно

различных идемпотентов из E(Ck), не равных e(0).
Таким образом, элемент g̃l−1,c(b1, . . . , bc; c1, . . . , cl−1) · ae(0)b представим в

виде линейной комбинации элементов c′0e1c
′
1e2c

′
2 . . . c

′
l−1elc

′
l · ae(0)b, каждый из

которых равен нулю по лемме 1. Лемма доказана.
Доказательство теоремы 1. Определим для вербально первичного T -

идеала � параметр l. Если l = 0, то xn ∈ � для некоторого n, и теорема
доказана. Рассмотрим случай l ≥ 1.

Положим

�+ =
+∞⋂
k=1

T
[
C+
k

]
.

Ясно, что � ⊆ �+ и �+ — унитарно замкнутый T -идеал. Для доказательства
теоремы достаточно показать, что � = �+.

Пусть f(x1, . . . , xn) ∈ �+. Тогда f(x1, . . . , xn) ∈ T
[
C+
n+l

]
, поэтому для про-

извольного t выполнено

gl−1,t(x; y1, . . . , yl−1)f(x1, . . . , xn) ∈ T
[
C+
n+l

]
.

Покажем, что если t больше индекса нильпотентности RadCn+l, то

gl−1,t(x; y1, . . . , yl−1)f(x1, . . . , xn) ∈ T [Cn+l]. (4)

Обозначим через f̃(x1, . . . , xm) некоторую частичную линеаризацию поли-
нома f(x1, . . . , xn). Для доказательства (4) достаточно показать, что в алгебре
Cn+l

gl−1,t(b0, b1, . . . , bl−1)f̃(a1, . . . , am) = 0, (5)
где b0, b1, . . . , bl−1 ∈ Cn+l, a1, . . . , am ∈ CarCn+l. Пусть элемент ai имеет вид
ai = e(αi)a′ie

(βi), i = 1, . . . ,m. Если среди чисел α1, β1, . . . , αm, βm нет нуля, то
(5) выполнено, так как f ∈ T

[
C+
k

]
, следовательно, f̃ ∈ T

[
C+
k

]
.
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Если же среди чисел α1, β1, . . . , αm, βm есть число, равное 0, (5) выполнено
по лемме 2. Тем самым включение (4) доказано.

Так как полином gl−1,t · f зависит от n + l переменных, по определению
алгебры Cn+l и (4) получаем, что gl−1,t · f ∈ � . Но gl−1,t 6∈ � , поэтому f ∈ � .
Теорема 1 доказана.

2. Доказательство теоремы 2

Обозначим через UN T -идеал, порожденный тождеством xN = 0. В [10]
автором была доказана следующая теорема, не имеющая аналога над полями
нулевой характеристики.

Теорема 4. Пусть A — ассоциативная алгебра над полем характеристики
p > 0, удовлетворяющая тождеству f = 0. Тогда если A порождается множе-
ством {ai, i ∈ I} и любое слово от элементов ai нильпотентно степени не выше
m, то A является нильалгеброй ограниченного индекса N . При этом N зави-
сит от характеристики p, тождества f и числа m (и не зависит от мощности
множества I).

Эту теорему можно переформулировать так.

Следствие 2. Пусть A — ассоциативная алгебра над полем характеристи-
ки p > 0, порождаемая множеством {ai, i ∈ I} и удовлетворяющая тождеству
f = 0. Пусть m — произвольное натуральное число, UN (A) = {g(a1, . . . , ak) |
g(x1, . . . , xk) ∈ UN , a1, . . . , ak ∈ A} — идеал значений на алгебре A. Тогда для
достаточно больших N (зависящих от m, p и f) любой элемент из UN (A) яв-
ляется линейной комбинацией элементов avmb, где a, b ∈ A ∪ {1}, v — непустое
слово от элементов порождающего множества {ai, i ∈ I}.

Доказательство. Рассмотрим в свободной ассоциативной алгебре F 〈X〉
счетного ранга идеал Im, порожденный всеми элементами um, где u ∈ 〈X〉. Обо-
значим � = {f}T . Алгебра F 〈X〉/(� + Im) удовлетворяет всем условиям теоре-
мы 4, поэтому на F 〈X〉/(� + Im) выполнено тождество xN = 0 для достаточно
больших N . Зафиксируем любое такое число N . Тогда если g(x1, . . . , xk) ∈ UN ,
то g(x1, . . . , xk) ∈ � + Im. Подставляя сюда вместо переменных xj произволь-
ные слова wj от образующих алгебры A, получаем, что в алгебре A элемент
g(w1, . . . , wk) является линейной комбинацией элементов avmb, где a, b ∈ A∪{1},
v — непустое слово от элементов множества {ai, i ∈ I}. Для завершения дока-
зательства осталось заметить, что для произвольных b1, . . . , bk ∈ A элемент
g(b1, . . . , bk) является линейной комбинацией элементов g′(w1, . . . , wl), где wj —
слова от элементов множества {ai, i ∈ I}. Так как g′(x1, . . . , xl) — частичная
линеаризация полинома g(x1, . . . , xk), то g′(x1, . . . , xl) ∈ UN . Следствие доказа-
но.

Если xn ∈ � для некоторого n, то теорема 2 для � очевидна. Поэтому
в силу теоремы 1 будем считать � унитарно замкнутым T -идеалом. Пусть �
содержит тождество ps-энгелевости.

Применяя следствие 2 к A = F 〈X〉/� , получаем, что для каждого числа
Q любой элемент из � + UpN для достаточно больших N является линейной
комбинацией по модулю � элементов u′uQu′′, u ∈ 〈X〉, u′, u′′ ∈ 〈X〉∪{1}. В свою
очередь, для энгелевых многообразий в [3, § 6] показано, что для достаточно
больших Q слово uQ является по модулю � линейной комбинацией элементов
a(x)p

s

b, a, b ∈ F ]〈X〉, x ∈ X. Итак, для достаточно больших N каждый элемент
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из � +UpN является по модулю � линейной комбинацией элементов axp
s

b, a, b ∈
F ]〈X〉, x ∈ X.

Лемма 3. Пусть полином f(x) = f(x1, . . . , xn) полиоднороден и f(x) ∈
� + UpN . Тогда если degxi f = d, то zd · f(x)|xi=1, f(x)|xi=1 · zd ∈ � + UpN .

Доказательство. Докажем, что zd · f(x)|xi=1 ∈ � , второе включение до-
казывается аналогично. Представим полином f(x) в виде суммы полиоднород-
ных полиномов f(x) = g(x) + u(x), где g(x) ∈ � , u(x) ∈ UpN , тогда f(x)|xi=1 =
g(x)|xi=1 + u(x)|xi=1. Так как идеал � унитарно замкнут, то g(x)|xi=1 ∈ � . По-
этому достаточно показать, что zd · u(x)|xi=1 ∈ UpN .

Если d ≥ pN , то включение zd · u(x)|xi=1 ∈ UpN очевидно. Рассмотрим
случай d < pN . Полином u(x) является линейной комбинацией полиномов ви-
да a(x)h(w1, . . . , wk)b(x), где h(x1, . . . , xk) — частичная линеаризация полинома
xp

N

, w1, . . . , wk ∈ 〈X〉. При подстановке xi = 1 получим, что u(x)|xi=1 является
линейной комбинацией слагаемых

a(x)|xi=1h(w′
1, . . . , w

′
k)b(x)|xi=1, (6)

где w′
j = wj |xi=1 ∈ 〈X〉 ∪ {1}. Если все слова w′

1, . . . , w
′
k отличны от 1, то

полином (6) лежит в UpN . Если среди слов w′
1, . . . , w

′
k есть слова, равные 1, и

при этом k > 1, то полином (6) является нулевым. Оставшийся случай k = 1 и
w′

1 = 1 невозможен, так как тогда слово w1 должно равняться xri для некоторого
натурального r, следовательно, d = degxi f(x) ≥ r · pN ≥ pN ; противоречие
с условием d < pN . Итак, полином u(x)|xi = 1 является суммой слагаемых
вида (6), каждое из которых лежит в UpN . Следовательно, u(x)|xi=1 ∈ UpN при
d < pN . Лемма доказана.

Перейдем непосредственно к доказательству теоремы 2. Допустим от про-
тивного, что � +UpN не является вербально первичным T -идеалом. Тогда най-
дутся полиоднородные полиномы f(x) = f(x1, . . . , xn), g(y) = g(y1, . . . , ym), за-
висящие от непересекающихся наборов переменных, со свойствами

f(x)g(y) ∈ � + UpN , f(x) 6∈ � + UpN , g(y) 6∈ � + UpN . (7)

Среди всех пар полиномов (f, g), удовлетворяющих условиям (7), выберем пары
(f, g) с наименьшим значением deg f + deg g, а среди всех таких пар выберем
пару (f(x1, . . . , xn), g(y1, . . . , ym)) с наименьшим значением (deg f −n)+(deg g−
m). Тогда полиномы f(x) и g(y) будут удовлетворять двум дополнительным
свойствам. Во-первых, любые собственные частичные линеаризации полиномов
f(x) и g(y) лежат в � + UpN . Во-вторых,

x
degxi f
i · f(x)|xi=1, g(y)|yj=1 · y

degyj g
j ∈ � + UpN . (8)

Первое свойство очевидно, докажем второе. Если degxi f ≥ pN , то вклю-

чение x
degxi f
i · f(x)|xi=1 ∈ � + UpN тривиально. Если же degxi f < pN , то из

доказательства леммы 3 следует, что

f(x)|xi=1 · g(y) ∈ � + UpN .

Так как deg f(x)|xi=1 < deg f(x), в силу выбора полиномов f(x) и g(y) выполня-
ется включение f(x)|xi=1 ∈ � +UpN , откуда x

degxi f
i ·f(x)|xi=1 ∈ � +UpN . Второе

включение в (8) доказывается аналогично.
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Пусть degxi f(x) ≥ ps при i = 1, . . . , q и degxi f(x) < ps при i = q + 1, . . . , n.
Аналогично пусть degyi g(y) ≥ ps при j = 1, . . . , r и degyj g(y) < ps при j =
r + 1, . . . ,m. Так как f(x)g(y) ∈ � + UpN , по рассуждениям перед леммой 3
выполнено равенство

(f(x)− 0)g(y) =
q∑

i=1

∑
α

ui,α(xi)p
s

vi,α +
r∑

j=1

∑
β

u′j,β(yj)p
s

v′j,β + h(x, y), (9)

где h(x, y) ∈ � .
Индукцией по l покажем, что имеет место равенство вида

(f(x)− fl(x))g(y) =
n∑
i=l

∑
α

ui,α(xi)p
s

vi,α +
r∑

j=1

∑
β

u′j,β(yj)p
s

v′j,β + h(x, y), (10)

где fl(x) ∈ �+UpN (в равенствах (9) и (10) ui,α, vi,α, u′j,β , v′j,β , h(x, y) обозначают
разные полиномы). Базой индукции является случай l = 1, т. е. равенство (9),
а при l = q + 1 первая сумма в (10) будет пустой.

Обозначим d = degxl f и представим две суммы в правой части (10) в виде
линейной комбинации слов

u0x
α1
l u1x

α2
l . . . uν−1x

αν
l uν , (11)

где все слова u0, . . . , uν не зависят от xl. Слово (11) будем называть словом 1-го
рода, если αk ≥ ps для некоторого k ∈ {1, . . . , ν}. Иначе хотя бы одно из слов
u0, . . . , uν содержит в качестве подслова (xi)p

s

, i > l, или (yj)ps , j = 1, . . . , r. В
этом случае будем называть (11) словом 2-го рода.

Представим линейные комбинации слов 1-го и 2-го родов в виде

d∑
k=0

xkθ(i)
d−k(x, y), i = 1, 2,

где полиномы θ(i)
d−k степеней d − k по xl содержат xl только в виде коммута-

торов с элементами из F 〈X〉. При этом можно считать, что θ(1)
d (x, y) = 0,

так как идеал � содержит тождество ps-энгелевости, из которого следует, что[
u, xp

s

l

]
= 0. Полиномы θ(2)

d−k(x, y) представляются в виде линейной комбинации
полиномов a(xi)p

s

b, i > l, и a(yj)p
s

b, j = 1, . . . r, a, b ∈ F ]〈X〉. В итоге, обозначая
θd−k(x, y) = θ(1)

d−k(x, y) + θ(2)
d−k(x, y), получаем равенство

(f(x)− fl(x))g(y) =
d∑

k=0

xkl θd−k(x, y) + h(x, y). (12)

Для произвольного полинома u(xl) = u(. . . , xl, . . . ) положим u(xl + zl) =
u(xl) + u{d−1}(xl, zl) + · · · + u{1}(xl, zl) + u(zl), где полиоднородные полиномы
u{i}(xl, zl) степени i по xl и степени d−i по zl являются собственными частичны-
ми линеаризациями полинома u(xl) по переменной xl. Для единообразия обо-
значим u{d}(xl, zl) = u(xl), u{0}(xl, zl) = u(zl). Пусть u[i](xl) = u{i}(xl, zl)|zl=1,

тогда u(xl + 1) =
d∑

i=0
u[i](xl). Если h(x, y) ∈ � , то в силу унитарной замкнутости

идеала � h[i](x, y) ∈ � для i = 0, 1, . . . , d. Если u(x, y) = u(. . . , xl, . . . ) = u(xl) ∈
� + UpN , то по лемме 3 выполнено xil · u[d−i](xl) ∈ � + UpN .
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Подставляя в (12) xl = xl + 1, получаем(
f(x)+

d−1∑
i=0

f [i](x)−
d∑

i=0

f [i]
l (x)

)
g(y) =

d∑
k=0

(xl +1)kθd−k(x, y)+
d∑

i=0

h[i](x, y). (13)

Выделим в этом равенстве однородную компоненту степени i по xl, i = 0, 1, . . . ,
d− 1:

(
f [i](x)− f [i]

l (x)
)
g(y) = θi(x, y) +

i−1∑
k=0

Ci−k
d−kx

i−kθk(x, y) + h[i](x, y).

В частности, при i = 0(
f [0](x)− f [0]

l (x)
)
g(y) = θ0(x, y) + h[0](x, y),

откуда
θ0(x, y) =

(
f [0](x)− f [0]

l (x)
)
g(y)− h[0](x, y). (14)

При i = 1 (
f [1](x)− f [1]

l (x)
)
g(y) = θ1(x, y) + C1

dx
1
l θ0(x, y) + h[0](x, y).

Выражая из этого равенства θ1(x, y) и используя равенство (14) для θ0(x, y),
получаем

θ1(x, y) =
(
α
(
x1
l f

[0](x)− x1
l f

[0](x)
)

+ β
(
f [1](x)− f [1]

l (x)
))
g(y) + h1(x, y),

где h1(x, y) ∈ � , α, β ∈ F . Действуя далее аналогичным образом, получаем
(индукцией по i), что при i = 0, . . . , d− 1

θi(x, y) =

(
i∑

j=0

αi,j
(
xi−jl f [j](x)− xi−jl f [j]

l (x)
))

g(y) + hi(x, y),

где hi(x, y) ∈ � , αi,j ∈ F . Подставим эти выражения для θi(x, y) в (12) и
перенесем все слагаемые, содержащие множитель g(y), в левую часть. Получим(

f(x)− fl(x) +
d−1∑
j=0

βj
(
xd−jl f [j](x)− xd−jl f [j]

l (x)
))

g(y) = θd(x, y) + h′(x, y), (15)

где h′(x, y) ∈ � , βj ∈ F .
Так как fl(x) ∈ � + UpN , по лемме 3 полиномы xd−jl f [j]

l (x) лежат в � +
UpN . Любая собственная частичная линеаризация полинома f(x) лежит в � +
UpN , поэтому по лемме 3 xd−jl f [j](x) ∈ � + UpN при j = 1, . . . , d − 1. Полином
xdl f

[0](x) = xdl f(x)|xl=1 принадлежит � + UpN по (8). Обозначим

fl+1(x) = fl(x)−
d−1∑
j=0

βj
(
xd−jl f [j](x)− xd−jl f [j]

l (x)
)
,

тогда fl+1(x) ∈ � + UpN . Как отмечалось выше, θd(x, y) = θ(2)
d (x, y). Таким

образом, равенство (15) можно переписать в виде

(f(x)− fl+1(x))g(y) = θ(2)
d (x, y) + h′(x, y).
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C учетом строения полиномов θ(2)
d (x, y) это равенство представляет из себя ра-

венство (10) для l = l + 1. Индукционный переход от l к l + 1 доказан.
Далее применим к равенству (10) при l = q + 1 аналогичные рассуждения

для переменных yr, yr−1, . . . , y1. Только будем выносить степени переменных yi
в различных полиномах не влево, а вправо. В итоге получим, что

(f(x)− fq+1(x))(g(y)− gr+1(y)) ∈ �

для некоторых fq+1(x), gr+1(y) ∈ � +UpN . Так как идеал � является вербально
первичным, то или f(x) − fq+1(x) ∈ � , или g(y) − gr+1(y) ∈ � . Следовательно,
или f(x) ∈ � +UpN , или g(y) ∈ � +UpN . В любом случае получено противоречие
с (7). Теорема 2 доказана.

3. Доказательство теоремы 3

Мы постоянно будем пользоваться одним важным свойством T̃ -идеала Ũ ′,
доказанным в [6, следствие леммы 7]: Ũ ′ содержит любой (обычный) полином
f такой, что он однороден и унитарен по переменной x и degx f ≥ p − 2. От-
сюда легко выводится, что U = {Ũ ′ ∩P}T содержит любой (обычный) полином
f такой, что он однороден и унитарен по переменной x и degx f ≥ p − 2. В
частности, U содержит тождество (p− 2)-энгелевости.

Лемма 4. T -идеал U является вербально первичным.
Доказательство. Предположим от противного, что

f1(x1, . . . , xn)f2(y1, . . . , ym) ∈ U, f1(x1, . . . , xn) 6∈ U, f2(y1, . . . , ym) 6∈ U, (16)

где полиномы f1 и f2 полиоднородны. Так как T -идеал U унитарно замкнут,
можно считать, что полиномы f1 и f2 унитарны по всем переменным. Возмож-
ны два случая.

1. Степени f1 и f2 по всем переменным не выше p − 3. Пусть f̄1 и f̄2 —
полные линеаризации полиномов f1 и f2 соответственно. Так как f1f2 ∈ U , то
f̄1f̄2 ∈ U . T -идеал U вербально первичен на полилинейном уровне, поэтому
для некоторого i ∈ {1, 2} выполнено включение f̄i ∈ U . Осталось заметить, что
f̄i ∈ U ⇐⇒ fi ∈ U , что противоречит (16).

2. Степень некоторого полинома fi, i ∈ {1, 2}, по некоторой переменной не
ниже p−2, тогда fi ∈ U . Снова получено противоречие с (16). Лемма доказана.

Рассмотрим полином

R = R(a, b, c, d) = [a, b][c, d] + [c, d][a, b].

Так как U содержит все обычные полиномы, являющиеся следствиями тожде-
ства Кэли — Гамильтона χ2(x, y) = 0, то [R, y] ∈ U .

Лемма 5. R 6∈ U .
Доказательство. Предположим от противного, что по модулю U

[a, b][c, d] + [c, d][a, b] ≡ 0. (17)

Подставим a = [a1, a2], b = [b1, b2] и преобразуем по модулю (17):

[[a1, a2], [b1, b2]][c, d] + [c, d][[a1, a2], [b1, b2]]
≡ 2[a1, a2][b1, b2][c, d] + 2[c, d][a1, a2][b1, b2]

≡ 2[a1, a2][b1, b2][c, d]− 2[a1, a2][c, d][b1, b2] ≡ 4[a1, a2][b1, b2][c, d].

Так как T -идеал U вербально первичен, то [x, y] ∈ U , что при p ≥ 5 неверно.
Лемма доказана.
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Лемма 6. Пусть � ⊃ {U, xp}T и � 6= {U, xp}T . Тогда � ∩P 6= {U, xp}T ∩P .
Доказательство. Обозначим U0 = {U, xp}T . Так как �\U0 6= ∅, найдется

такой полиоднородный полином f = f(x1, . . . , xn) ∈ �\U0, что для каждого
i = 1, . . . , n степень полинома f по переменной xi будет равна pmi , mi ≥ 0.

Предположим, что для некоторого i имеет место неравенство mi ≥ 2. Обо-
значим m = mi и представим полином f в виде суммы полиномов fjx

pm−j
i ,

где полиномы fj унитарны по xi и degxi fj = j. Так как m ≥ 2, для каждого
j выполнено одно из неравенств j ≥ p − 2 или pm − j ≥ p. В любом случае
fjx

pm−j
i ∈ U0, откуда f ∈ U0, что противоречит выбору полинома f .
Будем считать, что полином f имеет степень p по переменным x1, . . . , xl и

степень 1 по переменным xl+1, . . . , xn. При этом если f полилинеен, то лемма
доказана.

Пусть l ≥ 1. Снова представим полином f в виде f =
p∑

j=0
fjx

p−j
l , где по-

лином fj унитарен по переменной xl. Так как xp ∈ U0 и fp−2, fp−1, fp ∈ U0,

можно считать, что полином f имеет вид f =
p−3∑
j=1

fjx
p−j
l . Поскольку f 6∈ U0,

найдется минимальное число k с условием fk 6∈ U0, k ∈ {1, . . . , p − 3}. Рас-
смотрим частичную линеаризацию g полинома f по переменной xl, имеющую
степень k по переменной xl и степени 1 по переменным y1, . . . , yp−k. Подставим
в g ys = R(aa, bs, cs, ds) = Rs, s = 1, . . . , p− k. В силу [Rs, y] ∈ � получим, что

(p− k)!fkR1 . . . Rp−k ∈ � , fk 6∈ U0.

Так как (p − k)! 6= 0 в поле F , то fkR1 . . . Rp−k ∈ � . Пусть f ′k — полная линеа-
ризация полинома fk по переменной xl. Тогда f ′k 6∈ U0 и f ′kR1 . . . Rp−k ∈ � .

Полином f ′k имеет степень p по (l−1)-й переменной. Проделаем с полиномом
f ′kR1 . . . Rp−k вышеописанную операцию еще l − 1 раз (ясно, что появившийся
множитель R1 . . . Rs этой операции мешать не будет). В итоге для некоторого
t получим полилинейный полином f ′R1 . . . Rt ∈ � , где f ′ 6∈ U0. Поскольку
U0 ∩ P = U ∩ P и T -идеал U вербально первичен на полилинейном уровне, с
учетом леммы 5 получаем, что f ′R1 . . . Rt 6∈ U0. Итак, f ′R1 . . . Rt ∈ � ∩P\U0∩P .
Лемма доказана.

Лемма 7. Для каждого N ≥ 1 T -идеал {U, xpN }T является вербально пер-
вичным.

Доказательство. Для достаточно больших N утверждение леммы вы-
текает из теоремы 2 и леммы 4. Для получения оценки на значения числа N
проанализируем доказательство теоремы 2. В доказательстве на число N были
наложены только два условия:

1) T -идеал U должен содержать тождество ps-энгелевости;
2) любой элемент из U + UpN должен являться по модулю U линейной

комбинацией элементов axp
s

b, a, b ∈ F ]〈X〉, x ∈ X (см. рассуждения перед
леммой 3).

U содержит тождество p-энгелевости, т. е. s = 1. Покажем, что для каж-
дого натурального N ≥ 2 любой элемент из U + UpN является по модулю U
линейной комбинацией элементов axpb, a, b ∈ F ]〈X〉, x ∈ X, откуда будет сле-
довать доказательство леммы для N 6= 1.

Легко видеть, что любая собственная линеаризация g = g(x1, . . . , xn) поли-
нома xp

N

лежит в U . В самом деле, все собственные линеаризации являются
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следствиями таких собственных линеаризаций, у которых степени по каждой
переменной xi равны pmi , mi ≥ 0. Поэтому можно считать, что линеаризация g
имеет такой вид. Если при этом степень g по некоторой переменной xi не мень-
ше, чем p, то g ∈ U . Если же полином g полилинеен, то g является следствием
тождества ∑

σ∈Sp

xσ(1)xσ(2) . . . xσ(p) = 0,

которое лежит в U .
Таким образом, любой элемент из U +UpN является по модулю U линейной

комбинацией элементов aup
N

b, где a, b ∈ F ]〈X〉, u — некоторое (непустое) слово
над множеством X. Осталось показать, что слово (xv)p

2
является по модулю

U линейной комбинацией элементов axpb, где a, b ∈ F ]〈X〉. Слово (xv)p
2

явля-
ется линейной комбинацией элементов fixp

2−i, i = 0, 1, . . . , p2, где полиномы fi
унитарны по переменной x. Если i ≥ p − 2, то fi ∈ U . Если же i < p − 2, то
p2 − i > p2 − (p− 2) > p. Получаем, что слово (xv)p

2
представимо по модулю U

в требуемом виде, что доказывает лемму для N 6= 1.
Пусть теперь N = 1. Если идеал {U, xp}T не является T -первичным, то най-

дутся такие T -идеалы �1, �2, что �1�2 ⊆ {U, xp}T , �i ⊃ {U, xp}T , �i 6= {U, xp}T ,
i = 1, 2. По лемме 6 �i ∩ P 6= {U, xp}T ∩ P = U ∩ P . Поэтому найдутся поли-
линейные полиномы f1 ∈ �1 ∩ P\U ∩ P , f2 ∈ �2 ∩ P\U ∩ P , которые зависят
от непересекающихся наборов переменных. Тогда f1f2 ∈ {U, xp}T ∩ P = U ∩ P ,
т. е. f1f2 ∈ U . Идеал U вербально первичен, поэтому для некоторого i ∈ {1, 2}
выполнено fi ∈ U ∩P , что противоречит выбору полинома fi. Лемма доказана.

Лемма 8. Пусть U ′ — унитарно замкнутый T -идеал и U ′ ∩ P = U ∩ P .
Тогда U ′ = U .

Доказательство. Если U ′ 6= U , то найдется такой унитарный по всем
переменным полином f = f(x1, . . . , xn), что f ∈ U ′, f 6∈ U . Если степень
полинома f по некоторой переменной xi не меньше, чем p− 2, то f ∈ U ; проти-
воречие. Если же степени f по всем переменным x1, . . . , xn меньше, чем p − 2,
то рассмотрим полную линеаризацию полинома f , обозначим ее через f̄ . Тогда
f̄ ∈ U ′ ∩ P = U ∩ P , поэтому f̄ ∈ U , откуда f ∈ U ; противоречие. Лемма
доказана.

Лемма 9. Пусть U ′ — вербально первичный T -идеал, U ′ ∩ P = U ∩ P и
U ′ 6= U . Тогда U ′ = {U, xpN }T для некоторого N ≥ 1.

Доказательство. Если T -идеал U ′ унитарно замкнут, то по лемме 5 U ′ =
U , что противоречит условию леммы. Поэтому по теореме 1 U ′ содержит по-
лином xn для некоторого натурального n. Пусть N — наименьшее натуральное
число, для которого xp

N ∈ U ′. Обозначим U0 = {U, xpN }T ⊆ U ′ и докажем, что
U ′ = U0.

Если U ′ 6= U0, то существует полином f = f(x1, . . . , xn) с пятью свойствами:
1) f ∈ U ′\U0; 2) f полиоднороден; 3) любая собственная частичная линеариза-
ция полинома f лежит в U0; 4) степень полинома f по любой переменной xi
равна pmi , mi ≥ 0; 5) среди всех полиномов, удовлетворяющих условиям 1–4,
полином f зависит от наименьшего числа переменных. Пусть степень f по пе-
ременной x = x1 максимальна и равна m. Тогда m ≥ 1, так как f 6∈ U0, а
U0 ∩ P = U ′ ∩ P .
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Запишем полином f в виде f =
pm∑
i=0

fixp
m−i, где полиномы f0, . . . , fpm уни-

тарны по x и degx fi = i. При i ≥ p − 2 выполнено fi ∈ U0, поэтому можно

считать, что полином f имеет вид f =
p−3∑
i=0

fixp
m−i. Некоторые (но не все) поли-

номы f0, . . . , fp−3 могут лежать в U0. Рассмотрим все числа k1 < k2 < · · · < kl,
для которых fki 6∈ U0. Тогда можно считать, что полином f имеет вид

f = fk1x
pm−k1 + fk2x

pm−k2 + · · ·+ fklx
pm−kl , 0 ≤ ki ≤ p− 3, fki 6∈ U0. (18)

Среди всех полиномов, удовлетворяющих пяти наложенным условиям и име-
ющих вид (18), выберем полином f с минимальным значением параметра l.
Возможны два случая.

1. k1 > 0. Рассмотрим частичную линеаризацию f̄ полинома f по перемен-
ной x, имеющую степень pm−1 по x и степень 1 по y. Подставим в эту частичную
линеаризацию y = R, тогда по модулю U0 будет иметь место равенство

f̄ ≡ ((pm−k1)fk1x
pm−k1−1 +(pm−k2)fk2x

pm−k2−1 + · · ·+(pm−kl)fklx
pm−kl−1)R.

По выбору полинома f выполнено включение f̄ ∈ U0. Кроме того, по лемме 5
R 6∈ U , поэтому R 6∈ U0 ввиду того, что R полилинеен и U0 ∩ P = U ∩ P . По
лемме 7 T -идеал U0 вербально первичен, следовательно,

(pm − k1)fk1x
pm−k1 + (pm − k2)fk2x

pm−k2 + · · ·+ (pm − kl)fklx
pm−kl ∈ U0. (19)

Пусть l ≥ 2. Так как pm−kl 6= 0 в поле F , выразим из последнего включения
fklx

pm−kl в виде линейной комбинации полиномов fkixp
m−ki , i < l, и некоторого

полинома g ∈ U0. Вычтем полученное выражение из (18). Получим некоторый
полином, удовлетворяющий свойствам 1–5 и (18), имеющий меньшее значение
параметра l; противоречие.

Итак, в равенстве (18) l = 1. Тогда из (19) и условия pm − k1 6= 0 в F
получаем, что f = fk1x

pm−k1 ∈ U0, что противоречит условию f 6∈ U0. Таким
образом, случай k1 > 0 невозможен.

2. k1 = 0. Если при этом l ≥ 2, то, действуя, как в предыдущем случае,
получаем противоречие. Следовательно, l = 1. Это означает, что f0xp

m ∈ U ′.
Так как U ′ вербально первичен, то или f0 ∈ U ′, или xp

m ∈ U ′.
Допустим, что xp

m ∈ U ′. Если m < N , то получаем противоречие с выбо-
ром N . Следовательно, m ≥ N . Но тогда xp

m ∈ U0, откуда f0xp
m ∈ U0, что

противоречит условию f = f0xp
m ∈ U ′\U0.

Допустим, что f0 ∈ U ′, тогда f0 6∈ U0. Полином f0 удовлетворяет четырем
свойствам: 1) f0 ∈ U ′\U0; 2) f0 полиоднороден; 3) любая собственная частич-
ная линеаризация полинома f0 лежит в U0; 4) степень полинома f0 по любой
переменной xi равна pmi , mi ≥ 0. При этом полином f0 зависит от строго мень-
шего числа переменных, чем полином f . Противоречие с выбором полинома
f . Итак, во всех случаях получено противоречие с предположением U ′ 6= U0.
Лемма доказана.

Доказательство теоремы 3. Первая часть теоремы вытекает из лем-
мы 9, вторая — из лемм 4 и 7. То, что идеалы U и {U, xpN }T , N ≥ 1, попарно
различны, очевидно ввиду унитарной замкнутости T -идеала U . Теорема дока-
зана.
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