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ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

БАНАХОВЫХ ПРЕДЕЛОВ

Е. М. Семенов, Ф. А. Сукочев

Аннотация. Изучаются функции {B(rn(t))}, где B — банахов предел и {rn(t)} —
функции Радемахеpа.
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Через l∞ обозначается пространство ограниченных последовательностей
x = (x1, x2, . . . ) с нормой

‖x‖l∞ = sup
n
|xn|.

Линейный функционал B ∈ l∗∞ называется банаховым пределом, если
1) B(1, 1, . . . ) = 1;
2) B ≥ 0;
3) B(Tx) = B(x) для любого x ∈ l∞, где T — оператор сдвига, т. е.

T (x1, x2, . . . ) = (x2, x3, . . . ).
Существование банаховых пределов обосновано в [1, гл. 2, § 3]. Из опреде-

ления вытекает, что ‖B‖l∗∞ = 1 и B(x1, x2, . . . ) = lim
n→∞

xn для любой сходящейся
последовательности и для любого банахова предела B. Обозначим множество
банаховых пределов через B. Ясно, что B — выпуклое замкнутое множество
на единичной сфере пространства l∗∞.

Лоренц [2] доказал, что для заданных a ∈ R1, x ∈ l∞ равенство B(x) = a
справедливо для всех B ∈ B тогда и только тогда, когда

lim
n→∞

1
n

m+n∑
k=m+1

xk = a

равномерно по m ∈ N, где N — множество натуральных чисел. Множество таких
x ∈ l∞ обозначается через ac и называется пространством почти сходящихся
последовательностей. Сачестон [3] уточнил этот результат и доказал, что

q(x) ≤ B(x) ≤ p(x) (1)

для всех x ∈ l∞, B ∈ B, где

q(x) = lim
n→∞

inf
m∈N

1
n

m+n∑
k=m+1

xk, p(x) = lim
n→∞

sup
m∈N

1
n

m+n∑
k=m+1

xk.
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Неравенства (1) точные: для любого x ∈ l∞ и любого a ∈ [q(x), p(x)] существует
такой B ∈ B, что B(x) = a.

Функционал p(x) является выпуклым на l∞. Цель настоящей работы —
продолжение изучения множества B.

Последовательность функций

rn(t) = sign sin 2nπt, n ∈ N, t ∈ [0, 1]

называется системой Радемахеpа. Каждому B ∈ B поставим в соответствие
функцию

fB(t) = B(rn(t)).

Система Радемахера тесно связана с разложением t ∈ (0, 1) в двоичную дробь

t =
∞∑
k=1

tk2−k, tk = 0 или 1. (2)

Функция fB называется характеристической функцией банахова предела
B. Это название оправдывает

Теорема 1. Если A,B ∈ B и fA(t) ≤ fB(t) для всех t ∈ (0, 1), то A = B,
т. е. A(x) = B(x) для всех x ∈ l∞.

Доказательство. Так как

fA(1− t) = sign sin 2nπ(1− t) = − sign sin 2nπt = −fA(t) (3)

для всех t ∈ [0, 1], из fA ≤ fB вытекает fA = fB . Это означает, что A(x) = B(x)
для всех x = {sign sin 2nπt}, 0 ≤ t ≤ 1, а также для всех x = 1

2 (1 + sign sin 2nπt),
0 ≤ t ≤ 1. Обозначим через 2N множество последовательностей из 0 и 1. Любая
последовательность из 2N, содержащая бесконечное число нулей, может быть
записана в указанном выше виде. Если x ∈ 2N содержит лишь конечный набор
нулей, то A(x) = B(x) = 1. Таким образом, A(x) = B(x) для любого x ∈ 2N.

Пусть y = (y1, y2, . . . ), 0 ≤ yk < 1 для всех k ∈ N и n ∈ N. Существует такая
последовательность 1 ≤ mk ≤ n, что

mk − 1
n

≤ yk <
mk

n
(4)

для всех k ∈ N. Для 1 ≤ i ≤ n, k ∈ N положим

ui,k =
{

1, i < mk,

0, i ≥ mk,
vi,k =

{
1, i ≤ mk,

0, i > mk,

и рассмотрим последовательности

ui = (ui,1, ui,2, . . . ), vi = (vi,1, vi,2, . . . ).

В силу (4)
1
n

n∑
i=1

ui ≤ y ≤ 1
n

n∑
i=1

vi.

Отсюда

A

(
1
n

n∑
i=1

ui

)
≤ Ay ≤ A

(
1
n

n∑
i=1

vi

)
,
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B

(
1
n

n∑
i=1

ui

)
≤ By ≤ B

(
1
n

n∑
i=1

vi

)
, A

(
1
n

n∑
i=1

vi −
1
n

n∑
i=1

ui

)
≤ 1

n
,

B

(
1
n

n∑
i=1

vi −
1
n

n∑
i=1

ui

)
≤ 1

n
.

Ранее доказано, что A(ui) = B(ui), A(vi) = B(vi) для всех i = 1, 2, . . . , n. По-
этому

|A(y)−B(y)| ≤ 1
n
.

Так как n ∈ N произвольно, то A(y) = B(y). Таким образом, это равенство
установлено для всех y ∈ l∞, y ≥ 0, ‖y‖l∞ < 1. Отсюда вытекает, что оно
справедливо для всех y ∈ l∞.

Лемма 2. Для любого λ ∈ [0, 1] существует такой x = (x1, x2, . . . ) ∈ 2N∩ac,
что

lim
n→∞

1
n

m+n∑
k=m+1

xk = λ (5)

равномерно по m ∈ N.
Доказательство. Для λ = 0 положим

xk =
{

1, если k = 2j ,
0, если k 6= 2j .

В этом случае проверка (5) очевидна.
Для λ ∈ (0, 1] положим

xk =
{

1, если [kλ, (k + 1)λ) ∩ N 6= ∅,

0, если [kλ, (k + 1)λ) ∩ N = ∅.
Так как

m+n∑
k=m+1

xk = |[(m+ 1)λ, (m+ n+ 1)λ ∩ N)| ,

то

[nλ] ≤
m+n∑

k=m+1

xk ≤ [nλ] + 1

и
[nλ]
n

≤ 1
n

m+n∑
k=m+1

xk ≤
[nλ] + 1

n
.

Отсюда вытекает, что

lim
n→∞

m+n∑
k=m+1

xk = λ

равномерно по m ∈ N. �

Изложенное выше доказательство принадлежит Б. С. Митягину. Оно зна-
чительно короче доказательства, полученного ранее авторами.

Формула (2) определяет меру на 2N, которую мы также обозначим через
mes. Обозначим через U множество тех x ∈ 2N, для которых q(x) = 0, p(x) = 1.
Хорошо известно, что для любого n ∈ N мера множества тех t ∈ (0, 1), для
которых число стоящих подряд 0 или 1 в разложении (2) не прехвосходит n,
равна 0. Отсюда вытекает, что q(x) = 0 и p(x) = 1 для почти всех x ∈ 2N,
т. е. mesU = 1. Через U0 обозначим образ U при отображении 2N в (0, 1) по
формуле (2).
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Теорема 3. Пусть B ∈ B. Тогда
(i) fB(t) периодична с периодом r, где r — любое двоично-рациональное

число из (0, 1), т. е. если 0 < t1 < t2 < 1, t2− t1 — двоично-рациональное число,
то fB(t1) = fB(t2);

(ii) fB(t) = fB
(
t
2

)
для всех t ∈ (0, 1);

(iii) для любого λ ∈ [0, 1] существует такой x ∈ 2N ∩ ac, что B(x) = λ для
любого B ∈ B и Im fB = [−1, 1];

(iv) график fB плотен в прямоугольнике [0, 1]× [−1, 1];
(v) sup

t∈U0

fB(t) = 1, inf
t∈U0

fB(t) = −1;

(vi) fB(t) + fB(1− t) = 0 для всех t ∈ (0, 1).
Доказательство. Если x, y ∈ 2N отличаются лишь в конечном числе ин-

дексов, то B(x) = B(y). Отсюда вытекает (i).
Так как

sign sin 2nπt = sign sin 2n+1π
t

2
для всех n ∈ N, t ∈ [0, 1], инвариантность B относительно сдвига влечет свой-
ство (ii). Элемент x ∈ 2N, построенный в лемме 2, не зависит от B ∈ B. Поэтому
из леммы 2 и теоремы Лоренца [2] вытекает, что для любого λ ∈ [0, 1] существу-
ет такой x ∈ 2N ∩ ac, что B(x) = λ для всех B ∈ B. Отсюда следует, что
Im fB = [−1, 1].

Очевидно, (i) и (iii) влекут (iv).
Для доказательства (v) обозначим inf

x∈2N
B(x) через ε. Для любого n ∈ N

можно построить такие z1, z2, . . . , zn ∈ U , что их носители не пересекаются и
z1 + z2 + · · ·+ zn ∈ U . Например, можно взять

zk,j =
{

1, если 2i + i(k − 1) < j ≤ 2i + ik, i > n, k = 1, 2, . . . , n,
0 для остальных j.

Так как zk содержит сколь угодно длинные последовательности из 0 и 1, то в
силу теоремы Сачестона [3] q(zk) = 0, p(zk) = 1 для любого k = 1, 2, . . . , n, т. е.
zk ∈ U . Аналогичным образом доказывается, что z1 + z2 + · · ·+ zn ∈ U .

Имеем

1 ≥ B(z1 + z2 + · · ·+ zn) =
n∑

k=1

B(zk) ≥ n inf
t∈U0

fB(t) = nε.

Отсюда ε = 0 и inf
t∈U0

fB(t) = inf
x∈U

B(2x − 1) = 2 inf
x∈U

Bx − 1 = −1. Отображение

x→ 1− x переводит U в себя. Применяя (3), получаем

sup
t∈U0

f(t) = sup
t∈U0

(−f(1− t)) = − inf
s∈U0

f(s) = 1.

Свойство (vi) доказано ранее (см. (3)). �

Лемма 4. Пусть B ∈ B. Если функция fB(t) измерима, то fB(t) = 0
почти при всех t ∈ (0, 1).

Доказательство. Функция

�(s) = �B(s) =
s∫

0

fB(t) dt
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определена и непрерывна на [0, 1]. Если s1, s2 двоично-рациональны, то в силу
теоремы 3(i)

�(s1 + s2) =
s1+s2∫
0

fB(t) dt =
s1∫
0

fB(t) dt+
s1+s2∫
s1

fB(t) dt

=
s1∫
0

fB(t) dt+
s2∫
0

fB(t+ s1) dt =
s1∫
0

fB(t) dt+
s2∫
0

fB(t) dt = �(s1) + �(s2).

Так как �(s) непрерывна на (0, 1), равенство

�(s1 + s2) = �(s1) + �(s2)

справедливо для всех s1, s2 ∈ (0, 1), s1 + s2 ≤ 1. Как известно, отсюда вытекает,
что �(s) = Cs для всех s ∈ [0, 1] и для некоторого C ∈ R1. Применяя (3),
получаем

2�(1) =
1∫

0

fB(s) ds+
1∫

0

fB(1− s) ds =
1∫

0

(fB(s) + fB(1− s)) ds = 0.

Таким образом, C = 0 и
s∫

0

fB(t) dt = 0

для всех s ∈ [0, 1]. Дифференцируя это равенство и пользуясь теоремой о про-
изводной неопределенного интеграла, получаем требуемое утверждение. �

Лемма 5. Если A,B ∈ B, то

‖A−B‖l∗∞ = sup
0<t<1

(fA(t)− fB(t)).

Доказательство. Если E — банахово пространство и f ∈ E∗∗, то

‖f‖E∗∗ = sup{f(x) : x ∈ E∗, ‖x‖E∗ ≤ 1}

и по теореме Крейна — Мильмана супремум достигается на множестве экстре-
мальных точек единичного шара E∗. Экстремальными точками единичного
шара пространства l∞ являются последовательности y = (±1,±1, . . . ). Если
последовательность y = (±1,±1, . . . ) содержит лишь конечное число +1 или
−1, то Ay равно By и равно −1 или +1. Отсюда (A− B)y = 0. Для любой по-
следовательности y с бесконечным числом +1 и −1 существует такое t ∈ (0, 1),
что y = rn(t). Поэтому

‖A−B‖l∗∞ = sup
y∈extS(l∞)

(A−B)y = sup
0<t<1

(fA(t)− fB(t)). �

Если E — банахово пространство и A — ограниченное подмножество E, то
диаметром, радиусом и относительным радиусом A в E называются числа

d(A,E) = sup
x,y∈A

‖x−y‖E , r0(A,E) = inf
x∈E

sup
y∈A

‖x−y‖E , r(A,E) = inf
x∈A

sup
y∈A

‖x−y‖E .

Неравенства r0(A,E) ≤ r(A,E) ≤ d(A,E) ≤ 2r0(A,E) известны и очевидны.
Так как B принадлежит единичной сфере пространства l∗∞, то r0(B, l∗∞) ≤ 1.
Из доказанной ниже теоремы 6 вытекает, что r0(B, l∗∞) = 1 и d(B, l∗∞) = 2.
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Теорема 6. d(B, l∗∞) = 2.

Доказательство. Пусть B ∈ B и ε > 0. В силу теоремы 3(v) существует
такой x ∈ U , что B(x) < ε. Условие x ∈ U влечет p(x) = 1. По теореме
Сачестона [3] существует такой A ∈ B, что A(x) = 1. Положим z = 2x − 1.
Тогда

‖A−B‖l∗∞ ≥ (A−B)z = (A−B)(2x− 1) = 2(A−B)x > 2(1− ε).

Неравенство ‖A−B‖l∗∞ ≤ 2 очевидно. �

Для любого x = (x1, x2, . . . ) ∈ l∞ положим

(H0x)n =
1
n

n∑
k=1

xk, k ∈ N.

ОператорH0, называемый преобразованием Чезаро, ограничен в l∞ и ‖H0‖l∞ = 1.
Существует банахов предел B, инвариантный относительно преобразования Че-
заро, т. е. B(H0x) = B(x) для всех x ∈ l∞ [4, 5].

Теорема 7. Если B ∈ B инвариантен относительно преобразования Чеза-
ро, то fB(t) = 0 почти для всех t ∈ [0, 1].

Доказательство. Согласно закону больших чисел lim
n→∞

(H0x)n = 1/2 для

почти всех x ∈ 2N [6, 9.2.14]. Для таких x ∈ 2N

B(x) = B(H0x) = 1/2.

Следовательно, функция fB(t) измерима и равна 0 почти везде. �

Заметим, что с помощью теоремы Лоренца [2] нетрудно доказать существо-
вание банахова предела, который не инвариантен относительно преобразования
Чезаро.

По теореме Крейна — Мильмана B совпадает с замыканием conv extB в
топологии σ(l∗∞, l∞). Экстремальные точки B изучены в работе Фремлина,
Талаграна [7]. Из результатов этой работы вытекает существование такого B ∈
B, что fB(t) неизмерима. Это утверждение усиливает теорему В. Серпинского
[8, пример 6, c. 43], который доказал существование такого ϕ ∈ l∗∞, что ϕ(rn(t))
неизмерима. В [7] также доказано существование такого B ∈ extB, что fB(t)
измерима. Лемма 4 в несколько ином виде также содержится в [7].

Изучению множества B посвящена работа А. А. Седаева [9]. Из результатов
этой работы вытекает, что функция fB(t) измерима, если существует последо-
вательность zn ∈ l1, ‖zn‖l1 ≤ 1, n ∈ N, сходящаяся к B в топологии σ(l∗∞, l∞).
Поэтому для любого B ∈ B с неизмеримой функцией fB(t) не существует после-
довательности zn из единичного шара l1, сходящейся к B в топологии σ(l∗∞, l∞).
С другой стороны, по теореме Голдстайна [10, 5.4.5] всякий элемент из единич-
ного шара l∗∞, в частности всякий банахов предел, принадлежит замыканию
единичного шара l1 в топологии σ(l∗∞, l∞).

Авторы благодарят К. С. Казаряна, С. В. Конягина, Б. С. Митягина,
А. А. Седаева, Д. Фремлина и рецензента за ценные замечания.
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